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摘要 平行机排序是一类重要的组合优化问题,列表在线排序是在线问题研究形成和发展的重要推手,

也是成果最为丰富的在线问题之一.本文回顾以最大完工时间为目标的在线和半在线排序问题的最新

进展, 总结工件可拒绝、机器可增加及目标为机器负载的 Lp 范数等 3 类复杂目标在线排序问题的主

要结果, 介绍竞争比近似方案、带建议的在线算法和多样化算法性能指标等 3 个在线排序新课题.
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MSC (2010) 主题分类 90B35, 90C27

1 引言

在线问题 (online problem) 是 20 世纪 80 年代起逐渐形成的一个新的研究方向, 可用于求解在线

问题的算法称为在线算法 (online algorithm). 在线的两个基本特征是实例信息随算法执行过程逐渐披

露、以及算法决策不可因后续出现的信息而更改. 相应地, 实例信息在算法执行前全部已知的问题称

为离线问题 (offline problem). 在线问题及算法可抽象为在算法设计者和对手 (adversary) 之间进行的

一个需求 - 应答博弈 (request-answer game). 对手每给出一个需求, 算法根据此前双方的应对和当前

需求决定如何应答, 而对手再根据至目前为止双方的应对给出下一个需求. 算法的目标是使其性能尽

可能好, 而对手的目标则恰好相反.

为对一个在线算法求解在线问题的性能作出定量的评估,最坏情况比被移植到在线问题的研究中,

并结合其特点称其为竞争比 (competitive ratio). 称

ρ = inf{r > 1 | CA(I) 6 rC∗(I),∀ I} (ρ = inf{r > 1 | C∗(I) 6 rCA(I),∀ I})
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为一个极小化 (极大化) 在线问题的算法 A 的竞争比, 这里 CA(I) 和 C∗(I) 分别为算法 A 求解实例

I 所得的目标值和实例 I 的最优目标值. 由于在线问题实例信息未在算法执行前全部提供, 可能出现

任何在线算法, 不论其时间复杂度为何, 都不能求得最优值甚至竞争比无法小于某个数值的情况. 称

在线问题下界 (lower bound) 为 ρ, 若任意在线算法求解该问题的竞争比至少为 ρ. 若一个问题下界为

ρ, 且 A 是求解该问题竞争比为 ρ 的算法, 则称 A 为最好 (optimal 或 best possible) 算法.

设计在线算法并证明其竞争比, 与证明问题下界一并构成了在线问题研究的基本方法, 称为竞争

比分析 (competitive ratio analysis). 寻找一个在线问题的最好算法是研究的主要目标, 这需要通过设

计算法和证明下界两方面的共同努力. 竞争比分析的主要框架在 Sleator和 Tarjan的在线问题奠基性

文献 [1] 中已经给出, 并在此后不断丰富. 关于在线问题的专著和综述可参见文献 [2, 3].

排序 (scheduling) 问题是组合优化中的主要问题之一. 其基本描述是将若干工件按一定规则安排

在一台或多台机器上的某些时间段内加工, 形成一个可行排序 (feasible schedule), 并使该排序的某个

目标函数达到最优. 在线问题一经提出, 便与排序理论深度融合. 在线排序成为排序的一个重要分支,

排序也为在线问题提供了丰富的研究内容.在线排序模型除通常的列表在线 (online over list)外,还有

凸显排序特色的实时在线 (online over time). 前者的特点是工件信息按某个列表顺序逐个给出, 算法

在安排某个工件时不掌握列表中位于该工件之后的工件的信息.后者的特点是每个工件有一个准备时

间 (release time), 工件的信息在其准备时间到达后给出.

排序对在线问题发展的另一项贡献是孕育了半在线 (semi-online)这一新的研究课题.所谓半在线

是介于在线与离线之间的一种过渡形态. 以排序而言, 或者已知后续工件的部分信息, 或者可使在线

算法部分改变之前所做的决策. 半在线在现实中普遍存在, 如果不对其加以研究, 对相应的问题既不

能用离线问题的算法求解, 用在线算法求解又可能失去额外信息或特殊机制带来的益处. 半在线研究

也为从理论上揭示在线问题的性质、在线与离线之间的联系和界限提供了新的思路. 半在线起源于排

序并不偶然, 这与排序丰富的模型和大量的研究积累是分不开的. 目前, 半在线研究已推广至其他组

合优化问题, 催生了带建议的算法 (详见第 4 节) 等新的概念.

在三十多年的时间里, 平行机在线和半在线排序研究模型众多、成果丰硕. 文献 [4,5]是在线排序

发展初期的两篇重要综述. Tan 和 Zhang 撰写的综述文献 [6] 首次较为完整地介绍了当时的半在线研

究成果. 近年来, 在线和半在线排序研究又取得了很多重要进展, 有必要进行增补. 限于篇幅, 本文只

介绍平行机列表在线排序的相关结果. 对文献 [6] 中已涉及的内容, 主要介绍新的成果. 本文增加了 3

类未在文献 [6] 中介绍的问题, 并对在线排序 3 个新的方向予以简要介绍.

本文用 J = {J1, . . . , Jn} 表示工件集, M = {M1, . . . ,Mm} 表示机器集. 工件 Jj 在 Mi 上的

加工时间为 pji, j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m. 若存在 pj (j = 1, . . . , n) 和 si (i = 1, . . . ,m), 使得

pji =
pj

si
, 则称相应的机器环境为同类机 (uniform machine), pj 称为工件 Jj 的加工时间, si 称为机器

Mi 的速度. 若进一步有 si = 1, i = 1, . . . ,m, 则称相应的机器环境为同型机 (identical machine). 不

是同型机和同类机的机器环境称为不同类机 (unrelated machine). 有加工权限的平行机 [7–9] 是一类

特殊的不同类机, 工件只能在部分机器上加工, 工件在可以加工的机器上加工时间相等或成比例, 相

应地分别称为有加工权限的同型机和有加工权限的同类机. 对两台同类机, 用 s 表示两台机器的速度

比. 称问题具有单位工件 (unit job) 特征, 若所有工件加工时间均为 1. 若不特别说明, 工件均相互

独立, 从零时刻可开始加工. 加工可中断 (preemption) 是指工件可在一台机器上加工一段时间后中

断加工, 并在之后继续加工其余部分. 加工可分割 (fractional) 是指工件可任意分割成多个部分, 且

不同部分可同时在不同机器上加工. 对一个可行排序 σ, 用 Cj(σ) 表示工件 Jj 在 σ 中的完工时间,

Li(σ) 表示机器 Mi 在 σ 中的负载 (load). 列表在线排序中两个常见目标函数为工件最大完工时间
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Cmax(σ) = maxj=1,...,n Cj(σ) = maxi=1,...,m Li(σ) 和机器最小负载 Cmin(σ) = mini=1,...,m Li(σ).

本文沿用文献 [10]中提出的三参数排序法 (three-field notation) α|β|γ 和文献 [6]中扩展的记号来

表示一个排序问题. 本文中出现的各个域中的记号如下所示:

• α: P (同型机), Q (同类机), R (不同类机);

• β: pmpt (可中断), frac (可分割), g = k (工件有 k 个不同等级), sum (已知工件总加工时间),

opt (已知实例最优值), decr (已知工件加工时间递减), max (已知工件最大加工时间), UB&LB (已知

工件加工时间上界与下界), buffer (缓冲), parallel (并行);

• γ: Cmax (工件最大完工时间), Cmin (机器最小负载), Lp (机器负载的 Lp 范数).

本节最后对涉及竞争比的几个问题给出说明. 第一, 在三参数表示法中, α 域中 Pm 表示 m 台

同型机, 其中 m 为确定数, P 则表示任意台同型机. 若一个在线算法求解 P |β|γ 的竞争比为 r, 则对

任意固定的 m 台同型机相应问题 Pm|β|γ, 算法的竞争比不超过 r. 在线问题 P |β|γ 的下界应理解
为 Pm|β|γ 下界 ρm 的上确界 supm>1 ρm. 因此, 若 P |β|γ 下界为 ρ, 则对某个固定的 m, Pm|β|γ 可
能存在竞争比小于 ρ 的算法. 第二, 部分排序问题带有一个或多个参数, 如同类机问题、已知工件加

工时间上界与下界的半在线问题等, 问题下界和算法竞争比也可写为这些参数的函数. 设问题含有

k 个参数 u1, . . . , uk, 其下界为 ρ(u1, . . . , uk), 一在线算法的参数竞争比为 r(u1, . . . , uk). 若对任意的

u1, . . . , uk,有 ρ(u1, . . . , uk) = r(u1, . . . , uk),则称算法为参数最好的. 分别称 r = supu1,...,uk
r(u1, . . . , uk)

和 ρ = supu1,...,uk
ρ(u1, . . . , uk)为算法的常数竞争比和问题的常数下界. 若 r = ρ,则称算法是常数最好

的. 常数最好的算法未必是参数最好的. 第三,若存在与实例 I 无关的常数 c,使得 CA(I) 6 rC∗(I)+c

对任意的实例 I 均成立, 则称 r 为在线算法 A的渐近竞争比. 若一在线问题不存在渐近竞争比小于 ρ

的在线算法, 则称 ρ 为渐近下界. 对单位工件等少数排序问题, 渐近竞争比 (渐近下界) 可能严格小于

竞争比 (下界).

本文余下内容结构如下. 第 2 节主要介绍同型机、同类机和有等级平行机在线、半在线排序问题

的最新进展. 第 3 节介绍工件加工可拒绝、机器可增加和目标为极小化机器负载的 Lp 范数 3 类在线

排序问题.第 4节介绍竞争比近似方案、带建议的在线算法以及多样化算法性能指标等 3个在线排序

新的研究方向. 第 5 节总结全文并给出部分公开问题.

2 以最大完工时间为目标的在线排序问题

2.1 同型机和同类机经典在线排序问题

作为平行机在线排序中的基础性问题, Pm||Cmax 一直受到研究者的重视. 1966年, Graham [11] 提

出了在线排序中有深远影响的 LS (list scheduling) 算法, 并证明了其竞争比为 2− 1
m . LS 算法将工件

安排在能使其最早完工的机器上加工. 直至二十多年后, 在线问题被系统提出, 竞争比分析理论渐趋

成熟, 学界认识到 LS 算法是一个典型的在线算法, 且为 m = 2, 3 时的最好算法 [12]. 至目前为止, LS

算法仍是 Pm||Cmax 系列问题中唯一已知的最好算法. 自 1989 年以来, 算法和问题下界不断得到改

进. 当 m为任意值时,目前已发表的最佳下界和最佳算法竞争比分别为 1.85358 [13] 和 1.9201 [14]. 尽管

两者之间尚有不小的差距, 但二十年来几无进展. 下界改进困难无疑是因为所需构造的实例规模异常

庞大、结构更加复杂, 而改进算法竞争比的困难并不仅在于算法设计本身. 多数组合优化问题最优值

无法写为输入的显式函数. 因此在最坏情况分析中, 通常只能将算法所得排序的目标值与最优值的一

个下界 (极大化问题则是上界)加以比较. 如果最优值的下界与最优值本身存在较大的差距,则能证得
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的最坏情况比或竞争比会显著大于其真实值. Albers [15] 证明了若仅采用 Pm||Cmax 目前已知的 3 个

最优值的下界 P
m、p(1) 和 maxk=1,...,⌊n−1

m ⌋
∑km+1

j=km−k+1 p(j), 则能证得的算法竞争比不小于 1.917. 这里

P =
∑n

j=1 pj , p(j) 为加工时间按从大到小顺序居于第 j 位的工件的加工时间. 这一数值与目前最佳算

法的竞争比非常接近, 说明长期未出现更好算法的原因更多地在于无法找到最优值更精确的估计.

文献 [16] 将这样的数值称为伪下界 (pseudo lower bound). 伪下界和下界同样是在线问题的固有

属性,但前者不仅体现了算法设计中的困难,还反映了算法竞争比证明中的困难.伪下界依赖于具体的

最优值估计. Tan 和 Li [16] 给出了机器台数固定时基于前述 3 个最优值下界的伪下界. 当 m = 4, 5, 6

时, 其数值与 Chen 等 [17] 给出的最佳算法竞争比相同. 当然, 在机器台数较少时, 仍有可能采取更丰

富的证明手段以突破伪下界的限制. 但直至目前, 尚未有这样的算法问世. 当机器台数较少时, 当前最

佳下界、伪下界和最佳算法竞争比的数值如表 1 所示.

对 Qm||Cmax, 近年来, Ebenlendr 和 Sgall [19]、Jeż 等 [21] 分别给出了 m 任意和 m 较小时的改进

常数下界. 这些下界的获得仍基于一个加工时间呈几何级数增长的工件集, 但在工件数量和机器速度

设置上更为细致. Qm||Cmax 的算法设计在近二十年内进展寥寥. 目前 m 任意时的最佳算法竞争比为

3 + 2
√
2 ≈ 5.828 [22], 而 m 较小时的最佳结果来自 1978 年 Cho 和 Sahni [20] 对 LS 算法竞争比的估计.

从表 1 中给出的数值可以看到, 问题下界和算法竞争比的差距明显大于同型机. 值得考虑的问题是可

否通过给出伪下界以明确未来研究的重点方向.

一些文献研究了 m 较小时的参数下界及竞争比, 以及特殊机器速度下的算法设计. LS 算法是

求解 Q2||Cmax 的参数最好算法, 其竞争比为 rQ2(s) = min{ s+2
s+1 ,

s+1
s } [28], 这仍是目前 Qm||Cmax 系

列问题中唯一已知的参数最好算法. 在一项最近的研究中, Dolgui 等 [29] 考虑了 k 台机器速度为 s

(1 < s 6 2)、m− k 台机器速度为 1 的情形, 设计了竞争比不超过 2.618 的算法. 关于同型机和同类机

经典在线排序的其他相关结果可参见文献 [6].

2.2 已知部分信息的半在线排序问题

已知部分信息的多台同型机半在线排序研究近年来取得了一些突破. 2015 年, Kellerer 等 [30] 给

出了 P |sum|Cmax 竞争比为 α ≈ 1.585的算法,其中 α为方程 4x3− 8x2+2x+1 = 0的正根.这一个数

值与先前 Albers 和 Hellwig [31] 给出的下界相等, 这使已知工件总加工时间成为同类问题中第一个得

到任意台同型机最好算法的半在线模型. P |opt|Cmax 的算法则经历了多次改进 (参见文献 [32–34]),目

前最佳算法竞争比为 3
2 . 另有一些文献对机器台数较少时的问题下界和算法进行了讨论, 详细结果见

表 2. 需要特别指出的是, 普遍猜测但长期未有定论的 Pm|opt|Cmax 大于
4
3 的下界, 近期在计算机辅

表 1 以最大完工时间为目标的在线排序问题相关结果

m 任意 2 3 4 5 6 7

同型机 下界 1.85358 [13] 3
2

[12] 5
3

[12]
√
3 [18] 1.746 [17] 1.773 [17] 1.791 [17]

伪下界 1.917 [15] – – 26
15

[16] 85
48

[16] 9
5

[16] 1.815 [16]

竞争比 1.9201 [14] 3
2

[11] 5
3

[11] 26
15

[17] 85
48

[17] 9
5

[17] 125
96

[17]

同类机 下界 2.564 [19] 1+
√
5

2
[20] 2 [20] 2.141 [21] 2.314 [21] 2.439 [21] 2.439 [21]

竞争比 3 + 2
√
2 [22] 1+

√
5

2
[20] 2 [20] 2.225 [20] 2.414 [20] 2.581 [20] 2.732 [20]

等级设置 I 的 下界 e [23] 5
3

[24,25] 2 [26]

有等级同型机 竞争比 e + 1 [23] 5
3

[24,25] 2 [26] 2.294 [27] 2.502 [27] 25
9

[26] 1657
586

[26]
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表 2 多台同型机和有等级同型机以最大完工时间为目标的半在线排序问题相关结果

m sum opt max decr sum, max

下界 竞争比 下界 竞争比 下界 竞争比 下界 竞争比 下界 竞争比

同型机 任意 1.585 [31] 1.585 [30] 3
2

[34] 5
4

[35]

3
√

129−3
6

[36] 7
5

[37] 15
11

[38] 11
8

[38] 1+
√

37
6

[39] 1+
√
37

6
[35]

4 2
√
10−2
3

[37] 19
13

[37] 19
14

[40] 1.462 [41] 3+
√

33
6

[37] 1+
√

5
2

[37]

5
√

193−5
6

[37] 3
2

[37] 3
2

[41] 3+
√

33
6

[37] 5
3

[37]

等级设置 I 3 5
3

[42] 5
3

[42] 5
3

[42] 5
3

[42] 7
4

[42] 1+
√
41

4
[42] 5

3
[42] 5

3
[42]

4 7
4

[42] 9
5

[42] 7
4

[42] 7
4

[42] 1.8455 [42] 2 [42] 7
4

[42] 3+
√
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助下获得了证实 (参见文献 [38, 40]), 而 P3|decr|Cmax 是目前 m > 2 且为固定数时唯一得到最好算法

的问题. 两台同型机半在线问题成果更为丰富, 且绝大多数已得到最好算法, 相关结果可参见文献 [6].

对两台同类机半在线问题, 两台机器速度比 s 的值对问题性质有极大的影响. 因此给出问题的参

数下界和算法的参数竞争比, 进而得到参数最好算法异常困难. Dósa 等 [43, 44] 对 Q2|opt|Cmax 部分 s

取值的下界和算法作出了改进, 尚未得到最好算法的 s 的区间长度, 竞争比与下界的差距均进一步缩

小 (参见图 1). 从现有结果来看, 最好算法的参数竞争比非常复杂, 表现为分段多、分隔点无明显规

律、函数形式多样, 研究难度不逊于多台同型机. Cao 和 Liu [59] 研究了 Q2|UB&LB|Cmax, 该问题涉及

两台机器速度比和工件加工时间上下界比两个参数. LS 算法仍是多数参数组合下的最好算法, 但在

部分参数组合下, 存在优于 LS 的算法. 其他两台同类机半在线问题的研究结果可参见文献 [6].

2.3 特殊加工机制下的在线排序问题

工件按顺序安排加工且既有安排不可更改是列表在线的两个主要特征之一,但现实中的系统对加

工的限制可能并不如此严格.充分利用特殊加工机制,设计性能尽可能好的算法很有必要.这一类型的

半在线问题模型多样, 且多数带有参数. 参数的变化可诠释从在线到离线的演变过程. 参数的存在既

为在算法性能和复杂度两者之间寻求平衡提供了可能, 也为研究带来了挑战. 根据加工机制的具体特

点, 现有模型可分为并行、缓冲和重排三类, 但研究结果显示部分不同类别模型之间存在内在联系.

为行文方便,约定以下术语,将竞争比、问题下界和最好算法推广到带参数问题. 设模型带有一个

参数 δ, δ 越小越接近在线问题, δ 越大越接近离线问题. 若当模型参数为 δ 时, 算法竞争比为 r, 则称

算法的带参竞争比为 (r, δ). 若模型参数至多为 δ 时, 不存在竞争比小于 r 的在线算法, 则称问题的带

参下界为 (r, δ). 若某算法带参竞争比为 (r, δ), 且对任意不依赖于实例的常数 δ′ > δ, (r, δ′) 均为问题

的带参下界, 则称该算法为带参最好算法.

并行加工是最早提出的半在线模型之一 (参见文献 [60]). 在该模型中, 可将 δ ∈ Z 个不同的在线
算法作为子过程用于同一实例, 以其中最佳的结果作为算法输出. Kellerer 等 [60] 给出了两台同型机带

参竞争比为 ( 43 , 2) 的带参最好算法, 此后多年来一直未有多台机的相关研究. 直至 2017 年, Albers 和

Hellwig [61] 分别给出了 Pm||Cmax 带参竞争比为

(
4

3
+ ε,

(
1

ε

)O(log 1
ε )
)
和

(
1 + ε,

(⌊
2m

ε

⌋
+ 1

)⌈
log 2

ε
log(1+ ε

2
)
⌉)

的在线算法. 同时还给出了问题的两个带参下界 ( 43 , ⌊
m
3 ⌋)和 (1+ ε, (

⌊m
2 ⌋+⌊ 1

4ε ⌋−1

⌊ 1
4ε ⌋−1

)−1),其中 0 < ε 6 1
4 .
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图 1 (网络版彩图) 部分问题参数下界和算法参数竞争比函数图像. (a) Q2|sum|Cmax 问题最佳参数下界与最佳

算法参数竞争比 (参见文献 [43, 44]); (b) 已知工件加工时间上界和下界的半在线问题以加工时间上下界比为参数

的参数最好算法竞争比 (实线: 自上至下, P2|g = 2, UB&LB|Cmax
[45], P2|UB&LB|Cmax

[46] 与 P2|g = 2,

sum, UB&LB|Cmax
[47,48] (两问题竞争比相同), P2|decr, UB&LB|Cmax

[49]; 虚线: 自上至下, P2|g = 2,

UB&LB|Cmin
[50], P2|UB&LB|Cmin

[51] 与 P2|g=2, sum, UB&LB|Cmin
[50] (两问题竞争比相同)); (c) 两

台有等级同类机在线与半在线问题最好算法竞争比 (实线: 自上至下, Q2|g=2|Cmax
[52], Q2|g=2, pmpt|Cmax

(参见文献 [53]), Q2|g = 2, frac|Cmax
[54]; 虚线: 自上至下, Q2|g = 2, max |Cmax

[55], Q2|g = 2, opt|Cmax

与 Q2|g = 2, sum|Cmax
[55] (两问题竞争比相同)); (d) 两台同类机可拒绝在线与半在线问题下界与算法竞争比

(实线: 在线问题最佳参数下界与最佳算法参数竞争比 [56,57]; 虚线: 自上至下, 可中断 [56], 单位工件且可中断 [58],

单位工件并按罚值非增顺序到达且可中断 [58] 三问题最好算法竞争比)

缓冲 (buffer) 是指在系统中存在一个容量为 δ ∈ Z 的缓冲区. 工件到达后可以直接安排加工,

也可以放在缓冲区内. 如果此时缓冲区内已有 δ 个工件, 则需立即加工缓冲区内的某个工件 (参见文

献 [60,62]). 该模型也可作下面的解释. 现有长度为 δ + 1 的特殊队列, 工件按原有顺序逐个进入队列,

随后队列中的工件可任意排列顺序. 当队列中工件数达到 δ + 1 后, 需先将排在队列顶部的工件取出

安排加工, 再接受新的工件进入队列. 记 γm 为方程⌈
m− m

γm

⌉
γm
m

+ (γm − 1)
m−1∑

i=⌈m− m
γm

⌉

1

i
= 1

的最小正根. 对固定的 m, γm 可通过数值计算得到, 如 γ3 = 15
11 , γ4 = 11

8 . 可以证明, limm→∞ γm 存在
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且其极限 γ∞ ≈ 1.4659 为方程 γ∞eγ∞ = − 1
e2 的最小正根. 现已得到的 Pm|buffer|Cmax 的 3 个在线算

法的带参竞争比分别为 (γm, ⌈(5− γm)m⌉+1)、( 32 , ⌈
(2+ln 3)m
1+ln 3 ⌉+1) 和 (1 + γm

2 ,m) [63,64]. Englert等 [64]

还证明了若缓冲区长度为任意有限常数, 则不存在竞争比小于 γm 的在线算法, 因此, γm 可视作一个

临界值. 该问题的另两个带参下界为 ( 32 , ⌊
m
2 ⌋ − 1) 和 (1 + 1√

2
, ⌊m

8 ⌋ − 1), 其中后者仅当 m > 8 时成立.

对同类机、可中断和以机器最小负载为目标的缓冲模型半在线排序问题相关结果可参见文献 [6].

重排是另一类特殊加工机制, 允许已安排加工工件按一定规则改变加工机器. 文献中提出了多种

对算法设计有利的重排规则, 这些规则可由允许重排的时机和对重排工件的限制类型来界定.

• 逐步重排 - 比例限制 (reassignSP) [65]: 每个工件到达时可重排若干个总加工时间不超过当前已

到达工件加工时间 δ 倍的工件;

• 逐步重排 - 个数限制 (reassignSQ) [66]: 每个工件到达时可重排不超过 δ 个工件;

• 最后重排 - 个数限制 (reassignFA) [67]: 所有工件到达后可重排不超过 δ 个工件;

• 最后重排 - 机器限制 (reassignFE) [67]: 所有工件到达后可重排每台机器 (或一台机器 [68]) 上最

晚到达的 δ 个工件.

对 Pm|reassignSP|Cmax, Sanders 等 [65] 给出了带参竞争比为 (1 + ε, 2O( 1
ε log2 1

ε )) 的在线算法. 同

时也针对部分参数设计了多个在线算法, 它们的带参竞争比分别为 ( 32 ,
4
3 )、(

3
2 − 1

2m , 2) 和 ( 43 ,
5
2 ). 特别

地, 对 m = 2, 存在带参竞争比为 ( 76 , 1) 的带参最好算法. 对 Pm|reassignSP|Cmin, Galvez 等 [69] 给出

了带参竞争比分别为 ( 4m−2
3m−1 +O(ε)、O( 1

ε3 log
1
ε )) 和 ( 1710 + ε,O( 1ε )) 的在线算法; 同时证明了若 δ 为有

限常数, 则不存在竞争比小于 17
16 的在线算法.

对 Pm|reassignFA|Cmax, Albers 和 Hellwig [70] 设计了带参竞争比为 (γm, (⌈ 2−γm

(γm−1)2 ⌉ + 4)m) 的在

线算法, 并证明了 (γm, o(n)) 是一个带参下界, 这里 n 为工件数. 尽管这里的 γm 值与缓冲模型中的

临界值相同, 但两个模型之间是否存在更深刻的联系尚不可知 (参见文献 [71]). 文献 [70] 还给出了带

参竞争比分别为 ( 53 , 4m) 和 (74 ,
5
2m) 的在线算法. 但目前仅在 m = 2 时, 得到了带参竞争比为 ( 43 , 1)

的带参最好算法 [67]. Englert 等 [71] 进一步将研究推广到 Qm|reassignFA|Cmax, 给出了带参竞争比为

(γ + 1
3 , O(m)) 的在线算法, 这里 γ 是 m 台机器速度的某个函数, 1 < γ 6 γ∞. 另一方面, 存在常

数 γ0 = Θ(1), 若仅重排 o(n) 个工件, 则不存在竞争比为 γ∞ + γ0 的在线算法. 对任意 γ ∈ (1, 2),

(γ, ⌊m
c2 ⌋− 1)是一个带参下界,其中 c = ⌈− ln(2−γ)

ln γ ⌉ 6 √
m. 其他重排规则下的相关结果可参见文献 [6].

从以上对特殊加工机制研究的介绍可以看到, 对多个模型, 确实可以得到竞争比任意接近于 1 或

某个临界值的在线算法, 但这样的算法往往有很大的复杂度, 对系统也有很高的要求, 未必适应于现

实需求. 另一方面, 针对某个固定的机器数或某个特定参数的在线算法仍非常缺乏. 寻找某些参数下

的带参最好算法, 乃至定量分析参数对算法设计的影响, 是富有挑战性的工作.

2.4 有等级的在线和半在线排序问题

有等级的平行机在线和半在线排序问题近年来研究较为活跃. 在该问题中, 每个工件和每台机器

均有各自的等级 (hierarchy), 一般设为一正整数. 工件只能在等级不大于其等级的机器上加工. 服务

行业中服务窗口和服务对象的分类设定是其典型的应用场景, 理论上它可视作同型 (类) 机与不同类

机之间的一种过渡状态. 有等级平行机是有加工权限的平行机的一种特殊情形, 但无疑最具代表性,

成果也最丰富.

机器等级设置对算法设计和分析有重要影响. 对 m 台同型机, 典型的机器设置有以下两种.

等级设置 I (g = m): 机器和工件共有 m 个等级, 每台机器等级均不相同;
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等级设置 II (g = 2): 机器和工件共有两个等级, 分别有 k (1 6 k < m) 和 m− k 台机器等级相同.

当 m = 2 时, 两种设置是等价的. 对两台同类机, 由于两台机器等级不同, 此时两台机器速度比 s 可

为任意正数. 等级设置 I 的在线问题相关结果见表 1. 对等级设置 II, 存在竞争比不超过

1 +
m2 −m

m2 − km+ k2
<

7

3

的在线算法 [72]. 部分文献 [73, 74] 考虑了下面的模型: 有两种类型的工件, 每种类型的工件有一个固

定的机器子集可供其加工, 加工两种类型工件的两个机器子集交可能非空. 尽管该模型属有加工权限

的平行机排序, 等级设置 II 仅是其一种特殊情形, 但现有研究显示, 等级设置 II 恰是其中最困难的情

形. 以下将该模型称为等级设置 ĨI.

有等级的平行机半在线研究的内容更加丰富. 例如, 对两台有等级同型机, 目标为最大完工时间.

若分别已知等级为 1 和等级为 2 的工件的总加工时间, 则最好算法竞争比为 4
3 . 若仅已知等级为 1 的

工件的总加工时间, 最好算法竞争比为 3
2 . 若仅已知等级为 2 的工件的总加工时间, 最好算法竞争比

为 20
13

[75,76]. 当目标为机器最小负载时, 若已知工件最大加工时间, 不存在竞争比为常数的在线算法.

但若同时已知该工件 (加工时间相同时以最先到达计) 等级为 1, 最好算法竞争比为 1 +
√
2
2 ; 若同时已

知该工件等级为 2, 最好算法竞争比为 2.4814 [77].

Chen等 [78]给出了 P2|g = 2, buffer|Cmax和 P2|g = 2, reassignFA|Cmax竞争比均为
3
2 的最好算法.

问题 Q2|g = 2, UB&LB|Cmax 涉及两台机器速度比和工件加工时间上下界比两个参数, Lu 和 Liu [79]

给出了参数最好算法. 这是目前少有的双参数竞争比分析结果. 图 1 给出了两台同类机在线和半在线

问题的参数最好算法竞争比图像,以及与 UB&LB有关的同型机和有等级同型机参数最好算法竞争比

图像. 有等级同型机的其他半在线结果参见表 2 和文献 [6].

有等级同型机在线和半在线问题尚有不少难点问题留待解决. 一是在两种等级设置下, 尚未找到

当 m 为某个大于 3 的固定数时严格大于 2 的下界; 二是除 Pm|opt, g = m|Cmax 存在竞争比为 2− 1
m

的算法 [42] 外, 其他半在线模型在任意台机时结果较少; 三是现有算法设计思想较为单一, 也没有像经

典平行机问题那样发展出多样化的分析手段.

在机器和工件有等级的情况下, 一些非常特殊的问题, 即使其离线最优值可以在多项式时间内求

得, 其在线算法的设计与分析也不像经典平行机那样简单. 第一个例子是单位工件. 当目标函数为工

件最大完工时间时, 对等级设置 ĨI, Chen 等 [80]、Shabtay 和 Karhi [81] 分别给出了竞争比和渐近竞争

比意义下的最好算法. 上述算法可移植至等级设置 II 的相应问题, 其竞争比和渐近竞争比分别为 3
2

和 θ(k,m), 这里 θ(k,m) = m2

m2−km+k2 . Luo 等 [82] 研究了等级设置 II 下的两个带参半在线问题: 预知

(lookahead) 和缓冲. 所谓预知是指可获得之后到达的 δ ∈ Z 个工件的信息. 文献 [82] 分别给出了竞争

比为 (θ(k,m), m2−1
m−k − k) 和 (θ(k,m),m − m

m2−km+k2 ) 的带参最好算法. 当 m = 2 时, 算法带参竞争

比均可改进为 ( 43 , 1), 且为带参最好的. 当目标函数为工件总完工时间时, 对两台同型机, Hu 等 [83]、

Shabtay 和 Karhi [84] 分别给出了竞争比为 16
13 和渐近竞争比为 1.1573 的最好算法. 对两台同类机,

Zhou 等 [85] 给出了参数下界和常数最好算法.

另一个例子是可分割加工. 可分割加工对问题研究带来的一种便利是在同类机环境下, 等级相同

的不同机器可以合并为一台具有更快速度的机器. 因此满足等级设置 II 的同型或同类机可转化为两

台有等级同类机, 机器具有更多等级的情形也是类似的. 对等级设置 I 的同型机, Bar-Noy 等 [23] 给出

了机器数任意时竞争比为 e 的最好算法. Tan 和 Zhang [26] 及 Zhang [86] 通过建立数学规划给出了 m

固定时的最好算法及其竞争比. Chassid 和 Epstein [54]、Lu 和 Liu [87]、Liu 和 Zhan [88] 相继研究了二、

三、四台同类机的相应问题, 并给出了参数最好算法及其竞争比.
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3 复杂目标函数下的在线排序问题

3.1 工件可拒绝在线排序问题

企业在安排生产计划时, 一般会根据所拥有的资源和条件, 综合考虑成本和收益, 有选择地接受

订单安排生产. 2000 年, Bartal 等 [89] 以此为背景提出了工件加工可拒绝排序问题 (scheduling with

rejection). 每个工件有相应的加工时间和罚值, 工件可以安排加工, 也可以被拒绝加工, 目标为所有被

拒绝工件的总罚值与加工工件的一个可行排序的某个数量指标之和.常选的指标有工件最大完工时间

和工件总完工时间等. 极少数文献, 如文献 [90], 将指标取为机器最小负载, 此时问题由极小化问题变

为极大化问题, 罚值也应相应理解为拒绝工件时的收益. 可拒绝排序问题覆盖离线、实时在线和列表

在线等多种模型, 涉及多个排序常用目标. 以下若不特别说明, 介绍的均为以工件最大完工时间与总

罚值之和为目标的平行机可拒绝列表在线排序问题.

Bartal 等 [89] 对多台同型机在线问题进行了研究, 对 m 台机, 给出了竞争比为 3m−2+
√
5m2−8m+4
2m

的在线算法; 对两台机, 给出了更好的竞争比为 1+
√
5

2 的在线算法. 另一方面, 他们还证明了对 m 台

机, 问题下界为 βm, 其中 βm 是方程 xm − xm−1 − xm−2 − · · · − 1 = 0 的根. 而对任意台机, 问题下界

为 3+
√
5

2 . 这两个下界对单位工件这一特殊情形仍成立. 综合两方面的结果, 两台机和 m 任意时的最

好算法均已得到, 但 m 为大于 2 的某个数乃至 3 台机时的最好算法至今仍是公开问题. 作为解决这

一问题的努力, Epstein 和 Zebedat-Haider [91] 研究了 3 台机单位工件这一特殊情形, 设计了竞争比恰

为 β3 的最好算法. Epstein 和 Zebedat-Haider [92] 针对已知工件按罚值非增或非减顺序到达两种不同

假定,以及工件总数 n已知或未知两种不同假定,提出了 4个半在线模型,在 m台机单位工件情况下,

均给出了最好算法. 设工件加工可以中断, Seiden [93] 证明了对任意台机, 问题下界为 2.12457, 且设计

了竞争比不超过 4+
√
10

3 的在线算法. 当 m 固定时, 可证得一较小的竞争比, 但同样未得到 m > 2 时

的最好算法.

对两台同类机可中断情形, Dósa 和 He [56] 给出了竞争比为 1
2 +

√
s+4
4s 的参数最好算法. 而对不

可中断情形, 现有算法 [56, 57] 在 s > 1.3852 时是参数最好的 (参见图 1). Epstein 和 Zebedat-Haider [58]

对两台同类机、单位工件和可中断情形给出了竞争比为
√
9s2+10s+1+s+1

4s 的参数最好算法. 若进一步已

知工件按罚值非增顺序到达, 则参数最好算法的竞争比可减小为
√

s+1
s . 但若已知工件按罚值非减顺

序到达, 参数最好算法竞争比不会减小.

一些文献研究了具有特殊加工机制的可拒绝排序问题, 并将关注点落在拒绝决策上. 现有可拒绝

排序问题研究显示, 多数情况下, 工件拒绝与否的决策对算法性能的影响大于加工工件在机器上的安

排所带来的影响. 这部分研究也证实了, 采用有限程度的特殊机制即可得到竞争比等于相应不可拒绝

在线问题最好算法竞争比的在线算法,也即抵消了可拒绝对算法设计带来的困难. Epstein和 Zebedat-

Haider [94] 提出了拒绝可撤回模型. 在所有工件加工完毕后, 可重新加工 δ ∈ Z 个曾被拒绝的工件. 对

两台同类机, 只需撤回至多 1 个工件, 即可得到竞争比为 rQ2(s) 的算法. 由于此即为 Q2||Cmax 最好

算法的竞争比, 因此即使允许撤回更多工件也不可能减小竞争比, 该算法也是该半在线问题的带参最

好算法. 对 m 台同型机, 撤回至多 m − 1 个工件, 可得到竞争比为 2 − 1
m 的算法. 尽管竞争比已与

不可拒绝时的 LS 算法相同, 但尚未找到 m > 4 时的带参最好算法. 撤回的作用更明显地体现在目标

为机器最小负载与被拒绝工件总罚值之和的可拒绝排序问题上. 无论是 m 台同型机还是两台同类机,

如果不允许撤回, 则任意算法的竞争比不为有限常数. 但如果允许撤回, 即使只撤回至多一个工件, 也

可得到与不可拒绝时最好算法相同竞争比的在线算法. Min 等 [95] 则提出了与之相对的模型, 即在所
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有工件加工完毕后, 允许重新拒绝若干曾被接受的工件. 对两台同型机, 只需重新拒绝至多一个工件,

即可得到竞争比为 3
2 的最好算法. 他们还证明了只需利用一个容量为 1的缓冲区,即可得到两台同型

机竞争比为 3
2 的最好算法. Epstein和 Zebedat-Haider [90] 则研究了 m台同型机单位工件的相应问题,

只需容量为 m− 1 的缓冲区, 无论目标为工件最大完工时间与被拒绝工件总罚值之和, 还是机器最小

负载与被拒绝工件总罚值之和, 均能给出竞争比为 1 的最优算法, 但容量更小的缓冲区则无法做到这

一点. Min等 [96] 考虑了并行加工的可拒绝排序问题.对两台同类机, 只需两个子过程并行即可得到竞

争比为 rQ2(s) 的最好算法, 并且这两个子过程仅在拒绝策略上有所不同, 加工工件均采用 LS 算法安

排加工.

Min 等 [97] 研究了两台有等级同类机可中断可拒绝在线排序, 给出的算法当 s ∈ (0, 1] ∪ [1+
√
5

2 ,∞)

时是参数最好的.

3.2 机器可增加的在线排序问题

在经典在线排序问题中, 机器数量均为事先给定的常数, 在安排和加工过程中不发生变化. 而更

符合实际的情况是生产资料随着生产任务的增多逐渐添置.为此, Imreh和 Noga [98] 于 1999年提出了

机器可增加的排序问题. 机器数量从零开始逐渐增加, 且不设上限. 购买 i 台机器的费用为 ci, 也即购

买第 i台机器的费用为 ci − ci−1, 其中 c0 = 0. 目标函数为工件最大完工时间和购买机器费用的和. 此

类问题也可称为机器有费用排序问题 (scheduling with machine cost). 在 Imreh 和 Noga 最初提出的

模型中, ci = i. 他们利用以若干个加工时间任意小的工件为工件集的实例, 证明了该问题下界至少为
4
3 . 事实上, 该实例也适用于可中断、已知工件最大加工时间等多个问题, 并且对该模型的一些特殊情

况或半在线问题, 如所有工件加工时间不超过单台机器费用, 已知工件按加工时间从大到小顺序到达,
4
3 确为最好算法竞争比. Dósa 和 Tan [99] 将一般情形的下界改进为

√
2, 并证明了若仅采用

p(1) +
P

p(1)
, 若 p(1) >

√
P,

2
√
P, 其他

作为最优值的估计,则无法证得一算法的竞争比小于 3
2 . 目前该问题最佳算法竞争比为

2+
√
7

3 ≈ 1.5486

(参见文献 [99]). 该问题可中断和部分半在线模型的研究结果参见表 3.

Imreh [104] 首先将该问题推广至任意机器费用的情形, 但仅给出了所有工件加工时间不超过任意

单台机器费用这一特殊情况下竞争比为 2 的最好算法. 最近, Akaria 和 Epstein [105] 给出了一般情形

下具有相同竞争比的最好算法. Jiang 等 [106] 研究了 ci 为凹函数的特殊情形, 相关结果见表 3.

在 ci = i 的假设下, Csirik 等 [107] 将目标改为各台机器负载的平方和与机器数之和, 并给出了竞

争比为 4
3 的最好算法. Nagy-György 和 Imreh [108] 研究了工件可拒绝加工的机器可增加排序问题, 给

出了竞争比为 3+
√
5

2 的在线算法. Dósa 和 He [109] 考虑了上述问题所有工件加工时间小于 1 的特殊情

形, 给出了竞争比为 2 的最好算法.

3.3 目标为机器负载的 LpLpLp 范数的在线排序问题

设 p > 1, 称 (
∑m

i=1 L
p
i (σ))

1
p 为机器负载的 Lp 范数. 易见工件最大完工时间即为 L∞ 范数. 一般

认为, p 较小时, Lp 范数在体现各台机器负载均衡性方面优于工件最大完工时间、数据存储和能量消

耗等一些特定应用的目标函数, 也表现为 L2 或其他范数 (参见文献 [110, 111]). 贪婪 (greedy) 算法在

目标为 Lp 范数的在线排序中有极其重要的地位. 在 Lp (p < ∞) 范数在线排序中, 每安排一个工件,
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表 3 机器可增加在线和半在线排序问题相关结果

不可中断 可中断

下界 竞争比 下界 竞争比

ci = i 在线
√
2 [99] 2+

√
7

3
[99] 4

3
[98] 2+2

√
6

5
[100]

在线, pj 6 1 4
3

[98] 4
3

[101] 4
3

[98] 4
3

[101]

已知工件总加工时间 6
5

[102]
√
2 [103] 1.0957 [102] 5

4
[102]

已知工件最大加工时间 4
3

[98] 3
2

[101] 4
3

[98] 4
3

[100]

已知工件加工时间递减 4
3

[98] 4
3

[100] 4
3

[98] 4
3

[100]

ci > ci−1 在线 2 [104] 2 [105] 2 [104] 2 [105]

在线, pj 6 mini{ci − ci−1} 2 [104] 2 [104]

ci 为凹函数 在线 3
2

[106] 9+
√
17

8
[106] 3

2
[106] 1.5654 [106]

目标值均会增加. 所谓贪婪算法是指将工件安排在可使目标值增加最少的机器上加工. 对同型机, 贪

婪算法即为 LS 算法.

对 Pm||Lp, Avidor 等 [112] 证明了贪婪算法的竞争比为

sup
x>1

max
l=1,...,m

(
(m− l)(1 + x)p + l

(m− l)xp + l1−pmp

) 1
p

.

按上式计算可得,对任意机器数,竞争比为 2−Θ( ln p
p ). 将上述结论运用于两种特殊情况,并通过给出问

题下界,可得到贪婪算法是求解 P2||Lp 的竞争比为 supx>0(
1+(1+x)p

2p+xp )
1
p 的最好算法,也是求解 Pm||L2

(m = 2, 3, 4) 时的最好算法, 竞争比分别为
√

3+
√
5

2 、2
√
3

3 和
√

3+
√
5

2 . 从上述结果可以看到, Pm||L2

最好算法的竞争比并不是 m 的非减函数. 类似情况在其他排序问题中较为少见. 对 m > 4, 可求得

Pm||L2 的一个下界为
√√

5− 1 [112]. 对 Q||Lp, Im 等 [113] 给出了一个竞争比为不依赖于 p 的有限常

数的在线算法.

对 R||Lp 的研究始于文献 [114]. Caragiannis [115] 最终证明了贪婪算法是求解 R||Lp 竞争比为
1

2
1
p −1
的最好算法, 其中下界对有加工权限的同型机仍成立. 文献 [116, 117] 研究了有加工权限的平行

机、单位工件和目标为 L2 范数的在线排序问题.其研究的初衷源自排序博弈,显示了不同排序分支密

切联系的一面. 对任意台有加工权限同类机, 贪婪算法竞争比恰为
√
51
3 . 对任意台有加工权限同型机,

贪婪算法竞争比至多为
√

2
3

√
21 + 1, 至少为 2.

当 m = 2 时, Du 等 [118] 和 Shuai 等 [119] 相继给出了同型机和同类机可中断问题的最好在线算

法,其竞争比为二元参数方程的根. Lin等 [120] 证明了贪婪算法是 P2|decr|Lp 的最好算法,其竞争比为

max16x62(
(x+2)p+(x+1)p

(2x)p+3p )
1
p . Qi和 Yuan [121,122] 给出了两台有等级同型机 4个半在线问题的最好算法.

若同时已知等级为 1 的工件和等级为 2 的工件的总加工时间, 则其竞争比为 ( 2
p+4p

2·3p )
1
p . 对已知工件总

加工时间、缓冲和最后重排 - 个数限制 3 个半在线模型, 其竞争比均为 max 1
26x61(

(1+x)p+(1−x)p

2p(xp+(1−x)p) )
1
p .

4 在线排序问题的新研究

在线排序研究从 20 世纪 80 年代发端, 吸引了众多学者的兴趣, 产生了大量的成果, 在排序研究

中占有重要的地位. 进入 21 世纪以来, 尽管又出现了排序博弈这样新的分支, 但在线排序研究方兴未

艾, 并不断有新的理念、问题和技术出现. 以下列举部分近年来在线排序领域出现的新课题.
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4.1 竞争比近似方案

2013 年, Gunther 等 [123] 在对实时在线排序问题的研究中, 提出了竞争比近似方案 (competitive

ratio approximate scheme, CRAS)的概念. 在线算法族 {Aε}称为在线问题的竞争比近似方案,若对任

意的 ε > 0, 算法 Aε 的竞争比至多为 (1 + ε)ρ∗, 其中 ρ∗ 为该在线问题最好算法的竞争比. 随即 Chen

等 [124]、Megow 和 Wiese [125] 独立给出了列表在线 Pm||Cmax 的 CRAS, 并分别推广至 Rm||Cmax 和

Qm||Cmax 等问题.

从定义来看, 在线问题的 CRAS 与离线问题的多项式时间近似方案类似, 在最好在线算法尚未获

得的情况下, 能得到竞争比与之任意接近的在线算法, 不失为一种好的选择. 但这些近似方案的时间

复杂性普遍较高, 例如, Pm||Cmax 的一个 CRAS 时间复杂度为 m2
O( 1

ε2
log2 1

ε
)

(参见文献 [124]). 目前,

尚未有一个按 CRAS 的描述实现的可应用于实际的在线算法, 也没有据此得到一个最好算法未知的

在线问题的最好算法竞争比的值.因此, CRAS为解决困难在线问题提供了新的思路,但并未减少传统

在线算法设计与分析方法的必要性.

4.2 带建议的在线算法

带建议的在线算法 (online algorithm with advice) 在 2010 年左右出现并逐渐发展. 所谓带建议是

指在在线算法运行前或执行中, 可接受除实例信息外的额外信息. 建议的类型多种多样, 可以是正常

情况下尚未披露的实例信息, 甚至是实例的最优解或最优值等. 建议可以多种形式提供给算法, 一般

将建议的内容用二进制编码并以此长度作为建议复杂度的度量. 关于带建议的在线算法的一般介绍可

参见文献 [126].

带建议的算法与半在线模型有相似之处. 很多半在线模型预知了实例的某些信息, 这些额外信息

均可视作建议在算法执行前读取. 一些半在线模型并不提供额外信息, 如并行模型, 它与经典在线模

型的区别在于可并行运行多个子过程, 并以它们产生的多个排序中的最佳者作为算法输出. 这一过程

也可用带建议的在线算法实现. 此时只需将产生最佳排序的子过程的编号作为建议提供给算法, 算法

仅运行该子过程即可获得相同的效果. 从文献 [61] 的结论可知, 对 Pm||Cmax 的每个实例, 用长度为

O( 1ε log
1
ε log

m
ε ) 字节的建议可从 (mε )

O( 1
ε log 1

ε ) 个子过程中筛选出一个, 并以此加工工件, 即可得到带

建议的竞争比为 1+ ε 的在线算法. 另有一些半在线模型, 如缓冲, 目前还未找到用带建议的算法实现

的途径 (参见文献 [126]). 当然, 也有一些建议无法在现有半在线框架下解释.

带建议的在线算法提供了定量地探究算法性能与额外信息量之间关系的可能. 在半在线研究中,

也有鉴别何种信息有价值、多种信息的价值是否优于一种信息的构想 (参见文献 [6]), 但尚未对信息

进行量化. 事实上, 如果不限制信息量的多少, 则可将最优解编码后作为建议提供给算法, 从而使问题

归于平凡.从另一角度来看,单纯以信息量的多少而不是信息的内容作为标准,使一些带建议的算法并

不像半在线模型那样有切实的现实背景和应用价值.

对 P ||Lp, Renault 等 [127] 给出了安排每个工件时仅需长度为 O( 1ε log
1
ε ) 的建议的竞争比 1 + ε 的

在线算法. 而在 Boyar 等 [128] 设计的算法中, 为达到上述竞争比, 在算法运行过程中只需读取总长为

O( 1ε log
2 n)的建议.对 Rm||Cmax 或 Rm||Lp,建议的长度需增加到 O( 1

εm logm+1 n). 另一方面, Renault

等 [127] 证明了对 Pm||Cmax、Pm||Cmin 或 Pm||Lp, 为得到竞争比为 1的算法, 任意算法至少需要总长

为 (n− 2m) logm 的建议.
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4.3 多样化算法性能指标

竞争比是评判在线算法性能的主流指标, 但也存在一些明显的缺点. 例如, 相比较的两方, 在线算

法与最优算法, 在实现环境上并不对等, 竞争比作为最坏情况度量无法反映算法的总体性能等. 为此,

不断有学者从不同角度出发, 提出了多样化的评判指标 (如文献 [129, 130]). 当然, 这些指标同样也都

存在某些不足, 因而尚无法取代竞争比的地位, 但作为深入分析、客观比较算法性能的工具不乏其价

值. 以下对部分与在线排序问题相关的结果择要予以介绍.

对列表在线排序问题, 算法给出的排序与工件安排的顺序有关. 设极小化问题实例 I 的工件集为

J = {J1, . . . , Jn}, Jj 是算法第 j 个安排的工件. 记 Sn 为所有 n 阶置换的全体, 对任意 π ∈ Sn, 算

法按 Jπ(1), . . . , Jπ(n) 的顺序安排工件的相应实例记为 π(I). 由于实例最优解一般与工件顺序无关, 故

C∗(π(I)) = C∗(I).

随机序比 (random order ratio)由 Kenyon [131] 在研究装箱问题时提出.算法 A的随机序比定义为

sup
I

1

n!

∑
π∈Sn

CA(π(I))

C∗(I)
.

随机序比可视作一种平均情况分析. Osborn 和 Torng [132] 证明了 LS 算法求解 Pm||Cmax 的随机序比

仍将随 m 的增大而趋于 2.

相对最坏序比 (relative worst order ratio) 可用于比较两个在线算法的性能. 算法 A 对实例 I 的

最坏值定义为 maxπ∈Sn CA(π(I)). 对同一个实例, 两个算法的最坏值对应的置换 π 可能不同. 若对任

意实例 I, maxπ∈Sn CA(π(I)) > maxπ∈Sn CB(π(I)), 则称 A 和 B 可比, 此时

sup
I

maxπ∈Sn CA(π(I))

maxπ∈Sn CB(π(I))

称为 A 对 B 的相对最坏序比. 当然并不是任意一对算法都是可比的. 对 Q2||Cmax, 当 s > 1+
√
5

2 时,

LS 算法的竞争比为 s+1
s , 但将所有工件安排在速度为 s 的机器上加工所得算法 Fast 的竞争比也为

s+1
s . 两个算法从竞争比角度并无差别, 但可以证明这两个算法可比且 Fast 对 LS 的相对最坏序比为

s+1
s

[133]. 因而 LS 算法优于 Fast 算法, 这是符合直观认识的.

在线有限比 (online-bounded ratio) 由 Boyar 等 [134] 提出, 它将竞争比定义中的最优解作了限制.

对实例 I 的任意可行排序 σ, 记 σj 为在 σ 中删去工件 Jj+1, . . . , Jn 后所得的部分排序. 某排序或部

分排序 σ 的目标值记为 f(σ). 称 I 的一个可行排序 σ̃A 为相应于算法 A 给出的排序 σA 的有限最优

解, 若

f(σ̃A) = min{f(σ) | f(σj) 6 f(σA
j ), j = 1, . . . , n}.

算法 A 的在线有限比定义为 supI
f(σA)
f(σ̃A)

. 有限最优解对原实例而言未必是最优的, 因此, 算法的在线

有限比通常会小于竞争比. Boyar 等 [134] 证明了对 Pm||Cmax, LS 算法的在线有限比为 2 − 1
m−1 , 且

对 m > 3 不存在在线有限比小于 4
3 的在线算法. 对 Q2||Cmax 和 Pm||Cmin, LS 算法的在线有限比均

为 1.

5 结语

本文概述了在线和半在线排序的基本概念,回顾了以最大完工时间为目标的在线和半在线排序问

题的新进展,总结了复杂目标函数在线排序的有关结果,介绍了若干在线排序研究的新课题.在之前各
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节中, 已列出了一些具体的公开问题. 下面再给出若干各领域在线排序中的共性问题作为本文的结尾.

(1) 当前最优值的估计似乎成为很多在线问题研究的瓶颈所在. 如何构造新的可行的最优值估计,

能否证明更多的伪下界, 以及如何突破伪下界的限制证明算法的竞争比?

(2) 已有一些利用计算机辅助给出在线问题下界的成功案例. 计算机在下界乃至算法竞争比的证

明中能否产生更大的作用,计算机计算能力的提高和人工智能技术的发展将在多大程度上对在线问题

研究产生积极的影响?

(3) 很多未解决的在线问题从描述或数学结构上来看并不复杂, 其突破有待引入何种数学工具?

目前很多问题算法竞争比的证明是通过复杂而又细致的分析得到的,是否存在变革性的方法和技术能

有效而又简明地加以解决?

致谢 衷心感谢审稿人对初稿提出的宝贵意见.
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34 Böhm M, Sgall J, van Stee R, et al. A two-phase algorithm for bin stretching with stretching factor 1.5. J Comb

Optim, 2017, 34: 810–828

35 Cheng T C E, Kellerer H, Kotov V. Algorithms better than LPT for semi-online scheduling with decreasing processing

times. Oper Res Lett, 2012, 40: 349–352

36 Angelelli E, Speranza M G, Tuza Z. Semi on-line scheduling on three processors with known sum of the tasks. J

Sched, 2007, 10: 263–269

37 Lee K, Lim K. Semi-online scheduling problems on a small number of machines. J Sched, 2013, 16: 461–477
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