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摘要：中国古代算法思想中的“方程”源于“算筹”.13世纪秦九韶提出正负开方术，并将其用于求解一元高次方程，为

数值解多项式方程奠定了重要的发展基础 .本文以《数书九章》第八卷“遥度圆城”为例，探讨了秦九韶正负开方术

求解高次方程正根的解法，剖析了古今算法高次方程的求解步骤，验证了玲珑 10次方程来历的猜想，并结合古今算

法的差异和优势，探究如何树立正确的数学史观 .
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0 引 言

南宋数学家秦九韶所著的《数书九章》［1］是中国

古代数学史上的名篇，其所载的正负开方术成为世

界级数学成就 .《数学九章》在《癸辛杂识续集》称作

《数学大略》，《永乐大典》称作《数学九章》［2］.全书共

9卷，每卷 9问，总计 81问，每问由问题、答案、模式、

算草和图示 5个部分组成 .
20世纪以来，随着现代、当代学者对秦九韶及

其《数书九章》不断的深入研究，如：吴文俊［3］客观

总结了秦九韶的机械化思想体系，强调了该思想对

振兴我国未来的数学事业的重要作用；比利时数学

家 Libbrecht［4］高度赞扬“秦九韶成为那个时代中国

伟大的数学家之一”；著名数学教授钱宝琮［5］也提出

《数书九章》是秦九韶苦心钻研和多年积累的数学

成就的结晶；Mandiewica［6］指出该书汇集了历学、数

学、星象、音律和营造等资料，代表了中世纪中国乃

至世界数学的先进水平，相关的计算方法和经验常

数直到现在仍有很高的学术价值和实践意义 .秦九

韶是站在“数学建模”的高度［7］，深入研究各类数学

问题，是一位具有实事求是的科学精神与创新精神

的数学家［8］.通过分析秦九韶的天文历算、分析现代

和传统数学的差异，可以全面理解秦氏记述正负开

方术的历史事实 .
1 古今算法研究概况

本文主要以《数书九章》卷八第二问“遥度圆

城”题为例，探讨秦九韶正负开方术求解高次方程

正根的解法 .原文如下：有圆城不知周径，四门中

开，北外三里有乔木，出南门便折东行九里，乃见

木 .欲知城周径各几何？（注：1里=500 m）.翻译成

现代汉语意为：有一座圆形的城池，北门的正北方

向 1 500 m处有一棵乔木，出南门向东行 4 500 m，便

可以看到那棵乔木 .问城池的周长和直径各是多

少？遥度圆城示意见图 1.
1.1 古代算法

《数书九章》中这样记载：“答曰：径九里 .周二

十七里 .术曰：以勾股差率得之 .一为从隅，五因北

外里，为从七廉，置北里幂，八因，为从五廉，以北里

幂为正率，以东行幂为负率，二率差，四因，乘北里

为益从三廉，倍负率，成五廉，为益上廉，以北里乘

上廉，为实，开玲珑九乘方，得数，自乘为径以三因

径得周 .”
古法的解题步骤分为 2步，第 1步为求率圆，即

——————————————
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根据已知条件列出方程，古法称为造术；第 2步为开

九成方圆，即利用正负开方术求解高次方程 .勾股

差率指以相似勾股形的对应边成比例来立式；文中

“隅”“廉”“方法”沿用中国古代开放术语［9］，是开平

方或开立方的算筹步骤，其中隅表示 x3、廉表示 ax2、

方法表示 bx，不同算筹层次分别对应着现代多项式

方程的组成部分 .
第 1步：根据已知条件列出方程 .数学家刘徽在

“方程”注述中提到，令每“行”为“率”，即按条件列

等式；如表 1所示每行上列为“物率”，下列为“总

实”，将等式的系数用算筹布列出一个方阵；使得行

数与物数相等，列出类似于现代多元线性方程的增

广矩阵，从而进行矩阵运算 .《数书九章》提出正负

开方术［10］，目的是由“实”求“商”.运用“商常为正，

实常为负，从常为正，益常为负”的原则，纯用代数

加法，给出统一运算规律，并在贾宪“增乘开方法”

的基础上扩充到任何高次方程中的一般形式，可表

示为

a0 xn + a1 xn - 1 + ⋯ + an - 1 x + an = 0， （1）

第 2步，利用有效且高度机械化的迭代算法进

行该高方程求解 .具体步骤为

① 依据“实常为负”原则，常数项规定总为负，

方程式中除了常数项外都可正可负，得到

x10 + 15x8 + 72x6 - 864x4 - 11 664x2 - 34 992 = 0.
（2）

② 议得试商 3，通过减根变换 x = 3 + h将式

（2）变为新方程

an 'hn + a1 'hn - 1 + ⋯ + an - 1 'h + an ' = 0. （3）
《数书九章》中“遥度圆城”开方圆本［11］如图 2所示，

反复提取公因子，经过 9次机械化迭代程序，由下而

上累乘累加进行试商，最终将结果从常数项中减

去 .图中的廉除了分为上廉、次廉、下廉，又细分为

才廉、维廉、行廉、爻廉和星廉，分别表示 x4、x5、x6、x7

和 x8，且每一项标出正负，“○”表示零，即没有的概

念 .迭代计算过程还原如表 2所示 .

③ 如表 2所示，迭代过程直到常数项 a10（实）恰

好被减尽，34 992-11 664´3=0计算过程结束 .设 x2

为城径，最终得到未知数奇次幂系数为 0的 10次方

程（2），求解得到精确根 x = 3.因此，城径为 9，依据

题意 π取 3，得到圆周长为 27.

图 2 开方圆本

注：据宜家堂丛书 .

表 1 求圆率

上

1（从隅）

3（北里）

72（从 5廉）

9（正率）

288（得数）

81（负率）

11 664（益上廉）

副

5（因率）

3（北里）

9（东步行）

81（负率）

3（北里）

2（倍数）

3（北里）

次

3（北里）

9（正率）

9（东步行）

-72（负差）

-864（益 3廉）

162（得数）

34 992（实）

下

15（从 7廉）

8（因率）

81（负率）

4（因率）

0
72（从立廉）

表 2 迭代程序

常数项

a9
a8

a7

a6

a5

a4

a3

a2

a1

a0

迭代算式

0+3 888×3=11 664
-11 664+5 184×3=3 888

0+1 728×3=5 184
-864+864×3=1 728

0+288×3=864
72+72×3=288
0+24×3=72
15+3×3=24
0+1×3=3
1

图 1 遥度圆城示意
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1.2 近、现代算法概况

近代数学将“方程”定义为含有未知数的等式 .
随着数学的不断发展，方程逐渐成为初等数学的重

要组成部分，其关键在于将未知信息带入运算过

程，并通过信息之间的联系，求解未知数 .清乾隆年

间《四库全书》收录《数书九章》［12］，并利用圆内接四

边形 OBCD应用，求解 4次方程正根 .
将遥度圆城抽象化，示意如图 3所示，O为圆

城中心，B为南门，F为北门 .北门外 A处有一乔木，

设 AF = 3，AC切圆于 D，BE ⊥ AC于 E.由割线定理

可知，

AO·AB = AD·AC. （4）
设圆城直径为 x，则半径为

x
2，

将 AO = x2 + 3，AB = x + 3，AD = AO2 - OD2 =
AF·AB 及 AC = ( )x + 3 2 + 32 带入式（4），两端平

方后得到 ( )x + 3 ( )x3 + 3x2 - 324 × 3 = 0，求解得到

x = 9.依据题意 π取 3，圆周长为 πx = 27.

现代常用解题方法，利用相似三角形相关定

理，求解 3次方程正根 .如图 3所示，设圆城直径为

x，则半径为
x
2 .由△AOD和△ABC可得

OD
AC

= AD
AB

，

则有 OD = x2 .由题可知 AF = 3，BC = 9，AB = 3以及

AD = AO2 - OD2 = ( )x
2 + 3

2
- ( )x2

2
= 3( )x + 3 ，

化简得
x
18 =

3( )x + 3
x + 3 ，两边平方后可得 x2 ( )x + 3 2 =

972 ( )x + 3 .因为 x + 3 ≠ 0，所以 x2 ( )x + 3 = 972.通
过因式分解得到 x = 9.依据题意 π取 3，圆周长为

πx = 27.

2 玲珑 10次方程的猜想及验证

《数书九章》明确给出未知数奇次幂系数为 0
的 10次方程的解法，并未提及如何布列方程的过

程 .为何不用 3、4次，反而用 10次求解方程，成为历

代数学家探讨最多的问题之一［13］.学界普遍认为：秦

九韶为证明正负开方术适用于任意高次方程，有意

提高方程次数 .从而把未知数设为圆城半径的某次

方根 .
下面以玲珑 10次方程为例，即 1.1节中式（2），

给出一种导出这个方程的方法 .事实上，可知玲珑10次
方程的来历与“遥度圆城”有着密切的联系 .

命题 1 “遥度圆城”示意如图 4所示，在△ABC
中，BE ⊥ AC，EG ⊥ BC，EH ⊥ AB，则

CG
CB3

= AH
AB3

. （5）
证明：考虑直角三角形 ΔECB和 ΔABC，根据射

影 定 理 ，CG·CB = CE 2 以 及 CE·AC = CB2. 通 过 计

算，有

CG
CB3

= CE 2
CB4

= CE 2

CE 2·AC 2 =
1
AC 2

.
同理，考虑直角三角形 ΔEBA和 ΔABC，可以得到

AH
AB3

= AE 2
AB4

= AE 2

AE 2·AC 2 =
1
AC 2

，因此，
CG
CB3

= AH
AB3

.

在上述命题的基础上，如果令圆城直径为 x2，则

AB = x2 + 3，AO = 12 ( )x2 + 6 ，OD = 12 x2，以 及 AD =
AO2 - OD2 = ( )AO + OD ( )AO - OD = 3( )x2 + 3 .

由 ΔAOD 和 ΔABE 相似，可得
AE
AD

= AB
AO

，AE =
AB·AD
AO

= 2 ( )x2 + 3 3( )x2 + 3
( )x2 + 6 . 又 由 ΔAEH 和

图 4 遥度圆城示意

图 3 遥度圆城简化版示意

ΔABE 相 似 得 AH = AE 2
AB

= 12 ( )x2 + 3 2

( )x2 + 6 2 ，同 理 可 得

CE = 9x2
( )x2 + 6 2 以及 CG = 9x4

( )x2 + 6 2，将 AH、CG、AB、CB

带入式（5），得

9x4
( )x2 + 6 2

93 =
12 ( )x2 + 3 2

( )x2 + 6 2

( )x2 + 3 3
. （6）

化简整理得 ( )x2 + 3 2 ( )x6 + 3x4 - 12·92 = 0，展开后

即为玲珑 10次方程 .
利用比例式（5）推导出方程（2），说明“遥度圆

城的造术”是相似勾股形对应边的比例的解释；由

式（6）化简后的整系数方程是一个 12次方程，约去

因子 x2 + 3得到 10次方程，也解释了秦九韶算法列

出 10次方程的原因 .
3 “秦氏”算法的优势及古今解法的

比较

3.1 求解高次方程的方法与优势

秦九昭在《数书九章》方程章中还包括等共计

21个高次方程［14］.其中 4次方程 4个，10次方程 1个，例

如［尖田求积］-x4 + 76 300x2 - 40 642 560 000 = 0.
解题关键是利用算筹列出方程，通过试商，寻

找 x = x̄ + h的减根方程，由下而上，累乘累加反复

提取公因子，建立系数表，从而确定实根 .正负开方

法不仅可以求解奇次项系数为 0的玲珑乘方，事实

上可以开任意次方［15］.当遇到《四元玉鉴》开 13次
方，且条件繁杂时，算筹步骤则会增加至“十二廉”，

计算难度也会随之增加 .
正负开方法最大优势在于将求解 n次多项式转

化为求解 n个一次方程，降低计算难度；除此之外，

相较于“增乘开方法”，该算法实现了机械化的随乘

随加，节约运算时间 .
3.2 古今解法的比较与思考

秦九韶经过贾宪等人的研究，将增乘开方法推

广为一般任意高次方程的普遍数值解法 .宋元乃至

更远时期的数学思想受哲学影响，常用实物来刻画

数学对象，逐步形成“实际问题—数学模型—算法

求解”的问答式思维过程，表现为：由已知推导未

知、明确算理 .

11世纪初期，秦九韶的《数书九章》集汉朝以来

开方术的最高成果，通过运用“增乘开方”法的思想

成功解决了高次方程解的计算问题［16］.随着时间推

移，这种以解决农耕、军事等实际问题的探究式解

题方式，逐渐被西方设未知数、求解方程的方式所

取代 .西方代数“algebra”传入中国翻译为“借根方

法”，即设立一类似于天元的“虚数”——“根”，并采

用西式符号“＋、-、=”构建方程；如尖田求积问题的

列式如图 5所示 .

由此可见，古、今算法形式上的差异之处在于：

现代算法形成了已知信息和未知信息的结合，从更

高的角度寻找这二者的关联并求解 .
4 结束语

勾股测圆术应用于“遥度圆城”，从而构建玲

珑 10次方程，加强了几何与代数之间的联系，实

现了一般任意高次方程的普遍数值解法，充分体

现了秦九韶“以拟于用”的数学研究目的和“数术

之传，以实为体”的算筹思想，实现了数学在天

文、历法等领域的深度应用；同时这种高度凝练

的算术技能，也为现代编程计算提供迭代算法

思路 .
纵观中国古代数学史，从开方术到近代求解数

值解多项式方程等应用，“算筹”作为求解方程的独

特运算方式，促进了天元术、四元术的发展［17］，也成

为科技进步的重要基石；然而对于传统数学的探究

自宋代之后，却出现断层式下降，明清对于宋之前

数学著作的注述逐渐减少，同时受西方推理、逻辑

等数学思想的影响，导致许多数学成果后继无人，

日渐衰废 .
为此应该树立正确的数学史观：一方面不可片

面地认为中国数学还是西方数学更有优势，二者可

以相互融合，共同促进；另一方面需从传统数学史

中探寻优秀的数学思想，了解古代数学家思考问题

的角度，提炼具体数学知识载体，不断创造并引领

数学研究走向全新领域 .

图 5 尖田求积问题示意
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ΔABE 相 似 得 AH = AE 2
AB

= 12 ( )x2 + 3 2

( )x2 + 6 2 ，同 理 可 得

CE = 9x2
( )x2 + 6 2 以及 CG = 9x4

( )x2 + 6 2，将 AH、CG、AB、CB

带入式（5），得

9x4
( )x2 + 6 2

93 =
12 ( )x2 + 3 2

( )x2 + 6 2

( )x2 + 3 3
. （6）

化简整理得 ( )x2 + 3 2 ( )x6 + 3x4 - 12·92 = 0，展开后

即为玲珑 10次方程 .
利用比例式（5）推导出方程（2），说明“遥度圆

城的造术”是相似勾股形对应边的比例的解释；由

式（6）化简后的整系数方程是一个 12次方程，约去

因子 x2 + 3得到 10次方程，也解释了秦九韶算法列

出 10次方程的原因 .
3 “秦氏”算法的优势及古今解法的

比较

3.1 求解高次方程的方法与优势

秦九昭在《数书九章》方程章中还包括等共计

21个高次方程［14］.其中 4次方程 4个，10次方程 1个，例

如［尖田求积］-x4 + 76 300x2 - 40 642 560 000 = 0.
解题关键是利用算筹列出方程，通过试商，寻

找 x = x̄ + h的减根方程，由下而上，累乘累加反复

提取公因子，建立系数表，从而确定实根 .正负开方

法不仅可以求解奇次项系数为 0的玲珑乘方，事实

上可以开任意次方［15］.当遇到《四元玉鉴》开 13次
方，且条件繁杂时，算筹步骤则会增加至“十二廉”，

计算难度也会随之增加 .
正负开方法最大优势在于将求解 n次多项式转

化为求解 n个一次方程，降低计算难度；除此之外，

相较于“增乘开方法”，该算法实现了机械化的随乘

随加，节约运算时间 .
3.2 古今解法的比较与思考

秦九韶经过贾宪等人的研究，将增乘开方法推

广为一般任意高次方程的普遍数值解法 .宋元乃至

更远时期的数学思想受哲学影响，常用实物来刻画

数学对象，逐步形成“实际问题—数学模型—算法

求解”的问答式思维过程，表现为：由已知推导未

知、明确算理 .

11世纪初期，秦九韶的《数书九章》集汉朝以来

开方术的最高成果，通过运用“增乘开方”法的思想

成功解决了高次方程解的计算问题［16］.随着时间推

移，这种以解决农耕、军事等实际问题的探究式解

题方式，逐渐被西方设未知数、求解方程的方式所

取代 .西方代数“algebra”传入中国翻译为“借根方

法”，即设立一类似于天元的“虚数”——“根”，并采

用西式符号“＋、-、=”构建方程；如尖田求积问题的

列式如图 5所示 .

由此可见，古、今算法形式上的差异之处在于：

现代算法形成了已知信息和未知信息的结合，从更

高的角度寻找这二者的关联并求解 .
4 结束语

勾股测圆术应用于“遥度圆城”，从而构建玲

珑 10次方程，加强了几何与代数之间的联系，实

现了一般任意高次方程的普遍数值解法，充分体

现了秦九韶“以拟于用”的数学研究目的和“数术

之传，以实为体”的算筹思想，实现了数学在天

文、历法等领域的深度应用；同时这种高度凝练

的算术技能，也为现代编程计算提供迭代算法

思路 .
纵观中国古代数学史，从开方术到近代求解数

值解多项式方程等应用，“算筹”作为求解方程的独

特运算方式，促进了天元术、四元术的发展［17］，也成

为科技进步的重要基石；然而对于传统数学的探究

自宋代之后，却出现断层式下降，明清对于宋之前

数学著作的注述逐渐减少，同时受西方推理、逻辑

等数学思想的影响，导致许多数学成果后继无人，

日渐衰废 .
为此应该树立正确的数学史观：一方面不可片

面地认为中国数学还是西方数学更有优势，二者可

以相互融合，共同促进；另一方面需从传统数学史

中探寻优秀的数学思想，了解古代数学家思考问题

的角度，提炼具体数学知识载体，不断创造并引领

数学研究走向全新领域 .

图 5 尖田求积问题示意
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The equation chapter of Mathematical Treatise in Nine Sections
and its thought of calculating and raising funds：

based on "Yaodu Yuancheng"

LIU Bei1，2，ZHAO Shi'en1，YIN Ming'e3
（1. Elementary Education College，Capital Normal University，Beijing 100048；2. Beijing Chaoyang Normal Primary School，

Beijing 100013；3. School of Mathematics，Liaoning Normed University，Dalian Shenyang 116029）

Abstract：The ancient Chinese algorithm thought contained in "equation" originates from "counting chips". In
the 13th century，Qin Jiushao proposed positive and negative square method to solve higher order equations，which laid
an important foundation for numerical solution of polynomial equations. In the case of the eighth chapter of The
equation chapter of Mathematical Treatise in Nine Sections based on "Yao du Yuan cheng"，the steps of ancient and
modern algorithms to solve higher order equations are deeply analyzed，and the differences and advantages of ancient
and modern algorithms and how to establish a correct view of ancient mathematics history are explored.

Keywords：equation；Mathematical Treatise in Nine Sections；algorithms；prescribing of plus or minus
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