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基于声粒子分布积分的无网格声场计算方法∗

曾向阳† 王海涛 杜博凯

(西北工业大学航海学院 西安 710072)

摘要 小尺度封闭空间内部声场的数值计算是声学设计、噪声控制等领域的关键技术。由于波动声学及几何

声学方法计算频率上的限制，中频段声场计算问题一直是个难点。本文以声学无网格法为基础，提出了一种基

于声粒子分布积分的无网格声场数值计算方法。文中利用声线跟踪理论计算声场中的声粒子分布，并以某个

时间点上的声粒子作为蒙特卡罗法中的积分点，将其应用于无网格法中，从而获得声场中的节点声压。利用该

方法对一个矩形封闭空间的中低频声场进行了计算，并与模态叠加法、商用声场计算软件、经典无网格法的结

果进行了对比，证明基于声粒子分布积分的无网格声场数值计算方法在中低频段相较于传统基于网格的方法

具有更高的精度。
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A meshless method based on the particle-distribution integration for simulations
of sound fields in small enclosures

ZENG Xiangyang WANG Haitao DU Bokai

(School of Marine Science and Technology, Northwestern Polytecnical University, Xi’an 710072, China)

Abstract The numerical calculation of the sound fields in small enclosures is an key technique in the areas
of acoustical design, noise control, etc. The calculation in the middle-frequency band is a difficult problem
because of the frequency limit of the wave-acoustic methods and geometric-acoustic methods. In order to solve
this problem, a hybrid method with combinations of the typical meshless method and the particle-distribution
integration is proposed in this paper. The particles in the sound field are traced according to the ray-tracing
method. Then, the particles at certain time are recorded and considered as the integration points in the Monte
Carlo method which is applied in the hybrid method. Finally, the frequency response functions in the middle
and low frequency bands of a rectangular enclosure are calculated using the method derived in this paper. The
results are compared with those of the modal superposition method, the commercial software, and the classical
meshless method. The comparisons show that the method derived in this paper has better accuracy in the
middle and low frequency bands than the traditional methods.
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1 引言

小尺度封闭空间的声场计算问题对于飞机、

汽车、船体等封闭舱室的声学设计、噪声预测、

NVH分析具有十分重要的意义。在这类空间中，
100–1000 Hz的中频段常常会对噪声控制、人的主
观听觉舒适性产生较大的影响。现有关于封闭空间

的声场计算方法主要包括波动声学方法和几何声

学方法两类。其中波动声学方法包括有限元法、边

界元法等 [1]，主要适用于低频段的声场计算，由于

方法本质上的限制，无法对声模态密度较高的中高

频段声场给出良好的模拟。几何声学方法则主要

包括声线跟踪法、虚声源法等，适合于高频声场计

算 [2]。从计算频段来看，单独应用两种方法，适用范

围均不涵盖中频段声场。

目前，针对中频段声场的建模计算多区分频段

利用不同方法计算，然后将计算结果结合 [3]，这种

方法本质上并没有对中频段的计算有所改进；Yeh
等采用了划分区域的思路 [4]，即将待计算声场划分

为不同的区域，然后对这些区域进行先验性预测，根

据预测结果分别利用几何声学方法及波动声学方

法进行计算，这种方法包含了划分区域、预测等多种

不确定因素，其计算精度难以保持鲁棒性；何智成等

针对汽车中频NVH分析构建了光滑有限元模型 [5]，

但从结果来看，该模型只适合于非常低空间声模态

密度的情况。因此，十分有必要发展新的中频段声

场数值计算法方法。

近年来，在数值计算领域出现了一种新型数

值计算方法——无网格法 [6]。课题组前期的研究

表明，这种方法在模型离散、形函数构造方式等方

面均与传统方法有较大的不同，其应用于声场计

算的有效性已得到证明 [7]。本文以无网格法为基

础，提出了一种基于声粒子分布积分的无网格声场

数值计算方法 (Meshless method based on particle
distribution integration，MMPDI)。论文首先给出
了该方法的详细推导过程，然后对一个矩形封闭空

间的频率响应进行了计算，通过与模态叠加法、商

用声场计算软件和经典无网格法的对比，证明了该

方法的有效性。

2 基于声粒子分布积分的无网格声场数值

计算方法

针对几何声学分析方法以及波动声学分析方

法各自的特点，本文将几何声学方法中的声粒子分

布通过蒙特卡罗积分的方式引入到无网格法之中，

以下给出详细算法推导过程。

2.1 无网格声场计算模型

封闭声场的有源波动方程一般可表示为

∇2p− 1

c20

∂2p

∂t2
= −ρ0

∂q

∂t
, (1)

式 (1)中 c0为声速，ρ0为静态空气密度，p为声压，q

为声源函数。当声源作简谐振动时，可得到频域内

描述声场特性的Helmholtz方程：

∇2pω(r) + k2pω(r) + jρ0ωqω(r) = 0. (2)

Neumann边界条件∂p/∂n = 0与Robin边界
条件∂p/∂n = −jkp/ζ为封闭空间声场分析中两种
常见的边界条件，ζ称为比声阻抗，满足 ζ = Z/ρ0c0，

Z为界面声阻抗。

为了求解式 (2)，此处采用加权残量法 [8]对其

进行计算域上的离散。设 p̄为问题的一个近似解，将

其代入式 (2)及其边界条件，将产生误差R和 R̄：
R = ∇2p̄+ k2p̄+ jρ0ωqω,

R̄ =
∂p̄

∂n
+

jk
ζ
p̄.

(3)

根据Galerkin法确定权函数 [9]，有∫
Ω

p̄ · (∇2p̄+ k2p̄+ jρ0ωqω)dv

−
∫
Γ

p̄ ·
(
∂p̄

∂n
+

jk
ζ
p̄

)
ds = 0. (4)

由格林第一公式∫
Ω

(φ∇2Φ+∇φ · ∇Φ)dv =

∫
Γ

φ
∂Φ

∂n
ds, (5)

式 (4)可以简化为∫
Ω

(∇p̄ · ∇p̄− k2p̄ · p̄− jρ0ωp̄qω)dv

+

∫
Γ

jk
ζ
p̄ · p̄ds = 0. (6)

若此封闭空间已经用n个节点进行了离散，那

么声场中任意一点的声压可用各节点声压及其形

函数的乘积来表示，即

p̄ = Np = [N1, N2, · · · , Nn]


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p2
...

pn


, (7)

式 (7)中Ni为节点 i处的形函数，pi为节点 i处的

声压。
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将式 (7)代入式 (6)，并经过整理可得∫
Ω

[pT(∇N)T(∇N)p

− k2pTNTNp− jρ0ωpTNTqω]dv

+

∫
Γ

jk
ζ
(pTNTNp)ds = 0, (8)

式 (8)中∇N为形函数的导数矩阵：
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整理式 (8)，可得到∫
Ω

[(∇N)T(∇N)]dv · p

−
∫
Ω

(k2NTN)dv · p

−
∫
Ω

(jρ0ωNTqω)dv

+

∫
Γ

jk
ζ
(NTN)ds · p = 0. (10)

令 

∫
Ω

(∇N)T(∇N)dv = K,

1

c20

∫
Ω

NTN dv = M ,

1

c0ζ

∫
Γ

NTN ds = C,∫
Ω

jρ0ωNTqωdv = F ,

(11)

最终有

(K + jωC − ω2M)p = F , (12)

式 (12)为计算各节点声压的系统方程，K、C、M、
F 分别为刚度矩阵、阻尼矩阵、质量矩阵、载荷矩阵，

p为待求的节点声压向量。在根据此式求得所有节

点的声压值之后，即可由式 (7)求得声场中任意位
置处的声压。

从式 (11)可以看出，各项系统矩阵主要由形函
数的积分构成，因此构造插值准确、高效的无网格

形函数 [10]非常重要。本文采用无网格法中经常用

到的移动最小二乘法来构造形函数 [11]。

2.2 基于蒙特卡罗积分思路的声粒子分布积分

从上述无网格系统方程的建立来看，无网格法

在得到节点声压的过程中会涉及到大量的形函数

的积分运算。在现有的无网格法中，积分运算多采

用背景网格积分法 [11]，即将计算域利用规则的网格

进行划分，并在网格内部均匀设置积分点，从而将连

续形式的积分运算转化为离散形式的求和运算。这

种积分方式使得无网格法无法成为一种真正无需

网格支持的方法，而且对于一些形状不规则的空间，

背景网格的划分、积分权系数的设置、积分域与形

函数支持域不匹配等问题都会使最终结果产生较

大误差。本文将蒙特卡罗法引入到无网格法的声场

计算之中，并且与几何声学形式的声粒子分布相结

合拓宽了无网格法的计算频段。

蒙特卡罗积分法求解积分的一般形式为

I =

∫
f(x)dx =

∫
f(x)

ψ(x)
ψ(x)dx

=

∫
F (x)ψ(x)dx, (13)

式 (13)中 f(x)为一个需积分的函数，x为自变量，

ψ(x) 为x的概率密度分布，当根据此概率密度函数

进行m次随机抽样后，式 (13)可估计为

I ≈ Î =
1

m

m∑
i=1

F (xi). (14)

通过式 (14)即可求得 f(x)的积分值 I。

根据蒙特卡洛积分方法的这种思路，当计算

式 (11)中所涉及的各项积分时，首先要按照某种概
率密度分布确定一些积分点的值，对于封闭空间声

场计算的问题，这些积分点的值就是其空间位置。

在数学模型上来说，为找到某种适合于积分点空间

位置的概率密度分布，可以利用声粒子跟踪的方式

实现。即首先确定一定数量的声粒子，在 t = 0的时

刻，这些声粒子都处于声源的位置；然后对这些声粒

子展开传播过程中的跟踪；最后在某个时刻上，这些

声粒子都有具体的空间位置，将这些空间位置上的

声粒子即可作为式 (11)中的积分点。
在经典声线跟踪法中，假定每根声线开始时都

携带相同的能量，其大小取决于声源辐射的总能量

和声线根数。在声线传播过程中，求出声线与所有

壁面的交点，选择在其传播方向上最近的交点作为

声粒子与壁面的碰撞点，声线在该点一部分作镜面

反射，其方向由反射定律决定；一部分作扩散反射，

其方向可利用概率论知识来选取 (由计算机发出随
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机数来决定)。该声线沿新方向继续前进．每次碰撞
后它的能量减少为原来的 1− a倍 (a为壁面的吸声
系数)，直到其能量低于事先设定的阈值时计算机停
止对该声线的跟踪，继而跟踪下一声线，如此重复进

行，直至所有粒子均被跟踪完毕。鉴于声线跟踪法

是一种较为成熟的几何声学方法，本文对其详细实

现过程不再赘述。

在本文中，声粒子跟踪的实现流程与声线跟踪

法思路、方法一致，只是将声源发出的声线用声粒

子代替。在 t = 0时刻，声源所发出的声粒子的初始

传播方向的俯仰角、方位角可由式 (15)确定 [12]：

∆θij =
π

Nθ
, θij = (i− 0.5)∆θij ,

i = 1, 2, · · · , Nθ,

∆φij =
2π

Nφ
, φij = (j − 0.5)∆φij ,

i = 1, 2, · · · , Nφ,

Nφ = Nθ sin θij ,

(15)

式 (15)中Nθ为事先规定的、声粒子在每个俯仰角

方向上的数量，∆θij 为俯仰角方向上的角度间隔，

θij为声粒子的俯仰角，Nφ为声粒子在每个水平角

方向上的数量，其值由Nθ及 θij共同确定，∆φij 为

水平角方向上的角度间隔，φij为声粒子的水平角。

根据式 (15)，只需规定一个Nθ的值，即可最终得到

全部声粒子的初始传播方向。

需要注意的是，当声粒子发出之后，其跟踪过

程与传统方法中对于声线的跟踪存在两点不同：

(1) 由于仅需声粒子的分布形式，因此跟踪过
程中无需设置接收点，也无需判断与接收球体的相

互关系；

(2) 声粒子在某个设置的时间点停止跟踪，而
不是根据能量的降低或到达接收点停止。

根据上述方法可确定某个时间点上的声粒子

位置。将这些声粒子作为蒙特卡罗积分中的积分点，

从而使式 (12)得解，获得节点上的声压。

3 算例

为验证本文所推导算法的正确性，以一个矩形

封闭空间为算例，将基于声粒子分布积分无网格法

的计算结果与模态叠加法结果、SYSNOISE计算结
果 (以边界元法为核心算法)、经典无网格法进行了
对比。

矩形封闭空间长 1.0 m，宽1.1 m，高 1.2 m。声
源点坐标为 (0.2，0.2，0.2)，接收点坐标为 (0.8，0.6，

0.9)，如图 1所示。假设封闭空间的壁面为刚性，因
此在声粒子的跟踪过程中可认为声粒子与边界碰

撞后能量没有发生衰减。

x

y

z

o

↼⊲ ⊲ ⊲↽

(0.8 0.6 0.9)

图 1 矩形封闭空间示意图

Fig.1 Schematic of the rectangular enclosure

由于在本文推导的算法中，需确定某个时间点

上的声粒子分布，而不同时间点上的声粒子分布通

常是不同的，因此需要首先确定合适的时间点。图2
所示为 4个不同时间点时声粒子在矩形封闭空间中
的分布情况。由图 2可知，当声粒子的跟踪时间较
短时，声粒子无法在封闭空间中形成较稳定的分布，

而跟踪时间越长，声粒子所经过距离也就越长，空间

中声粒子的分布也就越稳定。例如，当声粒子跟踪

时间在5 ms之内时，声粒子在封闭空间中的分布很
不均匀稳定，而当声粒子跟踪时间点为 1 s时，每个
声粒子所经过的距离为 344 m，此距离已经远远大
于封闭空间的尺寸，因此可认为声粒子已经形成了

较为均匀、稳定的分布。本例中将声粒子的跟踪截

止时间点设置为1 s。
为分析本文算法在较宽频段内的频响计算精

度，分别利用MMPDI计算了 100∼300 Hz (声模态
密度较低，视为低频段)，300∼600 Hz(声模态密度较
高，视为中频段)两种情况下的频率响应，如图 3∼4
所示，并与模态叠加法 (对于简单模型，模态叠加法
可视为标准解以进行对比)、商用声场数值计算软
件SYSNOISE、经典无网格法的计算结果进行了对
比。SYSNOISE模型的单个网格长度为0.1 m，节点
数为726；MMPDI中相邻节点间距为0.2 m，节点数
为216，声粒子数为3064；经典无网格法以适用于小
尺度封闭空间声场计算的伽辽金型无网格法为基

础 [7]，采用背景网格法完成积分运算，其节点数为

216，声积分点数为3064。
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(a) 1 ms (b) 5 ms

(c) 0.5 s (d) 1.0 s

图 2 不同时间点上的声粒子分布

Fig. 2 Distribution of the particles at different time

从图 3所示的低频段计算结果及对比来看，几
种方法所得到频率响应的曲线十分接近，声模态

峰的幅值及其频率位置都几乎一致，这说明当声模

态密度较低时，MMPDI与传统网格方法及经典无
网格法一样都可以得到良好的计算精度。但是从

280 Hz开始，各方法的结果出现较为明显的差别，
其中SYSNOISE及经典的无网格法的曲线波谷位
置发生明显偏移，而MMPDI的计算结果仍与模态
叠加法有良好的一致性。

从图 4所示的中频段计算结果及对比来看，随
着频率的升高，空间中的声模态密度也会随之升高，

此时SYSNOISE的计算结果已经出现了明显的错
误，大部分声模态峰已经消失，所得曲线已无法对

频率响应的分析提供有效信息。经典无网格法的

计算结果也出现了频率偏移的情况，而且随着频率

的增高，频率偏移更加明显，这说明经典的无网格

法在声模态密度较高时，计算精度会有一定程度的

降低。与其他方法相比，MMPDI的结果与模态叠
加法保持了良好的一致性，从图 4中可以看出，在
300–500 Hz范围内，MMPDI的结果与模态叠加法
结果基本一致，两者仅在 400–450 Hz之间具有较为
明显的差别。可见，MMPDI相较于传统网格方法及
经典无网格法具有更高的中频段计算精度。从适用

频率范围角度分析，由于本文推导的基于声粒子分

布积分的无网格法是一种以波动声学为基础的方

法，因此其主要适用范围为中低频；在计算上限频率

方面，由于不同房间模型的适用情况不同，无法统一

给出结论，当声模态密度较高时，本文所推导方法的

计算精度会有一定程度下降，但其中频段精度仍旧

高于传统基于网格方法及经典无网格法。
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图 3 声模态密度较低时不同方法的频率响应

Fig.3 Frequency responses under low acoustical
modal density
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图 4 声模态密度较高时不同方法的频率响应

Fig. 4 Frequency response under high acoustical
modal density

在计算效率方面 (计算环境： CPU型号
为 Intel(R), Core(TM), i3-4150CPU, @3.50 GHz
3.50 GHz, 4 Gb内存)，SYSNOISE所耗费的计算
时间为 84 s，而基于声粒子分布积分的无网格法耗
费的计算时间为76 s。对于算法实现过程而言，理论
上由于基于声粒子分布积分的无网格法比常规方

法多了声粒子跟踪的过程，其计算效率会稍低于常

规算法，但由于声粒子跟踪过程属于几何形式的复

杂度较低的算法，其耗费的时间通常较小。本例中

由于SYSNOISE的节点数目较多，其计算时间因此
会多于基于声粒子分布积分的无网格法。MMPDI
与经典无网格法相比，两者的节点数、积分点数均

相同，由于MMPDI需要对声粒子进行跟踪，其计算
时间会耗费稍多，但具有更高的计算精度。
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为进一步分析基于声粒子分布对计算结果的

影响，还对比计算了积分点完全随机分布时的频率

响应，如图 5所示。随机分布的积分点数目同声粒
子数目一致，均为3064。
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图 5 不同分布方式积分点时的计算结果

Fig. 5 Results under different distributions of the
integral points

从图 5所示的计算结果来看，当积分点完全随
机分布时，某些频率上的声模态峰会发生丢失的情

况，且在幅值方面，MMPDI的计算结果也更加准
确，这说明在相同积分点数目的条件下，基于声粒子

分布积分的频率响应由于体现了声场分布规律，精

度明显优于随机分布积分点时的计算结果。

4 结论

针对小尺度封闭空间中低频声场的数值计算，

本文提出了一种基于声粒子分布积分的无网格数

值算法。该方法以经典无网格法为基础，将某个时

间点上声场内部分布的声粒子作为积分点，并利用

蒙特卡罗法完成无网格法中的积分。与其他方法的

对比结果表明，该方法在中频段相比于传统方法具

有更高的精度。不过，由于额外增加了声粒子跟踪

过程，该方法相比于经典无网格法，在计算耗时上有

所增加，尤其是当空间结构更为复杂时，这种耗时增

加可能会更加明显。该方法特别适用于飞机坐舱等

更关注中频段声场分布的情况，通过进一步完善后

可作为舱内噪声场预计的可选方法。
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