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摘要 本文研究可数状态 Markov 链的大偏差及相关问题, 通过一种比较与控制的方法, 探讨减弱对

不可约性要求的可能性. 这种途径还让我们从不同角度刻画了大偏差速率函数, 得到它们与过程平稳

分布之间的一些本质联系. 特别地, 本文证明有限状态链一定满足大偏差原理, 其速率函数的 (局部)

极小值与链的转移矩阵的主特征值和特征向量密切相关.

关键词 Markov 过程 大偏差 熵

MSC (2010) 主题分类 60J10, 60F10, 28Dxx

1 引言

Markov 过程的大偏差理论是现代 Markov 过程理论中的重要内容. Donsker 和 Varadhan [1–4] 及

Wentzell [5–8]、Freidlin 和 Wentzell [9] 分别开创了两个方向的研究. Donsker 和 Varadhan 的奠基性工

作 [1–4] 从遍历性角度研究了过程的大偏差行为, 而 Freidlin 和 Wentzell 的工作则主要研究过程轨道

的大偏差问题. 他们的工作一方面搭建了 Markov 过程大偏差研究的基本框架, 获得了过程长时间演

化行为的一系列深刻结果; 另一方面也建立了这一理论与其他许多分支的实质联系, 包括在统计、遍

历理论、随机控制、渐近积分、偏微分方程、特征值理论、统计物理和信息论等领域中的应用, 其中,

大偏差速率函数也成了具有独立研究意义的重要对象, 它不但是研究系统随机涨落的主要工具, 也是

刻画系统许多关键指标的重要桥梁. 迄今为止, Markov 过程大偏差理论和方法得到了广泛的研究和

应用, 一直是一个非常活跃的领域. 关于大偏差的一般理论、方法和应用, 可参见文献 [10, 11].

Donsker 和 Varadhan 的经典工作主要研究了 Markov 过程经验均值、经验测度和经验过程的

大偏差问题. 周期性对此已不产生影响, 但不可约性却是一个重要的影响因素. 为了得到大偏差原理,

Donsker和 Varadhan [1–4] 对过程作了较强的不可约假设,这些假设在离散时间和可数状态情形下可表

述如下:
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(1) 一步转移概率 πi,j > 0, ∀ i, j;
(2) 存在函数 u > 1, 使得 ∀ a, {i : ui/(Πu)i 6 a} 有限.

这些假设强于通常的不可约性和遍历性. 在这些假定下, Donsker 和 Varadhan [1–4] 给出了上述三

种水平的大偏差原理,也给出了相应速率函数的经典形式,尤其是在经验测度和经验过程的情形下,相

应的速率函数与熵的概念具有密切联系, 不但有着重要的概率含义, 也具有重要的物理意义和其他应

用. 以下就离散时间 Markov 链的情形简要介绍有关记号和结论, 主要考虑经验测度的大偏差.

设 {Xn, n > 0} 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上取值于距离可测空间 (E, E) 中的时齐 Markov 链,

初始分布为 µ0, 转移函数为 Π. M1(E) 为 (E, E) 上的概率测度全体, 赋予弱拓扑. 定义链的经验测

度为

Ln =
1

n

n∑
k=1

δXk
, (1.1)

其中 δx 是 E 上质量集中在 x处的 Dirac测度.以 µn 表示 Ln 在 P之下的概率分布,则 µn 是 M1(E)

上的概率测度. 称 {Ln, n > 1} 在 P 之下 (或等价地 {µn, n > 1}) 满足大偏差原理 (large deviation

principle, LDP), 若存在 M1(E) 上的非负函数 I, 满足

(i) I 下半连续;

(ii) 对 M1(E) 的任意开子集 G,

lim inf
n→∞

1

n
logµn(G) = lim inf

n→∞

1

n
log P(Ln ∈ G)

> − inf
µ∈G

I(µ); (1.2)

(iii) 对 M1(E) 的任意闭子集 F ,

lim sup
n→∞

1

n
logµn(F ) = lim sup

n→∞

1

n
log P(Ln ∈ F )

6 − inf
µ∈F

I(µ). (1.3)

此时称 I 为相应的大偏差速率函数. 若 ∀ a > 0, 水平集

Φa , {µ ∈M1(E), I(µ) 6 a}

是紧集, 则称 I 是紧的 (或好的). Donsker 和 Varadlhan [1–4] 给出了 {µn, n > 1} 大偏差速率函数的下
述经典形式:

I(µ) = − inf
u∈U1

∫
log

Πu

u
dµ, (1.4)

其中

U1 = {u : u 在 E 上有界可测, 且 u > 1}.

当 {Xn, n > 0} 独立同分布时, I 就是熟知的、如下定义的相对熵:

h(µ; ν) =


∫

log
dµ

dν
dµ, 若 µ≪ ν,

+∞, 否则.
(1.5)
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上述 I 函数具有很多重要性质和应用, 即使没有证明大偏差原理, I 仍然扮演着重要的角色, 例

如, 当 Π 是 Feller 转移函数时, I 刻画了过程的全部极限状态, 确切地说, I(µ) = 0 当且仅当 µΠ = µ,

即 µ 是 Π 的平稳分布. 又例如, Donsker 和 Varadhan [12] 应用 I 给出了分析中 Dirichlet 特征值的推

广形式的变分公式. 虽然后续研究工作减弱了对不可约性和遍历性的要求, 速率函数也与上述 I 函数

有所不同,但速率函数的性质仍是一个重要的研究课题.此外, (1.4)是一种变分形式,这在很大程度上

限制了它的应用—不难想象, 如果能给出 I 的简洁的显式表达, 它将在诸如算法设计等实际问题中起

到关键作用.

本文的主要目的之一是试图利用比较的方法,尤其是通过与独立同分布随机变量序列的比较来研

究 Markov过程经验测度的大偏差,采用这一途径的好处之一是可以避免直接讨论不可约性和遍历性.

事实上,我们的结果对过程的要求较弱,本质上减弱了对不可约性和遍历性的要求,见下节定理 2.1及

其后的推论和注. 我们的研究将涉及过程经验序对的大偏差问题. Ellis [13] 就对经验序对的大偏差进

行过研究. Dembo 和 Zeitouni 的文献 [11] 中也包含了经验序对的一些基本结论. 他们的结果都表明,

经验序对大偏差的速率函数将以某种非变分形式出现, 见下一节. 第 3 节将研究速率函数的局部极小

值和局部极小值点的刻画, 这在模拟退火和统计物理的局部能量等问题的研究中具有重要应用. 我们

将看到这种刻画与 Perron-Frobenius 特征理论密切相关.

为了能实施这些想法, 我们将以可数状态情形为例进行研究. 此时转移函数 Π 将以转移矩阵的形

式给出. 不失一般性, 我们将假设 {Xn, n > 0} 取值于 E = Z+ = {0, 1, 2, . . .} 中, 在其上赋离散拓扑和

相应的 Borel σ- 代数 E . 第 2 节将研究 {Xn, n > 0} 的经验序对的大偏差问题, 由此应用压缩原理即

可得到经验测度的大偏差原理. 本节的主要结果是利用满足大偏差原理的过程来控制我们所研究的过

程, 从而得到后者的大偏差原理. 一个主要工作实际上是对大偏差理论中的 Varadhan 积分引理作了

非平凡推广. 第 3 节主要研究大偏差速率函数的性质, 确切地说, 主要研究速率函数的极小值和极小

值点, 包括全局最小值和局部极小值. 研究表明它们与转移矩阵的主特征值和相应的正特征向量密切

相关. 将这些结论应用于有限状态情形时, 我们得到了较完整的系列结果.

2 经验序对与经验测度的大偏差

为了便于比较不同的过程, 我们将通过在轨道空间 (Ω,F) = (EZ+ , EZ+) 上定义坐标过程来构造

Markov 序列 {Xn, n > 0}, 即对 ω = (ωn, n > 0) ∈ Ω, 定义

Xn(ω) = ωn, n > 0.

取 Fn = σ{Xk, k 6 n}, 对于 E 上的转移概率矩阵 Π = (πij , i, j ∈ E), 转移函数自然定义为

π(i, B) =
∑
j∈B

πij , B ∈ E .

对于 E 上任意概率测度 α, 由下式定义 F 上的概率测度 Pα,Π:

Pα,Π(Bn × EZ+

) =

∫
α(di0)

∫
π(i0, di1) · · ·

∫
1Bn

π(in−1, din), Bn ∈ En, n > 1,

则 {Xn, n > 0} 在 Pα,Π 之下是时齐的 Markov 链, 具有初始分布 α 和转移矩阵 Π. 有时也称 Π 为一

Markov 链.
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如前所述, 为了证明 {Ln, n > 1} 的大偏差原理, 需要用到 {Xn, n > 0} 的经验序对, 定义为

L(2)
n = L(2)

n (ω, ·) = 1

n

n∑
k=1

δ(Xk−1,Xk)(·).

注意到

Y0 = (X0, X0), Yn = (Xn−1, Xn) (n > 1)

是 E ×E 上的时齐 Markov 链, 具有初始分布 β(ij) = αiδij 和转移矩阵 Π̂ = (π̂((i1, j1), (i2, j2))), 其中

π̂((i1, j1), (i2, j2)) = δj1(i2)πi2,j2 .

设 Γ = (γij) 也是 E 上的转移矩阵, 若 γij = 0 ⇒ πij = 0, 则记 Π ≪ Γ. 此时定义

ψ(i, j) =


πij
γij

, 若 γij > 0,

0, 若 γij = 0,

(2.1)

则易知对 E 上任意概率分布 α,

dPα,Π

dPα,Γ

∣∣∣∣
Fn

=
n∏

i=1

ψ(Xi−1Xi). (2.2)

对于 E×E 上的概率测度 µ,分别以 µ(1) 和 µ(2) 表示它的第一和第二边缘分布,并定义条件分布

µ(· | i) =


µ(i, ·)
µ(1)(i)

, 若 µ(1)(i) > 0,

ν∗, 若 µ(1)(i) = 0,

其中 ν∗ 是 E 上任一固定的概率测度. 本节的主要结论如下:

定理 2.1 假设 Π是 E 上的转移矩阵, α是 E 上的概率分布.若存在 E 上的转移矩阵 Γ = (γij),

使得

(1) {L(2)
n , n > 1} 在 Pα,Γ 之下满足大偏差原理, 具有紧的速率函数 JΓ;

(2) Π ≪ Γ, 且存在非降函数 g, 满足 g(M) → ∞ (M → ∞), 使得

c , lim sup
n→∞

1

n
logEα,Π g

n

((
dPα,Π

dPα,Γ

∣∣∣∣
Fn

)1/n)
<∞, (2.3)

则 {L(2)
n , n > 1} 在 Pα,Π 之下满足大偏差原理, 具有速率函数

JΠ(µ) =


JΓ(µ)−

∫
logψdµ, 若 JΓ(µ) <∞,

+∞, 否则,
(2.4)

其中 log 0 = −∞.

为证明定理, 需要用到下述 Varadhan 积分引理.

定理 2.2 (Varadhan 积分引理 [11]) 设 E 是正则拓扑空间, 赋 Borel σ- 代数 E , {µϵ, ϵ > 0} 是其
上的一族概率测度, 当 ϵ→ 0 时满足大偏差原理, 具有紧的速率函数 I, 则
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(1) 对任意下半连续函数 φ: E → R 和 E 的任意开子集 G, 有

lim inf
ϵ→0

ϵ log

∫
G

eϵ
−1φdµϵ > sup

x∈G
[φ(x)− I(x)]; (2.5)

(2) 对任意上半连续函数 φ: E → R, 若

lim
M→∞

lim
ϵ→0

ϵ log

∫
φ>M

eϵ
−1φdµϵ = −∞, (2.6)

则对 E 的任意闭子集 F , 有

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
F

eϵ
−1φdµϵ 6 sup

x∈F
[φ(x)− I(x)]. (2.7)

我们需要上述引理的下述推广形式, 它的证明是本节的主要技术性工作.

命题 2.1 在上述引理中, 若允许 φ 取值于 [−∞,∞], 即允许 φ 取 ±∞, 则相应地有

lim inf
ϵ→0

ϵ log

∫
G

eϵ
−1φdµϵ > − inf

x∈G
Iφ(x), ∀ 开 G ⊂ E (2.8)

和

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
F

eϵ
−1φdµϵ 6 − inf

x∈F
Iφ(x), ∀ 闭 F ⊂ E, (2.9)

其中

Iφ(x) =

I(x)− φ(x), 若 I(x) <∞,

+∞, 否则.
(2.10)

若 φ 是连续的, 则 (2.8) 和 (2.9) 同时成立且 Iφ 是紧的.

证明 下界 (2.8) 的证明较易, 因为要证它, 只需证明

lim inf
ϵ→0

ϵ log

∫
G

eϵ
−1φdµϵ > −Iφ(x), ∀x ∈ G.

当 φ(x) = −∞ 或 I(x) = +∞ 时, 上式显然成立, 因为此时 Iφ(x) = +∞, 当 φ(x) > −∞ 时, 证明完全

与原始结论的证明一样 (参见文献 [11, 引理 4.4.3 和练习 4.3.11]).

为证上界, 先设 φ 有上界, φ 6M , 此时 Iφ = I − φ. 对任意 k > 1, 定义 φk = φ ∨ 1
k , 则 φk 有界.

因此,

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
F

eϵ
−1φdµϵ 6 lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
F

eϵ
−1φkdµϵ 6 I

(k)
F , (2.11)

其中

I
(k)
F = sup

x∈F
[φk(x)− I(x)].

取子列 {k′}, 使得
lim sup

k
I
(k)
F = lim

k′
I
(k′)
F .
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对任意常数 A > 0, 记 ΨI(A) = {x : I(x) 6 A}, 则

I
(k)
F = I

(k)
F∩ΨI(A) ∨ I

(k)
F∩[ΨI(A)]c . (2.12)

对每个 k′, 取 xk′ ∈ F ∩ΨI(A), 使得

I
(k′)
F∩ΨI(A) 6 φk′(xk′)− I(xk′) +

1

k′
.

由于 ΨI(A) 是紧的, 从而, F ∩ΨI(A) 也是紧的. 因此存在 {xk′} 的收敛子列, 不妨假设就是 {xk′} 本
身. 设 xk′ → x∞, 则 x∞ ∈ F ∩ΨI(A), 且

lim sup
k′→∞

I
(k′)
F∩ΨI(A) 6 lim sup

k′→∞

[
φk′(xk′)− I(xk′) +

1

k′

]
6 φ(x∞)− I(x∞)

6 IF ≡ sup
x∈F

[φ(x)− I(x)]. (2.13)

另一方面, 当 k′ 充分大时,

I
(k′)
F∩[ΨI(A)]c 6M −A.

从而,

lim
k′→∞

I
(k′)
F 6 IF ∨ (M −A).

令 A→ ∞, 可得

lim
k′→∞

I
(k′)
F 6 IF .

结合 (2.8) 即得所需结论.

一般情形下, 对任意 M > 0, 定义 φM = φ ∧M , 则

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
F

eϵ
−1φdµϵ 6

[
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
F∩{φ<M}

eϵ
−1φdµϵ

]
∨
[
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
F∩{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

]
6

[
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
F

eϵ
−1φMdµϵ

]
∨
[
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

]
6

(
sup
x∈F

[φM (x)− I(x)]

)
∨
(
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

)
. (2.14)

若在 F 上, I ≡ +∞, 则由 (2.6) 知, 当 M → ∞ 时,

(2.14) 右端 = (−∞) ∨
(
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

)
→ −∞ = − inf

F
Iφ.

若存在 x ∈ F 使得 I(x) <∞, 则

(2.14) 右端 = sup
x∈F :I(x)<∞

[φM (x)− I(x)] ∨
(
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

)
6 sup

x∈F :I(x)<∞
[φ(x)− I(x)] ∨

(
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

)
=

[
− inf

x∈F :I(x)<∞
Iφ(x)

]
∨
(
lim sup

ϵ→0
ϵ log

∫
{φ>M}

eϵ
−1φdµϵ

)
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→ − inf
x∈F

Iφ(x) (M → ∞).

最后证明 φ 连续时 Iφ 的紧性. 为此首先注意到 Iφ 是下半连续的. 其次, ∀L > 0, 由 (2.6) 可以取 M

足够大, 使得

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
φ>M

eϵ
−1φdµϵ < −L.

而由于 {φ > M} 是开的, 因此,

lim sup
ϵ→0

ϵ log

∫
φ>M

eϵ
−1φdµϵ > lim inf

ϵ→0
ϵ log

∫
φ>M

eϵ
−1φdµϵ > − inf

φ>M
Iφ.

上述两式表明, φ(x) > M 时 Iφ(x) > L, 从而,

{Iφ 6 L} = {Iφ 6 L,φ 6M} ⊂ {I 6 L+M}.

上式右端是紧集, 因而 Iφ 是紧的.

定理 2.1 的证明 注意到在定理条件下, 0 6 ψ(i, j) < ∞, 因此, 若记 φ(ij) = logψ(ij) (约定

log 0 = −∞), 则 φ ∈ [−∞,∞], 且

Pα,Π(L
2
n ∈ A) =

∫
L2

n∈A

en
∫
φdL2

ndPα,Γ. (2.15)

因为 E 可数, 在散拓扑下 φ 连续, 由命题 2.1 中的下界 (2.8) 知, 对任意开集 G ⊂M1(E), 有

lim inf
n→∞

1

n
log Pα,Π(L

(2)
n ∈ G) > − inf

µ∈G
JΠ(µ). (2.16)

为证上界, 由命题 2.1 知, 只需验证条件 (2.6). 注意到由定理的假设 (2), 有

∆(n) ≡ 1

n
log

∫
∫
φdL

(2)
n >M

en
∫
φdL(2)

n dPα,Γ

=
1

n
log Pα,Π

[
1

n
log

(
dPα,Π

dPα,Γ

∣∣∣∣
Fn

)
>M

]
6 1

n
log Pα,Π

[
gn

((
dPα,Π

dPα,Γ

∣∣∣∣
Fn

)1/n)
> en log g(eM )

]
6 − log g(eM ) +

1

n
logEα,Πg

n

((
dPα,Π

dPα,Γ

∣∣∣∣
Fn

)1/n)
. (2.17)

因此,

lim
M→∞

lim sup
n→∞

∆(n) = −∞.

从而, 由命题 2.1 中的上界 (2.9) 得, 对任意的闭集 F ⊂M1(E), 有

lim inf
n→∞

1

n
log Pα,Π(L

(2)
n ∈ F ) 6 − inf

µ∈F
JΠ(µ). (2.18)

证毕.

以下是两个便于实际使用的推论. 第一个推论虽然平凡, 但提供了对 Π 的一种特殊的、简单的控

制方式.
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推论 2.1 若存在 E 上的转移矩阵 Γ = (γij), 使得

(1) {L(2)
n , n > 1} 在 Pα,Γ 之下满足大偏差原理, 具有紧的速率函数 JΓ;

(2) 存在常数 c > 0, 使得 πij 6 cγij , ∀ i, j,
则定理 2.1 的结论成立.

证明 只需注意到若取 g(x) = x, 则定理 2.1 的条件满足即可.

第二个推论采用的是一种特殊的控制过程, 即独立同分布序列, 在有限状态等情形下特别有效.

推论 2.2 若存在 E 上的概率测度 γ, 使得当 γij = γj 时定理 2.1(2) 满足, 则在 Pα,Π 之下, L
(2)
n

满足大偏差原理, 具有紧的速率函数

JΠ(µ) =


∞∑
i=0

νih(µ(· | i) | πi·), 若 µ(1) = µ(2) = ν,

+∞, 否则,

(2.19)

其中

h(µ | ν) =


∫

log
dµ

dν
dµ, 若 µ≪ ν,

+∞, 否则
(2.20)

是概率测度 µ 关于 ν 的相对熵, µ(· | i) 代表给定 µ
(1)
i 之下的条件分布. 特别地, 若存在常数 c > 0

使得

pij 6 cγj , ∀ i, j,

则上述结论成立.

证明 只需证明 L
(2)
n 在 Pα,Γ 之下满足大偏差原理, 再证明在 Pα,Π 之下大偏差速率函数具有

(2.19) 中的形式即可.

为证明 L
(2)
n 在 Pα,Γ 之下满足大偏差原理, 我们需要验证此时的 Γ̂ 满足文献 [11] 中的下述假设

(U) 即可:

(U) 存在整数 0 < l 6 N 和常数 M > 1, 使得对任意 (i′, j′) 和 (i′′, j′′), 有

γ̂(l)((i′, j′), ·) 6 M

N

N∑
k=1

γ̂(k)((i′′, j′′), ·).

为此, 回顾二维链 Yn = (Xn−1, Xn) 及其转移矩阵 Π̂ 的定义. 若一维链 Xn 的转移矩阵为

Γ = (γij), γij = γj ,

则 Yn 的转移矩阵为

Γ̂ = (γ̂((i1j1), (i2j2))),

其中

γ̂((i1j1), (i2j2)) = δj1(i2)γj2 .

于是, 对任意 (i′, j′)、(i′′, j′′) 和 (i.j), 二步转移概率

γ̂(2)((i′j′), (ij)) = γiγj = γ̂(2)((i′′j′′), (ij)). (2.21)
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由此易知取 l =M = N = 2时,假设 (U)满足,从而,由文献 [11,定理 6.5.4、习题 6.5.9和推论 6.5.10]

知, L
(2)
n 在 Pα,Γ 之下满足大偏差原理, 具有紧的速率函数

JΓ(µ) = sup

∫
log

dσ

dσΓ̂
dµ, (2.22)

其中上确界是对 E × E 上满足 log dσΓ̂
dσ 有界的所有概率测度 σ 取的. 由文献 [11, 定理 6.5.12] 知, 当

µ(1) ̸= µ(2) 时, JΓ(µ) = ∞; 而当 µ(1) = µ(2) 时,

JΓ(µ) = sup
α

∑
i,j

µij log
αij

(αΓ̂)ij

= sup
α

∑
i,j

µij log
αij∑

(st) αstγ̂((st)(ij))

= sup
α

∑
i,j

µij log
αij∑

(st) αstδt(i)γj
= sup

α

∑
i,j

µij log
αij

α
(2)
i γj

= sup
α

[∑
i

µ
(1)
i

∑
j

µ(j | i) log µ(j | i)
γj

−
∑
i

µ
(1)
i

∑
j

log
µ(j | i)
αij/α

(2)
i

µ(j | i)
]

=
∑
i

µ
(1)
i h(µ(· | i), γ)− inf

α

∑
i

µ
(1)
i h

(
µ(· | i), αi·

α
(2)
i

)
. (2.23)

易验证 h(µ(· | i), αi·/α
(2)
i ) > 0, 且当 α = µ 时, h(µ(· | i), αi·/α

(2)
i ) = 0. 因此,

JΓ(µ) =
∑
i

µ
(1)
i h(µ(· | i), γ).

于是,

JΠ(µ) = JΓ(µ)−
∫

log πdµ

= JΓ(µ)−
∑
ij

µi,j log
πi,j
γj

=
∑
i

µ
(1)
i

[∑
j

µ(j | i) log µ(j | i)
γj

−
∑
j

µ(j | i) log πi,j
γj

]
=

∑
i

µ
(1)
i

∑
j

µ(j | i) log µ(j | i)
πi,j

=
∑
i

µ
(1)
i h(µ(· | i), πi·). (2.24)

定理证毕.

由定理 2.1 和下述压缩原理即可得到经验测度的大偏差原理.

定理 2.3 (压缩原理 [11]) 设 X 和 Y 是两个 Hausdorff 拓扑向量空间, {µϵ, ϵ > 0} 是 X 上的一

族概率测度, f 是 X 到 Y 的连续函数. 若当 ϵ → 0 时, µϵ 满足大偏差原理, 具有紧的速率函数 J , 则

νϵ , µϵ ◦ f−1 在 Y 上也满足大偏差原理, 具有紧的速率函数

I(y) = inf{J(x), x ∈ X, f(x) = y}.
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推论 2.3 在上述记号下, 若定理 2.1 的假设成立, 则 {Ln, n > 1} 在 Pα,Π 之下满足大偏差原理,

具有速率函数

IΠ(ν) = inf
µ∈M1(E×E):µ(1)=ν

JΠ(µ).

3 速率函数

3.1 速率函数的零点

如第 1 节所叙述的, 本节主要研究第 2 节中得到的大偏差速率函数的极小值和极小值点. 由于大

偏差原理成立, 因此,

inf
M1(E×E)

JΠ = inf
M1(E)

IΠ = 0.

此时的极小值点就是速率函数的零点,它们刻画了系统的极限状态,在大偏差研究中占有特殊地位,因

此确定它们具有重要意义. 形如 (2.19) 的 JΠ 是经验序对大偏差速率函数的典型形式, 我们先研究其

零点.

引理 3.1 设 JΠ 由 (2.19) 给出. 若 JΠ(µ) = 0, 则 µ(1) = µ(2) 是 Π 的平稳分布.

证明 由定义知,若 JΠ(µ) = 0,则必有 µ(1) = µ(2),且 µ
(1)
i h(µ(· | i), πi·) = 0, ∀ i. 因此,当 µ

(1)
i > 0

时, h(µ(· | i), πi·) = 0, 这意味着 µ(· | i) = πi·, 从而,

µi,j = µ
(1)
i πi,j , ∀ j;

而当 µ
(1)
i = 0 时上式显然也成立. 于是, 对任意 j, 上式两边对 i 求和得

µ
(1)
j = µ

(2)
j =

∑
i

µ
(1)
i πi,j ,

这表明 µ(1) = µ(2) 是 Π 的平稳分布.

下一定理刻画上述 JΠ 的零点. 定理结论表明, JΠ 的零点恰好是 Π̂ 的平稳分布, 可由 Π 的平稳

分布得到. 先引进一个记号. 对于 µ ∈M1(E × E), 若 µ(1) = µ(2), 定义 µ̂ ∈M1(E × E) 如下:

µ̂i,j = µ
(1)
i πi,j , (i, j) ∈ E × E. (3.1)

定理 3.1 在上述记号下, 以下结论等价:

(1) JΠ(µ̂) = 0;

(2) µ̂ 是 Π̂ 的平稳分布;

(3) µ(1) = µ(2) 是 Π 的平稳分布.

证明 (1) 若 JΠ(µ̂) = 0, 首先证明 µ̂(2) = µ̂(1) = µ(1) = µ(2). 第一个等号由 JΠ(µ̂) 的定义和

JΠ(µ̂) = 0 得到, 第三个等号由 µ̂ 的定义中对 µ 的要求得到. 只需证明第二个等号. 由 JΠ 和 µ̂ 的定

义知,

0 = JΠ(µ̂) =
∑
i

µ̂
(1)
i h(µ̂(· | i), πi·)

=
∑
i

µ̂
(1)
i

∑
j

µ̂i,j

µ̂
(1)
i

log
µ̂i,j/µ̂

(1)
i

πi,j
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=
∑
i

µ̂
(1)
i

∑
j

µ̂i,j

µ̂
(1)
i

log
µ
(1)
i πi,j/µ̂

(1)
i

πi,j

=
∑
i

µ̂
(1)
i

∑
j

µ
(1)
i πi,j

µ̂
(1)
i

log
µ
(1)
i πi,j/µ̂

(1)
i

πi,j

=
∑
i

µ
(1)
i log

µ
(1)
i

µ̂
(1)
i

= h(µ(1), µ̂(1)). (3.2)

因此, µ̂(1) = µ(1). 于是, 对任意的 (i, j), 有

(µ̂Π̂)(i, j) =
∑
(s,t)

µ̂s,tΠ̂((s, t), (i, j)) =
∑
(s,t)

µ̂s,tδt(i)πi,j

=
∑
s

µ̂s,iπi,j = µ̂
(2)
i πi,j = µ

(1)
i πi,j = µ̂i,j , (3.3)

即 µ̂ 是 Π̂- 平稳的.

(2) 现在设 µ̂ 是 Π̂- 平稳的. 对任意的 (i, j), 有

µ
(1)
i πi,j = µ̂i,j = (µ̂Π̂)(i, j)

=
∑
(s,t)

µ̂s,tπ̂((s, t), (i, j))

=
∑
(s,t)

µ(1)
s πs,tδt(i)πi,j

=

[∑
s

µ(1)
s πs,i

]
πi,j = (µ(1)Π)iπi,j ,

于是, 对任意的 i, 取 j 使得 πi,j > 0, 即得 µ
(1)
i = (µ(1)Π)i, 因此, µ(1) 是 Π- 平稳的.

(3)最后,设 µ(1) = µ(2) 是 Π-平稳的. 首先由 µ̂的定义易知, µ̂(1) = µ(1). 事实上,也有 µ̂(2) = µ(2),

这是因为

µ̂
(2)
j =

∑
i

µ̂i,j =
∑
i

µ
(1)
i πi,j = µ

(1)
j = µ

(2)
j .

因此,

µ̂i,j = µ
(1)
i πi,j = µ̂

(1)
i πi,j ,

从而, 对任意的 i, 有 µ̂
(1)
i h(µ̂(· | i), πi·) = 0. 于是, 由 JΠ 的定义即知, JΠ(µ̂) = 0.

接下来刻画 IΠ 的零点.

定理 3.2 IΠ(ν) = 0 当且仅当 ν 是 Π- 平稳的.

证明 若 ν 是 Π- 平稳的, 定义 µ = ν × ν ∈ M1(E × E), 则 µ(1) = µ(2) = ν 是 Π- 平稳的. 因此,

由定理 3.1 知, JΠ(µ̂) = 0, 且 µ̂(1) = µ(1) = ν. 于是, 由 IΠ 的定义即知 IΠ(ν) = 0.

另一方面, 若 IΠ(ν) = 0, 则存在 µn ∈ M1(E × E), µ
(1)
n = ν 且 JΠ(µn) → 0 (n → ∞). 由 JΠ 的紧

性知, 存在子列 {µnk
, k > 1} 使得 µnk

⇒ 某 µ ∈M1(E × E), 显然 µ(1) = ν, 且由 JΠ 的下半连续性知

JΠ(µ) = 0. 由引理 3.1 知, µ(1) = ν 是 Π- 平稳的.
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3.2 速率函数的局部极小值

零点是速率函数的最小值点, 上面的结果表明它们通常是过程的平稳分布. 那么速率函数的局部

极小值和极小值点代表了什么呢? 下面以有限状态情形为例进行探讨.

设 Π 是有限状态空间 E 上的 Markov 链, Π̂、Ln 和 L
(2)
n 等如前定义. 显然推论 2.1 的条件满足,

因此有下述定理:

定理 3.3 对任意初始分布 α ∈M1(E), {L(2)
n , n > 1} 在 Pα,Π 之下满足大偏差原理, 具有凸的紧

速率函数 JΠ, 它不依赖于 α, 具有 (2.19) 中的形式. {Ln, n > 1} 也满足大偏差原理, 具有凸的紧速率

函数 IΠ.

由于 E 有限, Π 一定存在平稳分布, 因此, 定理 3.2 表明 0 是 IΠ 在 E 上的最小值, 而 Π 的平稳

分布则是最小值点. 现在设 E0 ⊂ E, 考虑极小值

λ0 = inf
ν(E0)=1

IΠ(ν)

及其极小值点的刻画. 仍由于 E 有限, 这一极小值一定能取到, 即一定存在 E0 上的概率测度 ν, 使得

IΠ(ν) = λ0. 我们将证明极小值 λ0 和极小值点 ν 与 Π 在 E0 上的谱性质密切相关. 为此先引进一些

记号. 以 ΠE0 表示 Π 在 E0 上的限制, ρ0 = ρ(ΠE0) 是 ΠE0 的谱半径, 并假定 ρ0 > 0. 由非负矩阵理论

(参见文献 [14, 15]) 知, ΠE0 存在相应于 ρ0 的非负非零 (右) 特征向量 r. 记

Er,+
0 = {i ∈ E0, ri > 0},

则 r 实际上也是 ΠEr,+
0
的相应于 ρ0 的 (右) 特征向量. 因此, 仍由矩阵理论知, ρ(Er,+

0 ) = ρ0, 从而,

ΠEr,+
0
存在相应于 ρ0 的非负非零 (左) 特征向量 l. 于是, 若定义

ν̄i = liri, i ∈ Er,+
0 ,

则 ν̄ 是 Er,+
0 上一个非平凡测度, 不妨设它已归一化成 Er,+

0 上的概率测度.

注意到我们关注的是 infν(E0)=1 IΠ(ν), 而 Er,+
0 ⊂ E0, 因此我们将需要下述引理:

引理 3.2 设 E1 ⊂ E2 ⊂ E, 对于 k = 1, 2 及 Ek × Ek 上的概率测度 µ, 定义

Jk(µ) = inf
u:ui,j>0,i,j∈Ek

∫
Ek×Ek

log
Π̂Ek

u

u
dµ,

则当 µ(E1 × E1) = 1 时, J1(µ) = J2(µ).

证明 一方面, 由于 µ(E1 × E1) = 1, 因此,

J2(µ) = − inf
ui,j>0,i,j∈E2

∑
i,j∈E1

log

[∑
s,t∈E1

π̂((i, j), (s, t))us,t

ui,j
+

∑
s,t∈E2−E1

π̂((i, j), (s, t))us,t

ui,j

]
µi,j

6 − inf
ui,j>0,i,j∈E1

∑
i,j∈E1

log

[∑
s,t∈E1

π̂((i, j), (s, t))us,t

ui,j

]
µi,j

= J1(µ);

另一方面, 任意给定 E1 × E1 上的严格正函数 u, 即 ui,j > 0, ∀ i, j ∈ E1, 对任意 ϵ > 0, 将 u 如下延拓

成 E2 × E2 上的严格正函数 u(ϵ):

u
(ϵ)
i,j =

ui,j , 若 i, j ∈ E1,

ϵ, 否则,
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则由 J2 的定义知,

J2(µ) > −
∫
E1×E1

log
Π̂E2u

(ϵ)

u(ϵ)
dµ

= −
∑

i,j∈E1

log

[∑
s,t∈E1

π̂((i, j), (s, t))us,t

ui,j
+
ϵ
∑

s或 t∈E2−E1
π̂((i, j), (s, t))

us,t

]
µi,j

= −
∑

i,j∈E1

log

[
Π̂E1u

u
+
ϵ
∑

s或 t∈E2−E1
π̂((i, j), (s, t))

ui,j

]
µi,j .

令 ϵ→ 0, 可得

J2(µ) > −
∫
E1×E1

log
Π̂E1u

u
dµ.

再由 u 的任意性知,

J2(µ) > J1(µ).

综合上述结果即得 J1(µ) = J2(µ).

现在可以叙述这一部分的主要定理.

定理 3.4 若 E0 ⊂ E, ρ0 = ρ(ΠE0) 是 ΠE0 的谱半径, 则

inf
ν(E0)=1

IΠ(ν) = − log ρ0.

进一步, 若 r 是 ΠE0 相应于 ρ0 的任一右特征向量, Er,+
0 = {i ∈ E0 : ri > 0}, l 是 ΠEr,+

0
相应于 ρ0 的

非负非零左特征向量, ν̄ 如上定义, 则

IΠ(ν̄) = − log ρ0 = inf
ν(E0)=1

IΠ(ν).

证明 首先注意到, 由于推论 2.1 中的 Γ 满足假设 (U), 因此, 由文献 [11, 推论 6.5.10] 知,

JΓ(µ) = − inf
{u:ui,j>0,i,j∈E}

∫
log

Γ̂u

u
dµ.

从而, 由 (2.4) 知,

JΠ(µ) =

− inf
{u:ui,j>0,i,j∈E}

∫
log

Π̂u

u
dµ, 若 µ(1) = µ(2) = ν 且 JΓ(µ) <∞,

+∞, 否则.

(3.4)

在 Er,+
0 上定义矩阵 rΠ 如下:

rπi,j =
πi,jrj
ρ0ri

, (3.5)

则 rΠ是 Er,+
0 上的转移概率矩阵. 由 (3.4)易验证,若 µ(Er,+

0 ×Er,+
0 ) = 1且 µ(1) = µ(2),则由引理 3.2

可知,

JrΠ(µ) = − inf
{u:u(i,j)>0,(i,j)∈Er,+

0 ×Er,+
0 }

∫
log

Π̂(ur)

ur
dµ+ log ρ0

43



陈金文: Markov 链大偏差与矩阵谱

= − inf
{u:u(i,j)>0,(i,j)∈E×E}

∫
log

Π̂u

u
dµ+ log ρ0

= JΠ(µ) + log ρ0, (3.6)

其中 (ur)(i, j) = u(i, j)rj 在 Er,+
0 × Er,+

0 上严格正. 于是, 相应地, 若 ν(Er,+
0 ) = 1, 则

IrΠ(ν) = IΠ(ν) + log ρ0 > 0. (3.7)

由于 IrΠ > 0, 因此,

inf
ν(E0)=1

IΠ(ν) > − log ρ0.

另一方面, 易验证由 l 和 r 定义的 ν̄ 是 rΠ 的平稳分布. 因此, 由定理 3.3 知, IrΠ(ν̄) = 0. 于是,

IΠ(ν̄) = − log ρ0, 从而,

inf
ν(E0)=1

IΠ(ν) = − log ρ0 = IΠ(ν̄).

证毕.

关于极小值点的唯一性, 我们有下述定理:

定理 3.5 设 E0、ρ0、r 和 Er,+
0 如定理 3.3 后面所述. 若 Er,+

0 = E0, 则 IΠ(ν) = − log ρ0,

ν(E0) = 1 有唯一解当且仅当 ΠE0 对应于 ρ0 的非负非零左特征向量 l 唯一 (不计常数因子). 特别地,

若 ΠE0 不可约, 则 IΠ 在 E0 上的极小值点 ν̄ 唯一, 它由 ΠE0 相应于 ρ0 的唯一左特征向量 l 和唯一

右特征向量 r 决定.

证明 设 l 唯一. 若 ν(E0) = ν̄(E0) = 1, 且 IΠ(ν) = IΠ(ν̄) = − log ρ0, 则由定理 3.3 的证明知, ν

和 ν̄ 都是 rΠ 的平稳分布. 因此, ∀ j ∈ E0, ∑
i∈E0

νi
πi,jrj
ρ0ri

= νj .

这表明 (νi/ri, i ∈ E0) 是相应于 ρ0 的非负非零左特征向量. 同理, (ν̄i/ri, i ∈ E0) 也是相应于 ρ0 的非

负非零左特征向量. 由唯一性即知, ν = ν̄.

现在设 IΠ(ν) = − log ρ0 (ν(E0) = 1) 的解唯一, 则 rΠ 的平稳分布唯一. 若 l 和 l̄ 都是相应于 ρ0

的非负非零左特征向量, 则易验证 lr , (liri, i ∈ E0) 和 l̄r , (l̄iri, i ∈ E0) 都是 rΠ 的非零不变测度. 于

是, cllr 和 cl̄ l̄r 都是 rΠ 的平稳分布. 由唯一性知, cllr = cl̄ l̄r. 这表明 l 和 l̄ 相差常数因子.

若 ΠE0
不可约, 则由经典的 Perron-Frobenius 理论知, ΠE0

存在唯一的相应于 ρ0 的左特征向量

l 和右特征向量 r, 它们在 E0 上严格正. 此时, 由 (3.5) 定义的转移矩阵 rΠ 在 E0 上不可约, 具有唯

一的平稳分布 ν̄, 它是 IΠ 的极小值点. 若 ν̂ 也是 IΠ 的极小值点, 即 IΠ(ν̂) = − log ρ0, 则由 (3.7) 知,

IrΠ(ν̂) = 0. 从而, 由定理 3.2 知, ν̂ 是 rΠ 的平稳分布. 由 rΠ- 平稳分布的唯一性知, ν̂ = ν̄.

注 3.1 若 ΠE0 可约,则 IΠ 在 E0 上的极小值点可以唯一,也可以不唯一.下面是不唯一的例子.

例 3.1 考虑如下转移矩阵:

Π =


1 0 0 0

1
2

1
2 0 0

1
2 0 0 1

2

1
2 0 0 1

2

 (3.8)
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及其子矩阵

Π0 = ΠE0 =


1
2 0 0

0 0 1
2

0 0 1
2

 , (3.9)

其谱半径 ρ0 = 1/2, 具有形如 r = (a, b, b)T (a, b > 0) 的正的右特征向量和形如 l = (c, 0, d)T (c, d > 0)

的非负非零左特征向量. 取 l = (1, 0, 1)T, 若取 r = (1, 1, 1)T, 则得 IΠ 在 E0 上的一个极小值点

ν̄ = (1/2, 0, 1/2)T. 若换 r 为 (1, 2, 2)T, 则得极小值点 ν̄ = (1/3, 0, 2/3)T.

以下是极小值点唯一的例子.

例 3.2 考虑如下转移矩阵:

Π =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
2

1
2

0 1
2 0 1

2

 (3.10)

及其子矩阵

Π0 = ΠE0 =


1 0 0

0 1
2

1
2

1
2 0 1

2

 , (3.11)

则 ρ0 = 1, 它有唯一的严格正的右特征向量 r = (1, 1, 1)T 和唯一的非负非零左特征向量 l = (1, 0, 0).

从而极小值点唯一, 即为 l.
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Large deviations for Markov chains and spectrum of matrices

Jinwen Chen

Abstract This paper deals with large deviations and related problems for Markov chains with countable state
spaces. By comparing with some dominating chains that satisfy the large deviation principle, we weaken the
requirement for irreducibility to get the large deviation principle. In this way we can also characterize the
stationary distributions of the chains via the large deviation rate functions. In particular, we prove that any
finite Markov chain satisfies the large deviation principle. The global and local minimums of the rate function
are shown to be closely related to the principal eigenvalues and the corresponding left and right eigenfunctions of
the transition matrix.
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