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摘要  数值模拟结果表明, 基本三维几何体随机填充的填充率上限从高到底依次为: 立方体
(0.78)、椭球(0.74)、圆柱(0.72)、球柱体(spherocylinder, 0.69)、四面体(0.68)、圆锥(0.67)、球体(0.64), 
而规则填充的填充率上限依次为: 立方体(1.0)、圆柱和球柱体(0.9069)、圆锥(0.7854)、椭球(0.7707)、
球体(0.7405)、正四面体(0.7175), 这两种填充率排序的顺序并不相同. 椭球、圆柱、球柱体、四面
体和圆锥的随机填充率均与其形状有关, 它们达到最高填充率时的形状参数分别为: 椭球(三轴比
为 0.8:1:1.25)、圆柱(高度/直径=0.9)、球柱体(圆柱段高度/直径=0.35)、四面体(正四面体)和圆锥(高
度/底面直径=0.8). 
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追求最密填充一直是人类的理想. 填充问题的研

究最早可以追溯到著名的Kepler猜想(等径球的最密填
充问题, 1661年)及Newton与Gregory之间的 13球辩论
(等径球的最高配位数问题, 1694年). 1900年, Hilbert
将其进一步总结为著名的 23个问题中的第 18问题(等
大实体的最密填充问题), 其中还特别提到球和正四
面体的最密填充[1]. 几个世纪以来填充问题一直引起
人们的广泛兴趣, 一方面是因为它是一个基本的数学
和物理学问题, 另一方面也因为它在科学研究、工程
实践乃至日常生活中都有大量的应用背景, 这些应用
分布在从宏观宇宙星体运动到微观粒子排列的各个层

次上 . 在填充结构方面 , 填充问题可分为规则填充
(ordered packing)和不规则填充(disordered packing)两
大类. 对于规则填充, 1998 年Hales完成了Kepler猜想
的证明[2], 但由于研究的难度很大, 要完全回答并证
明Hilbert第 18问题还有很长的路要走. 不规则填充中
的随机填充(random packing)由于与物质结构关系密
切而被广泛研究, 系统的随机填充研究最早始于 20世
纪 50 年代Bernal等人对球体的随机填充研究[3]. 目前
随机填充的主要研究手段是数值模拟, 文献[4]对现有
的随机填充数值模拟方法进行了归纳和分类. 在填充

物形状方面, 球填充的研究最为广泛而深入, 其结论
大都已取得学术界的共识, 工程实践中也常将非球体
用等量球来简化. 但近年来的研究表明, 非球体在填
充性质上与球体有很大的不同, 颗粒形状的微小变化
会使填充效率发生显著的改变. 然而由于模型及计算
的复杂性, 非球体填充研究目前还局限在少数几种颗
粒的孤立研究中. 人们对非球体填充, 特别是形状对
填充率的影响目前还知之甚少. 文献[5]试图用球形度
参数来预测非球体的填充率, 但研究表明该方法的预
测结果并不正确[6].  

填充问题的研究具有深远的理论意义和实际意

义[7]. 基本三维几何体填充本身在自然界及人类生活
中就大量存在(如M&M巧克力糖填充 [8]), 也是很多
学科理论研究和工程实践中的基础问题(如大江截流
时为什么用四面体混凝土块[7,9]). 此外, 理论上基本
三维几何体还可以组成任意形状的实际物体(如CAD
中用基本三维几何体通过布尔运算构造复杂实体 , 
采用Delaunay三角化技术可以将任意实体离散为四
面体组合). 最密填充对应于空间的最高利用率, 几
个世纪以来一直是填充研究中最重要的问题之一 . 
本文总结和归纳了基本三维几何体填充的现有研究
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成果 , 从中得出了基本三维几何体在随机填充和规
则填充两种状态下的最高填充率排序 , 并给出了达
到最高填充率时几何体的形状参数 (长径比aspect 
ratio). 当前主流的颗粒解析模型和填充数值算法在
处理带边角的填充颗粒时存在一定困难. 因此, 基本
三维几何体中除表面光滑的球、椭球和球柱体的填充

研究比较充分之外 , 其他三维几何体的填充研究十
分匮乏. 本文采用组合球模型及松弛算法 [10]模拟了

球、圆锥、圆柱、球柱体、四面体和立方体的随机填

充, 填补了该领域研究的一些空白, 并为填充率的横
向对比提供了依据 . 本文研究的对象均为等体积的
单一种类三维几何体在周期边界条件下的几何填充.  

1  非球体的组合球模型和松弛算法 
组合球模型用多个球体的外包络面来近似一个

非球体的外形. 当球数足够多时, 组合球模型可以在
外形上逼近任意形状物体 [11]. 组合球模型的主要思
想是用多个球体之间的接触代替非球体之间的接触. 
与目前常见的非球体解析模型相比 , 组合球模型的
优点是接触判断简便 , 对于带有棱角或形状复杂的
非球体其优势更加明显 . 组合球模型的表面积和体
积计算较复杂 , 但借助于CAD软件可以方便地获得
其表面积和体积 . 本文中几种基本三维几何体的组
合球模型如图 1所示, 上排从左至右分别是圆柱、球
柱体和立方体, 下排从左至右分别是四面体和圆锥.  

 

 
图 1  基本三维几何体的组合球模型 

 

松弛算法是集合重排 (collective rearrangement)
填充算法中的一种 , 被广泛应用于球填充的数值模
拟. 文献[10]引入非球体的转动项, 将其推广到非球
体填充模拟. 松弛算法的优点是原理简单, 计算量小. 
非球体填充松弛算法的过程为: 先在一个相对较小

的立方体填充区域内随机生成各非球体的位置和方

向 , 这样形成的初始状态中非球体之间存在大量的
重叠 , 反复使用松弛算法迭代以逐步减少重叠量并
逐渐扩大填充区域 , 通过非球体的平动和转动最终
完全消除重叠并获得填充结果.  

2  球体 
球体的最密填充研究起源于 1661 年的Kepler猜

想, Kepler认为等径球的最密填充结构是面心立方晶格

(face-centered cubic lattice), 此时的填充率为 π / 18 ≈  
 然而要证明这个看似简单的问题却并不容

易, 直到 1998 年才被Hales借助计算机程序证明
0.7405.

[2]. 
需要指出的是 , 球填充的最密填充结构并非只有面
心立方晶格一种[12]. 球填充的研究已较为成熟, 理论
分析、数值模拟和实验结果也符合得较好. 文献[13]
总结了球填充的几个重要的填充率 : 规则球填充的
最高填充率约为 0.74, 球的随机密填充(random close 
packing)填充率约为 0.64, 而球的随机松填充(random 
loose packing)填充率约为 0.56. 采用松弛算法模拟等
径球的随机密填充, 得到的填充率约为 0.6404[14].  

3  圆锥 

圆锥的填充研究非常少见. Trovato等人 [15]研究

了圆锥和圆台的规则填充 , 并提出圆锥规则填充的
最高填充率为 π / 4 0.7854,≈  且与圆锥的形状无关 . 
Chen等人[16]采用组合球模型及Monte Carlo方法研究
了圆锥的自组织结构, 但其模型并非标准圆锥(文献
[16]称其为冰激凌圆筒). 本文采用组合球模型及松
弛算法对圆锥的随机填充进行了数值模拟 , 结果如
图 2 所示. 数值模拟结果表明, 圆锥的随机填充率峰
值约为 0.6664, 出现在长径比w = 0.8处. 圆锥的长径
比w = H/D, 其中H为圆锥高度, D为底面直径.  

4  四面体 
四面体的最密填充问题最早由Hilbert(1900 年)

提出, 但时至今日该问题仍悬而未决. 一般认为球体
的填充率是所有凸体中最低的 (即Ulam猜想 ), 但
Conway等人[17]指出, 已知的正四面体规则填充的最
高填充率仅为 0.717455, 远低于球体规则填充的最高
填充率(0.7405). 据此, 他们认为Ulam猜想并不成立, 
并且正四面体可能是所有凸体中填充率最低的一个. 
对于随机填充, Chaikin等人 [18]的实验表明四面体的

最高填充率可达 0.75以上, 而董麒等人[9]的四面体填
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充实验得到的填充率均不超过 0.5. Latham等人[19]通

过数值模拟给出了四面体松填充的填充率为 0.416. 
文献[20]采用组合球模型和松弛算法模拟了四面体
的随机密填充, 结果如图 3所示. 数值模拟结果表明, 
四面体的随机填充率峰值为 0.6817, 高于随机球填充
的填充率, 而此时四面体的形状为正四面体(高度为
10, 底面边长为 12.2474. 若定义四面体长径比w = 
H/D, H为四面体高度, D为底面三角形外接圆直径, 
则此时w ≈ 0.7). 

 

 
图 2  圆锥随机填充率随长径比的变化 

 

 
图 3  四面体随机填充率随高度的变化 
四面体底面为等边三角形, 边长为 12.2474 

 

5  球柱体(Spherocylinder) 
球柱体是在圆柱两端各加一个半球所组成的胶

囊状物体 . 球柱体填充是非球体填充中研究得较多
的一种. 球柱体的几何模型表面光滑、没有棱角过渡, 
无论采用解析函数或组合球表示均较为简便 . 在填
充研究中也常用球柱体来近似代替圆柱 . 球柱体的
最密规则填充应与圆柱相同, 当其长径比足够大时, 

可视为圆的最密二维排列, 其最高填充率约为 0.9069. 
在随机填充方面, Williams等人[6]模拟了球柱体长径

比(w = H/D, H为球柱体中圆柱部分的高度, D为横截
面直径, w = 0时退化为球体)在0~160范围内的随机填
充, 当w = 0.4时达到其最高填充率 0.695. Charlles等人
[21]模拟了球柱体长径比在 0~3.5 范围内的随机填充, 
当w = 0.5时达到其最高填充率 0.655. 但这些数值模拟
由于长径比范围大, 在最高填充率附近的样本点较少, 
因此对最佳长径比的分辨不够细致. 本文采用组合球
模型和松弛算法模拟了球柱体的随机密填充, 其结果
及与文献对比如图 4 所示. 本文得到的球柱体随机填
充率最高为 0.6896, 此时w = 0.35. 该峰值略低于文献
[6]的数值模拟结果, 但高于文献[21]的数值模拟结果. 
从图中可以看出, 除了峰值位置略有差异外, 3 种算法
获得的填充率曲线的趋势是一致的.  

 

 
图 4  球柱体随机填充率随长径比的变化 

 

6  圆柱 
圆柱的最密规则填充可视为圆的最密二维排列, 

其最高填充率为 π 3 / 6 0.9069,≈  且与圆柱的形状无
关. 圆柱随机填充的系统研究起始于 20 世纪 70 年代, 
研究手段主要是实验研究 , 研究对象为长径比(w = 
H/D, H为圆柱的高度, D为横截面直径)从 1到 100的圆
柱. 比较一致的结论是填充率随长径比的增加而单调
下降, Zou等人[22]还给出了填充率的拟合函数. 文献中
给出的圆柱随机填充率在 0.555~0.75 之间[23]. 圆柱随
机填充的数值模拟开展得较少, 且现有的绝大多数数
值模拟仅能得到松填充的填充率. Zhang等人[23]采用集

合重排算法模拟了长径比从1到100的圆柱随机密填充, 
其最高填充率出现在w =1.2处, 峰值为 0.66. 本文采用
组合球模型和松弛算法模拟了圆柱的随机密填充, 结
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果如图 5所示. 数值模拟结果表明, 圆柱的随机填充率
峰值为 0.7185, 此时w = 0.9. 当w > 1时, 填充率随w的
增加而减小, 这与实验研究的结论是一致的.  
 

 
图 5  圆柱随机填充率随长径比的变化 

7  椭球 

椭球的表面光滑、没有棱角, 其解析函数表示简
便 , 因此椭球面及其拼接也常被用于近似表示实际
颗粒的表面. 椭球的填充研究开展得比较充分, 其中
最具代表性的是美国普林斯顿大学以Torquato教授为
首的研究小组对椭球的规则填充和随机填充开展的

一系列理论分析[24]、数值模拟[8,25]和实验研究[26], 这
些研究不但揭示了椭球填充的规律性 , 而且所得到
的填充参数已成为椭球填充的事实标准 . 对于椭球
的规则填充 , Donev等人 [24]指出 , 当椭球三轴比为

1: 3 :1 或 1: 1/ 3 :1 时 , 其规则填充率可达约
0.7707. 对于椭球的随机填充, Donev等人[8,25]的研究

表明, 当椭球三轴比约为 0.8:1:1.25 时, 其随机填充
率可达 0.735. 椭球随机填充率随形状参数w的变化
曲线如图 6所示, 椭球三轴比为w−1:1:w.  

8  立方体 

立方体规则填充的最高填充率为 1, 即立方体规
则排列能够完全占据三维空间而没有空隙 . 立方体
随机填充的研究在文献中较少见 , 其原因一方面是
由于立方体是典型的带有棱角的凸体 , 在数值模拟
中方向性及棱角接触会给算法带来一些困难; 另一
方面, 由于随机填充和规则填充的界限并不清晰, 衡
量有序程度的指标还不够完善 [27], 而立方体填充很
容易形成局部规则排列 , 这也给随机填充研究带来
一些困扰. 现有的立方体填充实验结果差别较大, 董 

 
图 6  椭球随机填充率随形状参数的变化[8] 

 

麒等人 [9]的实验给出的立方体密填充填充率为

0.64~0.74, Yu等人[28]给出的立方体填充率约为 0.57, 
Fraige等人 [29]对有限容器中的立方体重力堆积进行

了数值模拟和实验研究, 得到的填充率约为 0.67. 文
献[14]采用组合球模型和松弛算法模拟了立方体的
随机密填充, 其填充率可达 0.7755.  

9  结论 
数值模拟结果表明 , 基本三维几何体随机填充

的填充率上限从高到底依次为: 立方体(0.78)、椭球
(0.74, 三轴比 0.8:1:1.25)、圆柱(0.72, w=0.9)、球柱
体(0.69, w=0.35)、四面体(0.68, 正四面体)、圆锥(0.67, 
w=0.8)、球体(0.64), 而规则填充的填充率上限依次为: 
立方体(1.0)、圆柱和球柱体(0.9069)、圆锥(0.7854)、
椭球(0.7707)、球体(0.7405)、正四面体(0.7175). 从以
上结果可以看出 , 基本三维几何体的最高填充率排
序在随机填充和规则填充两种状态下并不相同 . 需
要指出的是 , 本文中的最高填充率结果仅是目前已
知的最优值. 但除规则球填充外, 其他三维几何体的
最高填充率并没有经过严格的数学证明 , 因此今后
随着研究的深入仍有修正的可能.  

颗粒形状和填充效率之间的关系一直是填充研究

的前沿, 但至今为止对其规律性的认识还十分有限. 
球形度是描述非球体颗粒形状最常用的参数之一, 相
关研究表明随机填充率并不总是随着球形度的增加而

递增, 球形度-填充率曲线均存在极值点, 但不同形状
颗粒的填充率极值点位置却有较大的差异. Zou等人
[30]试图用球形度-填充率拟合函数来描述非球体颗粒
形状和随机填充率的关系, 但该函数并不具有普遍意
义. 因此, 单一的球形度指标可能并不足以反映非球
体颗粒形状对填充率影响的复杂性. Wouterse等人[31]
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 论 文 

认为非球体颗粒随机填充的最高填充率大约出现在颗

粒长径比为 1.25 处, 但其研究的非球体种类较少, 从
本文的数值模拟结果看, 该命题并不完全成立. 基本

三维几何体填充的研究是颗粒形状-填充率关系研究
的重要组成部分, 但该问题的最终解决还有待学术界
在多个学科方向上的共同努力. 
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