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摘要 针对现有的线性判别分析算法中存在的降维舍弃空间的判别信息丢失问题, 以及秩空间和

零空间的判别信息难以兼顾的问题, 本文提出了一种完全判别分析算法. 算法通过新构建一个子空

间以及其中的判别矩阵,实现了可以充分使用全空间的判别信息;且新空间的维数较低,算法流程简

单,计算代价较小. 相关实验结果证实了本文算法较传统判别分析算法有更好的性能和效率.
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1 引言

基于线性投影的子空间判别分析方法是模式识别中一类非常重要的方法. 其主要思想是: 将训

练样本 (或由训练样本提取的特征) 看作是一个矩阵或向量, 根据一定的性能目标要求来寻求一个线

性的空间变换来构建一个新的子空间, 而任何一个训练样本都可以对应于该空间中的一个点. 在新的

空间中包含有原始样本的分布信息或者分类信息的低维特征,在这些低维特征的基础上可以进行分类

识别.

子空间方法中最重要的两类方法是主成分分析 (principal component analysis, PCA)方法 [1] 和线

性判别分析 (linear discriminant analysis, LDA) 方法 [2].

由于基于 PCA 的子空间分类方法仅考虑了子空间的结构信息, 而没有考虑到样本的判别 (类别)

信息; 而基于 LDA 的子空间分类方法在提取低维特征和构建子空间时都着重考虑了样本自身所携带

的判别信息 (如图 1 所示), 并且计算简单且存储容易, 因此判别分析方法在分类识别问题中有着更为

广泛的应用. 各种基于判别分析的模式识别算法层出不穷, 一直是模式识别领域的主流方法之一.

但是以判别分析方法为代表的子空间分类方法自身有一些难以克服的问题,限制了其识别效能和

适用范围:

• 在样本数较少、维数较高情况下无法使用的问题 (即高维小样本问题);

• 在对高维子空间降维时, 所舍弃空间中很可能蕴含着很多有用的的判别信息, 如何更好地保留、

使用这些判别信息一直以来都是一个研究热点;

• 在判别分析过程中, 存在秩空间和零空间判别信息难以兼顾等问题.
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图 1 二维空间的线性判别分析

Figure 1 Linear discriminant analysis in 2D space

因此针对判别分析算法展开进一步研究有着很强的理论意义和应用价值.本文将首先介绍传统的

线性判别分析算法, 并指出其存在的一些目前尚未解决的问题, 然后给出一种新的子空间中的判别分

析方法 —— 完全判别分析算法. 在这个新的算法中, 我们将给出一种新的构造判别空间的办法. 该方

法既大大地降低了原空间的维数, 也完整地使用了全空间 (包括秩空间和零空间)中的判别信息;同时

算法还对全空间中的判别信息进行了有效的融合, 共同给出最终的判别结果.

2 线性判别分析 (LDA)

本节将分三个小节详细介绍线性判别分析算法. 2.1 小节介绍其在类内散度矩阵 Sw 的秩空间中

的求解方法, 2.2 小节介绍其在 Sw 的零空间中的求解方法, 2.3 小节介绍判别分析算法存在的问题以

及现有的解决方案.

2.1 秩空间中的判别分析

在秩空间中, 线性判别分析 (LDA) 是基于 Fisher 准则来最优化其目标函数的, 又称为 Fisher 判

别分析. 它以样本的可分性为目标. 算法的目标是寻找一组线性变换, 使得在变换后的空间中, 训练样

本的类内离散度 Sw 最小, 同时, 类间离散度 Sb 达到最大.

为使得同类训练样本分布的尽可能集中,而不同类的训练样本分布的尽可能分散,最佳的 LDA投

影变换矩阵 W 应满足如下的 Fisher 判别准则:

JF (W ) =
WTSbW

WTSwW
. (1)

Fisher 准则在分母不为零即 WTSwW ̸= 0 的情况下才可以正常求解, 即一定要在 Sw 的秩空间

(非零空间) 求解. 此时使该准则函数取最大值的投影向量 WF 就是最佳的投影方向

WF = argmax
W

WTSbW

WTSwW
. (2)
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2.2 零空间中的判别分析

LDA 算法的核心部分是是求解 Fisher 函数. 但是在求解时, WTSwW = 0 情况是被略去的, 而满

足 WTSwW = 0 的 W 所张成的空间中很可能含有大量的判别信息, 这一空间被称为零空间.

对于高维的训练样本来说,类内散度阵 Sw 是较大的矩阵,求解其零空间需要较大的计算量. 为此

文献 [3] 首先对训练样本进行聚类分析并降维来降低计算的复杂度, 然而这种方法改变了原始样本特

征空间. 文献 [4] 的实验显示这个方法的识别性能非常依赖于零空间的维数, 因此应该避免预先的降

维处理. 类间散度矩阵 Sb 和类内散度矩阵 Sw 均为半正定阵, 由于所求判别向量 W 应使得 (1) 式的

分子最大, 因此总散度矩阵的零空间对之后的判别分析作用不大; 为此文献 [5] 的 PCA + 零空间方法

首先将所有样本映射到总散度阵的秩空间 (即非零空间) 中, 然后在 Sw 的零空间中得到最佳的判别

方向.

从以上的分析可以看出, 零空间方法在 LDA 的一系列改进方法中有着非常重要的作用. 本小节

下面对零空间的线性判别分析 (NLDA) 方法做简要的介绍.

经典的 LDA 求解方法是通过舍弃 Sw 的零空间使得 Fisher 判别准则 (1) 式可以直接求解. 但是

如果 WTSwW = 0, 而 WTSbW > 0 , 则 (1) 式的目标函数 JF 就达到了最大值. 也就是说基于 Fisher

判别准则的部分最佳投影方向 W 存在于 Sw 的零空间中. 因此, 零空间的线性判别分析 ( NLDA ) 就

是在 Sw 的零空间中寻找最佳的判别投影方向, Fisher 判别准则 (1) 式由如下变形的 Fisher 判别准则

(3) 式替代.

JF (W ) = WTSbW, s.t. WTSwW = 0. (3)

由 (3) 式求解 NLDA 最佳判别投影矩阵, 需要经过下面的两个步骤:

•构建 Sw 的零空间. Sw 的零空间 ΩN 由特征方程 Swα = λα所有零特征值所对应的特征向量张

成, 即 ΩN 的基向量为 {αi | λi = 0}. 令 WN = [α1, . . . , αi, . . . , αm], 其中 αi ∈ Ωw, m = N − rank(Sw)

为 Ωw 的维数. WN 即为从 RN 到零空间 ΩN 的投影变换矩阵, 训练样本 x ∈ RN 在 Sw 的零空间

ΩN 中的投影为 y = WT
Nx.

• 提取 Sw 零空间中的最佳投影向量. 首先, 将训练样本集 X = {xi}ni=1 , xi ∈ Rm 投影到 Sw 的

零空间 ΩN 中, 其类内散度矩阵 S̃w = WT
NSwWN = 0, 此时类间散度矩阵为 S̃b = WT

NSbWN . 其次, 在

ΩN 中寻找投影的最佳方向 WB , 即寻找使得训练样本集的类间散度最大的最佳投影方向. 由求解如

(4) 式的最优化问题得到.

WB = argmax
W

∣∣∣WTS̃bW
∣∣∣ = argmax

W

∣∣WTWT
NSbWNW

∣∣ = [w1, . . . , wB ] . (4)

通过上述两步的投影变换,零空间线性判别分析 (NLDA)的最佳投影变换矩阵为WNLDA = WNWB .

将训练样本 x 投影到 WNLDA 的列向量上, 即可得到描述该训练样本的一组特征 y = WT
NLDAx, 这些

特征向量可以直接用于判别分类, 典型的零空间方法即是如此 [3,6,7].

2.3 判别分析存在的问题

很多模式识别问题都是训练样本数可能较少, 而样本的维数往往很高. 在这种情况下应用线性判

别分析来解决分类识别问题就会遇到一个很大的难题, 即高维小样本 (small sample size, SSS) 问题.

在很多模式识别问题中, 样本的维数往往达到样本数的几百倍或者更多. 此时如果单独在 Sw 秩

空间中进行判别分析算法, 则会损失大量的判别信息 (Sw 零空间的维数往往远高于 Sw 秩空间的维
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数); 而如果仅在 Sw 零空间中判别, 一则维数太高导致运算量很大, 二则同样会损失 Sw 秩空间中的

判别信息.

也就是说, 无论是秩空间中的 Fisher 准则判别, 还是零空间判别分析, 这两种算法都没有提取到

完整的判别信息,它们都是仅仅关注了某一方面的特征而忽视了另一方面. Fisher准则判别丢掉了 Sw

的整个零空间, 仅仅提取了存在于 Sw 秩空间中的判别信息; 与此相反, 零空间判别分析只是提取了

Sw 零空间的判别信息, 却完全忽视了 Sw 的秩空间.

Sw 的秩空间与 Sw 的零空间是 RN×N 空间中的两个相互正交的互补子空间, 如何同时提取存在

于该两个子空间中的判别信息, 并将这两部分信息进行有效地融合, 一直以来都是子空间分析方法中

的热点和难点.

为了融合秩空间与零空间的判别信息, Zhang 等 [8] 提出了用模糊积分、加权投票等办法来融合

秩空间、零空间的判别结果, 取得了一定的成果; 但是这些方法在融合判别结果时都明显有较强的外

力干预痕迹, 结果也不很理想.

Zhang等 [9] 构建了总体散度矩阵并在其中求解, 以保留全部的判别信息.但是由于该矩阵的维度

很高 (N ×N), 必须先经过降维才能够进一步使用判别分析方法, 而降维过程不可避免地要舍弃很多

空间, 因此仍然会损失大量的判别信息, 而且计算代价很大.

在下一节, 本文将提出一种 “完全判别分析” 算法来解决这个问题.

3 完全判别分析

本节将提出一种新的判别分析方法: 子空间中的完全判别分析算法.

在上一节中, 我们分别介绍了在秩空间和零空间中使用线性判别分析方法: Fisher 判别分析和零

空间判别分析, 以及判别分析算法目前存在的一些难以解决的问题. 简单来说, 需要解决的问题有两

个: 一是原空间维数较高, 因此需要降维, 但是降维过程往往伴随着判别信息的损失; 二是缺乏一种有

效的融合零空间判别信息与秩空间判别信息的方法. 这两个问题都是我们提出的完全判别分析算法要

解决的. 下面我们用数学语言来描述这个问题:

设训练集中有分属于 c个人的一共 n个训练样本,每个样本为 m维,记 X = [x1, x2, . . . , xn], xi ∈
Rm , 为方便计算起见, 设 X 是去中心化的. 记降维后的数据集维数为 k, 集合 K = {1, 2, . . . , k},
N −K = {k+1, k+2, . . . , n}, 如果一个矩阵 M 有 n列元素,则 M 可重写为 M = [M:K,M:(N−K)]; 如

果 M 有 n 行元素, 则记为

M =

 MK:

M(N−K):

 .

设在原 n 维的空间中, 矩阵 X 可以被一组基线性表示,

X = PA, (5)

其中, P = [p1, p2, . . . , pn] ∈ Rm×n 称为基矩阵; A = [a1, a2, . . . , an] ∈ Rn×n 且 A = (PTP )−1PTX 称

为特征矩阵, 当 P 为列正交矩阵时, 可以简化为 A = PTX.

PCA算法即是按照最小重构误差准则获得这样一个正交基矩阵 P ,并截取其特征值最大的 k (k ≪
n) 个基向量 P:K 来构建一个新的子空间. 在这个 k 维的子空间中, X 的特征矩阵为 A = PT

:KX. 设 X̃
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是对 X 的重构, 则

X̃ =
k∑

j=1

ajuj = P:K(P
T
:KX). (6)

在子空间方法中, 判别分析方法也可以简单地认为是一个维数约减问题. 即寻找一个线性函数

g(x), 满足

g(X) = WTX, (7)

其中 W = [w1, w2, . . . , wc] ∈ Rm×c, c 为类别数. 即将原空间中的数据映射到一个低维的 “分类空间”

中去. 当 Sw 正定时, 可以使用 LDA 算法, 根据 Fisher 准则来确定线性映射矩阵 W,

JF (W ) =
WTSbW

WTSwW
. (8)

而对于 Sw 的零空间, 则可以用如下公式处理:

JF (W ) = WTSbW, s.t. WTSwW = 0. (9)

由 (5) 式可知, 在原 n 维空间中, X 可以表示为 X = PA, 即基矩阵 P 张成了 X 的空间, 而

(7) 式中的 W 正是这个空间的一个具有判别信息的子空间. 所以有: W = PV , 其中 V ∈ Rn×c 可以

看成是一个从 W 空间向 P 空间的线性映射. 当 P 为正交矩阵时, V 的计算如下:

V = (PTP )−1PTW = PTW. (10)

将 (5) 和 (10) 式代入 (7) 式中, 有

g(X) = WTX =
(
V TPT

)
(PA) = V TA. (11)

在高维小样本情况下,上述映射 g(X)是存在着零空间的问题的,即类内散度阵 Sw 的零特征值对

应的特征向量张成的空间中很可能存在着判别信息. 针对零空间维数较高的问题, 文献 [7,10] 等提出

了采用降维的方法对零空间进行处理. 即对 Sw 做 SVD 分解, 并按特征值大小做降序排列,

Sw = UTΛU = UT

Λt 0

0 0

U, (12)

其中 t 为 Sw 的秩. 在后 n− t 个特征向量中截取 k 个向量, 由这 k 个向量张成零空间的一个子空间

UT
:KSwU:K = 0. (13)

然后在这个子空间中继续其他的映射变换操作. 这个方法降低了子空间的维数, 有效地减少了计

算量, 但是在降维过程中很可能会丧失一部分判别信息.

下面将介绍本文提出的完全判别分析算法. 该算法既完整地保留零空间中的判别信息, 也大大地

降低了零空间的维数使得判别分类的计算量显著下降,同时也将零空间的判别信息与非零空间 (Sw 的

秩空间) 中所蕴含的判别信息做了融合.

对 Sw 做如 (12) 式所示的特征值分解. 将特征向量矩阵 U 分成两个部分, 即 t 个非零特征值对

应的特征向量矩阵 U:T 和其余 n− t 个零特征值对应的特征向量矩阵 U:(N−T ),

UT
:T SwU:T = Λt, UT

:(N−T )SwU:(N−T ) = 0. (14)
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设在 U ∈ Rm×n 张成的空间 (即 Sw 的完整空间) 中, 样本集 X 的最佳投影方向为 W ∈ Rn×c, 则

投影变换结果 Y ∈ Rc×n 为

Y = WT
(
UTX

)
= (UW )

T
X =

(
[U:T , U:(N−T )]

[
WT :

W(N−T ):

])T

X

= (U:T WT : + U:(N−T )W(N−T ):)
TX, (15)

其中 WT : ∈ Rt×c 是秩空间 (即非零空间) 中的最佳判别投影, 可以用 (1) 式所示的 Fisher 准则求得;

W(N−T ): ∈ R(n−t)×c 是零空间中的最佳判别投影,可以用 (3)式求得. 典型的 LDA算法就是在 UT : 张

成的空间中求解, 而典型的零空间方法则是在 U(N−T ): 张成的空间中求解.

为了更好地将秩空间和零空间的判别信息融合起来,并且考虑到高维小样本问题中零空间的维数

往往远大于非零空间的维数, 我们对零空间的基进行线性组合, 构成一个维数较低的 “判别零空间”,

并且将它与秩空间组合起来.

判别零空间 令 Φ̃ = U:(N−T )W(N−T ): ∈ Rm×c, 组成 Φ̃ 的 c 个向量都在零空间中, 即都是由基矩

阵 U 后面的 n− t 个基张成. 也就是说这 c 个向量都可以由这 n− t 个基的线性组合表示, 因此它们

与前 t 个基都是正交的, 而相互之间不一定正交. 对 Φ̃ 做正交化,

Φ⊥ = Φ̃(Φ̃TΦ̃)−1/2.

由 Φ⊥ 张成的空间是零空间的一个子空间, 其维数低于零空间的维数 (c < (n− t)), 却含有零空间

中所有的 LDA 判别信息 (下面的公式给出了证明), 因此称为 “判别零空间”.

下面组合秩空间和判别零空间, 定义两个新变量 Φ 和 Ψ ,

Φ = [U:T , Φ⊥] =
[
U:T , Φ̃

(
Φ̃TΦ̃

)−1/2 ]
∈ Rm×(t+c),

Ψ =

[
WT :

(Φ̃TΦ̃)1/2

]
∈ R(t+c)×c.

新空间的基矩阵 Φ 是由原秩空间基矩阵 U:T 和判别零空间基矩阵 Φ⊥ 组合而成; 而矩阵 Ψ 则是

在原秩空间判别矩阵 WT : 的基础上添加了 c 个行向量. 可以证明, 此时的新空间基矩阵 Φ 以及矩阵

Ψ 包含了 U 空间中所有的判别信息, 如下面的公式所示:

Ŷ = ΨT(ΦTX) = (ΦΨ)TX =

(
[U:T , Φ̃(Φ̃

TΦ̃)−1/2]

[
WT :

(Φ̃TΦ̃)1/2

])T

X

= (U:T WT : + Φ̃)TX =
(
U:T WT : + U:(N−T )W(N−T ):

)T
X

=

(
[U:T , U:(N−T )]

[
WT :

W(N−T ):

])T

X = (UW )
T
X = WT

(
UTX

)
= Y. (16)

算法的流程如表 1 所示, 下面对我们的算法做一个简单的小结.

•首先,这个算法有效地较低了判别分析算法的空间复杂度,原空间的基矩阵 U 张成了 n维空间,

而新的基矩阵 Φ 张成的空间只有 t+ c 维, 其中 t 为秩空间的维数, c 为线性判别的类别数;

•其次, 相较于典型的线性判别分析算法和零空间算法, 我们的算法完整地利用了原空间中的所
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表 1 完全判别分析算法

Table 1 Complete discriminant analysis algorithm

Training Testing

Input: Input:

X ∈ Rm×n. Φ ∈ Rm×(t+c), Ψ ∈ R(t+c)×c, x ∈ Rm.

Output: Output:

Φ ∈ Rm×(t+c), Ψ ∈ R(t+c)×c. y ∈ Rc.

Step: Step:

1. In rank space→ U:T ,WT :. 1. Project x to space Φ: x′ = ΦTx ∈ Rt+c.

2. In null space→ U:(N−T ),W(N−T ):. 2. y = ΨTx′ = ΨTΦTx ∈ Rc.

3. Φ̃ = U:(N−T )W(N−T ): ∈ Rm×c.

4. Φ = [U:T , Φ̃(Φ̃TΦ̃)−1/2] ∈ Rm×(t+c).

5. Ψ =

[
WT :

(Φ̃TΦ̃)1/2

]
∈ R(t+c)×c.

有判别信息, 即非零空间的判别信息 WT : 和零空间的判别信息 W(N−T ): 都得到了保留.

4 实验结果

为了测试本文提出的完全判别分析算法的有效性, 我们在 Yale, ORL, AR[11] 等人脸数据库上做

了相关测试, 并与经典的子空间人脸识别方法 Eigenface, Fisherface 等算法做了比较.

Yale 人脸数据库中共有 165 幅图像, 分属 15 个人, 每人有 11 幅不同表情和光照条件的图像. 其

光照条件根据光源位置可划分为均匀、中心、左侧和右侧等. 除了表情与光照条件的差异外, 有些图

像还存在有或没有佩戴眼镜的差异. Yale 数据集的主要挑战是光照的变化.

ORL 人脸数据库包含有 40 个人的 400 幅图像, 每个人包含 10 幅图像. ORL 数据集的主要挑战

是人脸图像有 20 度之内的姿态变化.

AR 人脸数据库包含 126 个人的 3276 幅图像, 每个人包含 26 幅图像 (编号 a∼z). 在每个人的 26

幅图像中, a∼m是同一时间拍摄的, n∼z是 2周后拍摄的. AR 包含表情 (a∼d, n∼q)、光照 (e∼g, r∼t)

和遮挡 (h∼m, u∼z) 等大变化, 是一个很有挑战性的数据集.

我们对人脸图像做了简单的预处理,提取的特征为灰度和梯度联合向量 V [12],设人脸图像 I 的尺

寸为 W ×H , 则 V 的表达式为

vA(Hy + x) = I(x, y),

vG(Hy + x) = |∇I(x, y)| ,

v =

(
vA

vG

)
,

(17)

除了与两种经典的子空间人脸识别方法: 特征脸 “Eigenface” 和 “Fisherface” 两种算法进行比较

外, 我们还测试了完全判别分析与另外两种对比方法的实验结果. 即设置了完全判别分析算法在另外
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表 2 完全判别分析与相关算法的比较 (%)

Table 2 Comparing complete discriminant analysis with other algorithms(%)

Eigenface Fisherface Only rank space Only null space Complete discriminant analysis

Yale 83.72± 2.51 86.52± 3.25 88.48± 3.05 88.46± 3.18 92.49± 2.48

ORL 85.57± 2.92 89.73± 3.92 91.42± 2.71 94.72± 3.23 98.22± 1.51

AR 83.31± 3.27 86.42± 3.71 88.77± 2.90 89.29± 2.51 93.85± 1.17

表 3 完全判别分析算法性能与每个人训练样本数的关系 (%)

Table 3 The relationship between complete discriminant analysis algorithm’s performance and number of training samples

of each person(%)

6 8 10 12 14 16

Yale 75.25 83.02 86.24 89.17 90.05 92.50

ORL 82.36 87.92 89.33 92.72 97.22 97.45

AR 82.31 84.71 88.77 90.04 92.45 94.72

两种情况下 (分别为仅秩空间, 仅零空间) 的分类准确率.

1) 仅秩空间, 即首先由类内散度矩阵 Sw 的非零特征值对应的特征向量构建的秩空间中, 并在秩

空间中进行判别分析;

2) 仅零空间, 即首先由类内散度矩阵 Sw 的零特征值对应的特征向量构建的零空间中, 并在零空

间中进行判别分析.

我们将本文的算法以及相关对比算法在 Yale, ORL, AR 等人脸数据库上进行了对比实验. 在实

验中, 各算法的实验条件设置完全一致. 在测试并对比各算法时, 每个人脸库都是随机取一半人脸图

像作训练样本, 另一半作测试样本. 每个人脸库上的随机实验都各做了 10 组, 最终的统计结果如表 2

所示.

实验结果显示, 本文算法的性能与经典的子空间算法相比有较大的提升; 另外通过与仅在秩空间

中进行判别分析, 仅在零空间中进行判别分析这两种对比实验的比较, 可以看出本文的算法的准确率

较高, 在算法中为提升识别结果的相关转换处理是有效的.

另外我们通过表 3来显示完全判别分析算法的识别率随着参与训练样本的增加而变化的过程,即

完全判别分析算法的性能与参与训练的样本的个数之间的关系. 为了增加每一类样本的个数, 我们对

数据集中的原始样本做了预处理之后,进行了左右镜像操作.从表中可以看出,随着参与训练的人脸样

本个数的增加, 完全判别分析算法的性能也是随之提升的.

5 总结

基于线性投影的子空间判别分析方法目前是模式识别领域的主流方法之一,但是在 “高维小样本”

情况下, 即当样本数量较少且维数较高时, 子空间判别方法在分类识别中的应用受到了很多限制.

本文针对子空间判别分析算法中存在的降维舍弃空间的判别信息丢失问题,以及秩空间判别信息

与零空间判别信息难以融合的问题, 提出了完全判别分析算法.
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算法将秩空间和零空间的基矩阵进行了重新处理和组合,构建了一个新的判别空间以及该判别空

间中的判别矩阵. 算法的优点在于新构建的判别空间的维数较低,同时充分保留了全空间的判别信息;

而且流程简单, 计算代价较小.

通过在 Yale, ORL, AR等数据库上与其他子空间算法的对比实验,验证了本文提出的完全判别分

析算法有效地利用了全空间的判别信息, 是又一种有效的子空间判别分析算法.
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Complete discriminant analysis
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Abstract This paper proposes a complete discriminant analysis algorithm to solve the problem that existing

linear discriminative analysis algorithms always miss discriminant information when reducing dimensions, and

the problem that it is difficult to juggle discriminant information both in rank space and null space. This

algorithm makes full use of all discriminant information in all space, by constructing a new subspace and its

discriminant matrix. The dimension of the new subspace is low and the algorithm is simple and costless. The
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experimental results demonstrate that this algorithm has better performance and efficiency than traditional

discriminant analysis algorithms.

Keywords discriminant analysis, subspace, rank space, null space, face recognition
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