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摘要 本综述介绍七大千禧年问题之一的 BSD (Birch and Swinnerton-Dyer)猜想,以及它的重要研究

工具之一 Iwasawa 理论的相关背景. 之后分情形讨论人们对这个问题的研究方法和结果, 着重介绍最

近取得的进展.
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1 简介

本综述简要介绍 Iwasawa 理论和 BSD 猜想的背景理论和一部分近期进展, 以及它们的推广. 我

们主要介绍结果和大体的研究思路, 而不追求完全的精确, 并提供相应的参考文献给有兴趣的读者.

2 问题描述

数论中一个中心问题是, 研究解析 L- 函数的特殊值与算术对象之间的关系, 其中一个最经典的

问题即数域的类数公式.

2.1 类数公式

假设 K 是有理数域的有限扩张,记 hK 为它的理想类数. 记 L(K, s) (s ∈ C)为 K 的 Dedekind L-

函数. 它是 Riemann zeta 函数对数域的推广. K 的类数公式是如下等式:

ress=1L(K, s) =
2r1 · (2π)r2RegK · hK

wK

√
|DK |

, (2.1)
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其中 res 是留数, r1 和 r2 分别为 K 的实赋值和复赋值的个数, RegK 为 K 的正则子 (regulator), wK

是 K 中的单位根的个数, DK 是该数域的判别式.

2.2 BSD 猜想

BSD猜想是 Clay数学研究所在 2000年设立的悬赏百万美元求解的千禧年七大难题之一.它预测

了椭圆曲线的算术与它的 L-函数的解析性质之间的关系.椭圆曲线是三次方程 y2 = x3+ax2+ bx+ c

定义的光滑三次射影曲线 (记为 E), 其中 x 和 y 是变元, a、b 和 c 是系数. 本文假设 E 定义在有理

数域上, 也就是说定义方程的系数为有理数.

椭圆曲线蕴含着丰富的算术信息. 它的一个重要性质是, 其上的点构成一个交换群. 这个群结构

由坐标上的有理系数方程定义. 这个椭圆曲线上的有理点集 E(Q) 称为它的 Mordell-Weil 群. 根据

Mordell 的一个著名定理, 这是一个有限生成的交换群. 根据有限生成交换群的结构定理, 它的挠子群

E(Q)tor 的商群为有限秩 (记为 rMW, 称之为 E 的 Mordell-Weil 秩) 的自由群. 因此, 研究椭圆曲线的

Mordell-Weil 群本质上是研究二元三次不定方程的有理解. 这样就与数论中另一个古老的题目—研究

不定方程的解有着密切的关系.

另一方面, 从 E 出发, 我们能够定义一个 Dirichlet 级数 (记为 L(E, s)). 它由该椭圆曲线的局部

性质 (即在各个素数处的约化) 决定. 根据代数曲线的性质, 这个 Dirichlet 级数在 s 的实部充分大时

收敛为一个解析函数. 著名的 Taniyama-Shimura-Weil 猜想的一个等价表述是说, 这个解析函数能够

解析延拓为整个复平面上的全纯函数. 这一猜想已经被 Wiles [1]、Taylor 和 Wiles [2] 及 Breuil 等 [3]

证明而成为了一个定理, 其中 Wiles 在 1994 年对该猜想在半稳定椭圆曲线情形的证明推出了著名的

Fermat 大定理, 轰动了世界.

现在介绍 BSD 猜想. 它给出了 L(E, s) 在 s = 1 (该点称为 L- 函数的中心点) 附近的解析性质的

算术解释, 具体如下.

猜想 2.1 (BSD 猜想) (1) (猜想的秩部分) L(E, s) 在 s = 1 处的阶 (记为 r) 等于 E 的 Mordell-

Weil 秩 rMW.

(2) (完整 BSD 猜想) 我们有如下关于 L- 函数的首项 Taylor 系数的公式:

L(r)(E, 1)

r!ΩERE
=

♯XE,Q
∏

ℓ cℓ(E)

♯(E(Q))2tor
, (2.2)

其中 RE 为 E 的正则子, 它由 Mordell-Weil 群的高度配对的判别式给出 (一般是一个超越数); ΩE 是

椭圆曲线的周期 (一般也是一个超越数); 而XE,Q 是 Shafarevich-Tate 群 (由一阶的 Galois 上同调定

义),这是一个挠群, Shafarevich-Tate猜想这是一个有限群,然而,在一般情形,这是一个极其困难的猜

想; cℓ 是椭圆曲线在 ℓ 处的 Tamagawa 数—这是 E 的一个简单局部不变量.

BSD 猜想与数域的类数公式之间有一个很好的类比: Shafarevich-Tate 群对应于数域的理想类

群; Mordell-Weil 群对应于数域的整数环的单位乘法群; Mordell-Weil 秩 rMW 对应于上述单位群的秩

r1 + r2 − 1; 两种情形的正则子互为类比; Mordell-Weil 群的挠部分对应于数域中的单位根群. BSD 猜

想与类数公式一样, 都是揭示解析 L- 函数与算术对象之间一类广泛关系的特殊情形. 这是一种极其

深刻的关系.

2.3 Selmer 群

为了研究上述问题,一个初步的观察是,为了证明两个正有理数相等,只需要证明对所有的素数 p,
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等式两边的 p- 部分相等即可. 因此, 我们可以专注于研究问题的 p- 部分. 在问题的研究中, 有一类密

切相关的算术对象, 称为 p- 进 Selmer 群.

首先考虑类数公式的情形. 对于理想类群, 我们可以用 Galois 上同调的语言给出一个新的定义

(即 Selmer 群):

SelK(Qp/Zp) := Ker

{
H1(K,Qp/Zp) →

∏
v

H1(Kv,Qp/Zp)

H1
f (Kv,Qp/Zp)

}
,

这里 v 跑遍所有 K 的素理想; H1 是一阶 Galois 上同调; Qp/Zp 上的 Galois 群作用定义为平凡作用;

定义

H1
f (K,Qp/Zp) := Ker{H1(Kv,Qp/Zp) → H1(Iv,Qp/Zp)},

其中 Iv 为 v 的惰性子群. 根据类域论的基本定理, 容易看出上述定义的 Selmer 群典则同构于理想类

群的 p- 部分的对偶.

下面考虑 BSD 猜想的情形. 记 E[p∞] 为椭圆曲线的 p∞ 挠点的集合. 它作为交换群同构于两个

Qp/Zp 的直和, 并自带一个 Q 的 Galois 群的自然作用, 定义 E 的 p- 进 Selmer 群如下:

SelQ(E[p∞]) := Ker

{
H1(Q, E[p∞]) →

∏
v

H1(Qv, E[p∞])

H1
f (Qv, E[p∞])

}
,

其中 H1
f (Qv, E[p∞]) 定义为 Kummer 映射下 lim−→n

E/pnE 的像.

Selmer 群和 BSD 猜想的关系可以从正合列 0 → E(Q)⊗Qp/Zp → SelQ(E[p∞]) → XE,Q[p
∞] → 0

看出.如果XE,Q 是一个有限群 (即 Shafarevich-Tate猜想),那么从这个正合列可以看出 Mordell-Weil

群的秩应该等于 Selmer 群的秩.

注 2.1 事实上, 解析 L- 函数与 p- 进 Selmer 群之间的关系被 Bloch-Kato 推广到了非常一般的

情形. 这称为 Bloch-Kato 猜想 [4].

从某种意义上来说, 目前人们对 Selmer 群的研究已经比较系统化 (相对于 Mordell-Weil 群和

Shafarevich-Tate 群而言). 主要原因是, 在 Langlands 纲领的观点下, 与 L- 函数相联系的自守形式一

边与和 Selmer 群联系的 Galois 表示一边存在一种广泛的对偶关系. 因而, 人们能通过自守形式这一

强有力而具体的工具研究相应的 Bloch-Kato 猜想.

2.4 BSD 猜想的秩部分

由于 Gross-Zagier 公式和 Kolyvagin 的重要工作 [5–7], 在 r 6 1 情形, BSD 猜想的秩部分已经被

人们知道了. 此时存在一种系统的构造 Mordell-Weil 群元素的方法, 称为 Heegner 点. 他们的工作还

能推出, 此时完整 BSD 公式的左右两边都是正有理数. 然而, 当 r 大于等于 2 时, 人们知道的还非常

少. 此时人们甚至不知道 BSD公式的左边是否是代数数. 本文主要介绍秩为 0和 1时的完整 BSD公

式的研究.

3 Iwasawa 理论

Iwasawa 理论是研究 L- 函数与 Selmer 群之间关系在 pro-p 的域扩张塔下, 或者更一般地, 在 p-

进族下的性质.
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3.1 理想类群情形

为简单起见,记Q∞/Q为分圆 Zp域扩张.这是一个Galois扩张,相应的Galois群 Γ := Gal(Q∞/Q)

≃ Zp. 定义 Iwasawa 代数 Λ := Zp[[Γ]]. 根据定义知, 空间 SpecΛ 参数化了交换群 Γ 的所有特征.

在 20世纪 50年代, Iwasawa研究了理想类群在这个域扩张塔下的性质. 具体而言,在上述 Selmer

群的语言下, 他考虑了 SelQ∞ := lim−→Q⊂Qn⊂Q∞
SelQn(Qp/Zp),其中过渡 (transfer)映射由限制映射给出.

再定义它的 Pontryagin 对偶 XQ∞ := HomZp(SelQ∞ ,Qp/Zp). 这些群都自带一个 Galois 群 Γ 的自然作

用, 从而, XQ∞ 是 Iwasawa 代数 Λ 上的一个模. 由理想类群的有限性可以证明, 这个模是有限生成的.

在解析一边, 存在一个元素 Lp ∈ Λ, 称为 Kubota-Leopoldt p- 进 L- 函数. 在 ϕ ∈ SpecΛ 对应 Γ

的有限阶特征 χϕ 时, 它插值了上述的 Hecke 特征 χϕ 的 Dirichlet L- 函数在 s = 0 处特殊值的代数部

分. 由数域的类数公式出发, Iwasawa 提出了如下的猜想, 称为 Iwasawa 主猜想.

猜想 3.1 上述模 X 是 Λ 上的挠模, 并且该挠模的特征多项式正好由 p- 进 L- 函数 Lp 给出.

这里的特征多项式是刻画 Λ- 模的大小的一个量. 这是 Iwasawa 主猜想在最基本的情形的表述.

它比类数公式蕴含着更精细的信息 (即 Λ 模结构).

此后,这一猜想的叙述还被推广到了一般的全实域上. 相应的 p-进 L-函数由 Deligne-Ribet构造

出来 (参见文献 [8, 9]).

3.2 椭圆曲线和模形式情形

在 Iwasawa 之后, Mazur 把 Iwasawa 的思想应用在研究椭圆曲线的算术当中. 与此前一致, 记

E/Q 为定义在有理数域上的一个椭圆曲线. 对于椭圆曲线, 相应的 Iwasawa 理论更为复杂. 首先假设

E 在素数 p处的约化是好的,也就是说该约化依然是一个 (光滑的)椭圆曲线.考虑 E 在 p处的 Hecke

多项式 X2 − apX + p = 0, 其中 ap = 1 + p− ♯E(Fp).

定义 3.1 称 E 在 p 处是正规的, 如果上述的 Hecke 多项式的根中有一个与 p 互素, 或者等价

地说, 如果 ap 与 p 互素.

假设 E在 p处正规. 类似地,对前述的 Qn,可定义 E对应该数域的 Selmer群,记为 SelQn(E[p∞]).

同样地可以定义 SelQ∞(E[p∞]) = lim−→n
SelQn(E[p∞]).我们依然定义 XQ∞ 为 SelQ∞(E[p∞])的 Pontrya-

gin 对偶. 一个简单的事实是, XQ∞ 是 Λ 上的有限生成模.

另一方面,在解析一边,根据 Taniyama-Shimura-Weil猜想, E 对应于一个权为 2的自守尖形式 (a

cusp form). 对此, 文献 [10] 构造了相应的 p- 进 L- 函数, 记为 LE,p. 当 χϕ 跑遍 Γ 的有限阶特征时,

它插值了 L- 函数特殊值 L(E,χϕ, 1) 的代数部分.

Mazur 提出了椭圆曲线情形的 Iwasawa 主猜想如下.

猜想 3.2 假设 E 在 p 处的约化是好的并且正规的, 那么 XQ∞(E[p∞]) 是 Λ 上的一个挠模. 它

的特征多项式由 LE,p 给出.

Mazur 还证明了如下的定理 (称为 Mazur 控制定理).

定理 3.1 保持上述猜想中的假定. 如果 Iwasawa 主猜想成立, 并且 L(E, 1) 不等于 0, 那么完整

BSD 猜想的 p- 部分成立.

事实上, 此后 Iwasawa 理论的陈述由 Greenberg 做了更进一步的推广. 这里简单介绍正规椭圆模

形式的情形 (这是椭圆曲线情形的推广). 假设 f =
∑∞

n=1 anq
n 是一个权为 k 的尖模形式,并假设它是

Hecke代数作用下的特征形式 (eigenform). 设 L为 Qp 上的有限扩张,包含 f 的所有 Fourier系数 an.

根据 Eichler、Shimura 和 Deligne 的工作, 存在一个对应的 Galois 表示 ρf : GQ → GL2(L). 记这个两
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维的表示空间为 V . 可以证明存在 V 中一个在 GQ 作用下稳定的格 T (T 是 OL 上的一个秩为 2 的

自由模). 假设 f 在 p 处是正规的, 也就是说, 假设 ap 与 p 互素.

与椭圆曲线的情形类似,我们可以用表示空间 V/T 代替 E[p∞],定义 Q上和 Q∞ 上的 Selmer群,

以及它的 Pontryagin对偶 XQ∞(V/T ). 此时,由于已经没有 Kummer映射,我们需要另外给 Selmer群

定义局部条件, 详细的定义参见文献 [11, 第 3.3 小节].

在解析方面, 对于 f , 存在 Manin-Vishik 的 p- 进 L- 函数 Lf,p. 从而类似地也可以陈述相应的

Iwasawa 主猜想: XQ∞(V/T ) 是 Λ 上的挠模, 并且它的特征多项式由 Lf,p 给出.

注 3.1 在上面的理论中, 对椭圆曲线或者模形式的正规性假设是非常重要的. 没有这个假设,

相应的 p-进 L-函数就不在 Iwasawa代数里面. 另一方面,如果简单地取对每个 Qn 的 Selmer群的正

向极限的 Pontryagin 对偶, 那么得到的 Λ- 模也不一定是挠模. 所以, 在非正规情形下, 必须对这套理

论做一些修改.

4 研究方法和结果

对于 Bloch-Kato 猜想和 Iwasawa 理论的研究, 大体上有两种不同的方法: (1) Euler 系的方法, 主

要用来证明猜想中 Selmer 群的上界; (2) 自守形式 (所谓 Eisenstein 同余的方法, 即研究 Eisenstein 级

数与尖形式之间的同余), 主要用来证明猜想中 Selmer 群的下界.

4.1 正规情形

对于理想类群的情形, 由于我们知道古典的类数公式, 为了证明 Iwasawa 主猜想, 实际上只需要

证明 Selmer 群的上界或者下界中的一个即可. 对于有理数域的情形, 相应的主猜想由 Mazur-Wiles 通

过研究 Eisenstein 同余的方法得到证明. 后来 Wiles 改进了证明方法, 得到了对于一般的全实数域的

情形. 另外, 在有理数域上的情形, Thaine [12] 发现分圆单位能够用来构造 Euler 系, 从而能够给出 Q
上的 Iwasawa 主猜想的另外一个证明.

另外一种重要的情形是所谓的复乘 (complex multiplication, CM) 的情形. 设 K 为一个虚二次域.

这一情形研究的是 K 上的 Hecke 特征的 Iwasawa 理论. 这一情形也可以用来研究带复乘的椭圆曲线

的 BSD 猜想. 由于依然对应一维的 Galois 表示, 此时只需要证明 Selmer 群的某一个界 (上界或者下

界) 即可. Rubin [13, 14] 研究了另外一类 Euler 系, 称为 “椭圆单位” 的 Euler 系, 并由此证明了虚二次

域情形的 Iwasawa 主猜想. Rubin 的工作借鉴了此前 Thaine 和 Kolyvagin 的工作, 以及 Coates-Wiles

对秩为 0 的复乘椭圆曲线的研究, 并把 Euler 系的工具公理化地抽象出来, 写成了一本专著 [15], 将

这个工具应用到了不同的框架下. 近几年来, 田野和他的合作者们在复乘椭圆曲线的 Iwasawa 理论和

BSD 猜想的研究中又有了更进一步的发展. 有兴趣的读者可以参看田野本专辑的文章以及相关文献.

本文主要讨论非复乘的情形. 对于模形式对应的 Galois 表示, Kato [16] 利用模曲线上的 K 理论,

从其上具体构造的 Siegel 单位出发, 再利用 p- 进 Hodge 理论构造出一类 Euler 系, 称为 Kato 的 zeta

元素.这个 Euler系能够放入 Rubin的公理化框架中, 并能得出相应模形式对应 Galois表示的 Selmer

群的上界. 一个值得指出的地方是, Kato利用它的 zeta元素给出了一个 Iwasawa主猜想的表述,并不

需要用到 p- 进 L- 函数, 同时也不需要假设模形式在 p 处正规.

我们着重解释 Selmer 群的下界的证明方法, 即研究 Eisenstein 同余. 它源于 20 世纪 70 年代

Ribet [17] 的一个先驱性的工作 (称为 Ribet 引理). 我们先把主要的论证步骤总结如下. 假设我们需要
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研究某个群 G 对应的自守表示 π 的 Iwasawa 理论.

第 1 步 找出一个更大的群, 使得 G 能够实现为这个大群的一个 Levi 子群. 从这个 G 上的自

守表示 π 出发, 利用 Langlands 的理论在大群上构造出一族 Eisenstein 级数. 这里指 Hida 族. 通过

Langlands 和 Shahidi 的计算, 得出这族 Eisenstein 级数的常数项由 π 对应的 p- 进 L- 函数给出.

第 2 步 证明构造出来的这族 Eisenstein 级数是 “本原的” (primitive) (具体来说, 就是跟需要研

究的 p- 进 L- 函数 “互素”). 这项信息, 结合第 1 步关于常数项的结论, 告诉我们模掉 (modulo) 要研

究的这个 p- 进 L- 函数, 这族 Eisenstein 级数同余于某一族大群上的尖形式 (cusp form). 这一步往往

是最技术性的一步, 需要很多的技巧和想法.

第 3 步 利用 Langlands对应中的结论,把上述同余翻译到 Galois表示这边: Eisenstein级数对应

于可约的 Galois表示,它的其中一个不可约部分刚好是 π 对应的 Galois表示;而尖形式对应的 Galois

表示则比 Eisenstein 级数对应的更加不可约. 根据第 2 步中的同余, 我们能够得到对应 Galois 表示的

同余. Ribet的引理能够被推广到一个纯 Galois表示理论的构造,称为 “格构造” (lattice construction),

告诉我们, 从可约和不可约 Galois 表示的同余能够构造出足够多 Selmer 群里的元素 (因为它们可以

看成 Galois 表示的扩张类), 从而证明出 Iwasawa 主猜想中 Selmer 群的下界.

读者可能已经注意到, 上述的步骤中要用到 p- 进 L- 函数, 从而需要假设自守形式正规. 另一方

面, 第 3 步中的 “格构造” 也需要相应的 Galois 表示满足正规情形所具有的类似性质.

这方面的早期工作包含 Mazur-Wiles和Wiles对 Q和全实域的主猜想的证明. 这里 G取成 GL1,

而更大的群则取成 GL2. 在这一情形, 上述的第 2 步变得比较简单, 因为 GL2 的 Eisenstein 级数的

Fourier 系数计算已经理解得非常清楚.

近期的工作中最重要的一个应是 Skinner 和 Urban [11] 对于 p 为奇素数时正规模形式情形对

Iwasawa主猜想的证明. 上述的 G取酉群 U(1, 1),而大群则选择秩为 4的酉群 U(2, 2). 选取的原因是,

U(1, 1) 的自守形式和 GL2 椭圆模形式大致相同. 而一般的酉群上的 Langlands 对应人们已经了解得

很清楚 (由 Michael Harris 的 “书本项目” 以及吴宝珠对基本引理的证明). 这篇长达 277 页的文章非

常的技术性, 通过大量的对 U(2, 2) 上 Eisenstein 级数的 Fourier 系数的计算完成上述总结的第 2 步.

这与此前对一维情形的证明大不相同.

除此之外, 还有 Hsieh [18] 对一般的复乘域 (即一般的全实域上的虚二次扩张) 的 Iwasawa 主猜

想的证明. 这时, G 取的是一维酉群 U(1), 而大群则取 U(2, 1). 这个群不是拟分裂的. 因而需要计算

Fourier-Jacobi 系数 (而不仅仅是 Skinner-Urban 情形的 Fourier 系数). Hsieh 的结果推广了 Rubin 的

工作.

4.2 非正规情形

我们讨论非正规的模形式的 Iwasawa 理论. 由于技术上的困难, 我们依然假设 p 是一个奇素数.

首先考虑超奇异 (supersingular) 的椭圆曲线 E/Q 的情形. 根据代数曲线的 Weil 界, 我们得出, 如果

E 在 p 处有超奇异约化, 并且 p 至少是 5, 那么就有 ap = 0. 首先讨论 ap = 0 的情形. 此时椭圆曲线

在 p 处的 Hecke 多项式的两个根分别为 α 和 β = −α, α =
√
−p. 记 f 为椭圆曲线对应的权为 2 的尖

形式. 我们需要考虑 f 的自守表示中在 Up-Hecke 作用下的特征向量. 记它们为 fα 和 fβ .

在解析一边, 对于 fα 或者 fβ , 根据 Amice-Velu 的构造, 依然可以得到 p- 进 L- 函数 Lfα 和 Lfβ .

不过它们都不是 Iwasawa 代数中的元素, 而是在更大的一个环中 (即刚性几何中满足单位开圆盘上满

足某种增长条件的函数空间). Pollack [19] 对于这一现象的解决方案如下. 他考虑了 Lfα 和 Lfβ 的线
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性组合 Lfα ± Lfβ . 此外, Pollack 还考虑了 “半 p- 进的 Log 函数” 如下 (作为在单位开圆盘上收敛的

形式幂级数):

log+p (1 +X) =
1

p

∞∏
m=1

Φ2m(1 +X)

p
, log−p (1 +X) =

1

p

∞∏
m=1

Φ2m−1(1 +X)

p
,

其中 Φn 指阶数为 pn 的分圆多项式. 我们有 p2 log+p (1 +X) log−p (1 +X) = logp(1 +X), 即是通常定义

的 p- 进 Log 函数.

通过比对 Amice-Velu的 p-进 L-函数的插值公式, Pollack发现 Lfα ±Lfβ 分别被 log±p (1+X)整

除. 此外, 将这个因子 (在刚性函数空间内) 除掉以后, 得到的商就落在 Iwasawa 代数里面 (这可以通

过研究这些刚性函数的增长性质得出). Pollack 称之为 ± p- 进 L- 函数 L±
E,p.

在算术一边,人们也希望能够得到对应的类似 Pollack的 ±理论.这由日本数学家 Kobayashi [20]解

决. 他通过研究 Lubin-Tate群在 p处的局部理论,定义了在分圆域扩张塔中椭圆曲线的所谓 ±-Selmer

群,记为 XE,± (这样得到的 Selmer群比通过 Kummer映射的像定义的 Selmer群更小). Kobayashi提

出了一个 ± 主猜想如下.

猜想 4.1 XE,± 是 Λ 上的挠模, 并且它的特征多项式正好由 L±
E,p 给出.

Kobayashi 还证明了他的 + 主猜想与 − 主猜想是等价的, 均等价于 Kato 的主猜想 (回顾 Kato

的主猜想并不需要假设正规性).

接下来讨论这一猜想的证明. 我们希望通过研究某种 Eisenstein同余来证明 Selmer群的下界. 不

过由前所述, 我们并不能简单地沿着 Skinner 和 Urban 的证明思路进行. 为了解释我们的证明思路

(参见文献 [21]), 首先需要一些关于 Greenberg 的工作的背景理论 (参见文献 [22]).

考虑一个 GQ 的 p-进 Galois表示 V ,并记它的秩为 d. 记 c ∈ GQ 为复共轭元素.记 d± 为 V 在 c

作用下特征值为 ±1 的子空间维数. 假设 V 作为 GQp 的表示在 p- 进 Hodge 理论意义下是 de Rham

的, 从而也是 Hodge-Tate 的. 因此存在 Hodge-Tate 分解 V ⊗ Cp ≃ ⊕iCp(i)
hi , 其中括号中的 i 表示

第 i 个 Tate 扭 (twist), 而 hi 为重数. 我们做如下 p- 进临界性假定 (Deligne 意义下): (1) 假设 d+ 等

于
∑

i>0 hi. 此外, Greenberg 还假设了如下的 Panchishkin 条件: (2) 假设存在一个 V 的 d+ 维子空间

V +, 使得 V + ⊗ Cp =
∑

i>0 Cp(i)
hi . 我们讨论如下的例子, 这对非正规 Iwasawa 理论的研究至关重要.

考虑一个权为 k 的尖形式 f , 以及一个权为 k′ 的假设为正规的复乘模形式 g. 考虑 f 和 g 的

Rankin-Selberg积,并做适当的 Tate扭使得相应的 L-函数特殊值是 Deligne意义下的临界值 (critical

value). 考虑下面两种情形:

情形 1 假设 k > k′, 此时可以验证这个 Rankin-Selberg 积满足 Panchishkin 条件当且仅当 f 为

正规.

情形 2 假设 k′ > k, 此时这个 Rankin-Selberg 积总是满足 Panchishkin 条件, 无论 f 正规与否.

Greenberg的重要思想是说,只要一个 Galois表示满足 Panchishkin条件,那么它的 Iwasawa理论就与

正规情形类似. 具体而言, 相应的 p- 进 L- 函数 (如果存在的话) 就是 Iwasawa 代数里的元素. 另外相

应的分圆域扩张塔上的 Selmer 群的正向极限的 Pontryagin 对偶 X 是 Iwasawa 代数上的挠模. 同时,

也可以陈述相应的 Iwasawa 主猜想: X 的特征多项式是由该 Galois 表示的 p- 进 L- 函数给出.

我们证明的主要工具即是上面例子中的情形 2. 我们取一个辅助性的虚二次域 K, 令 f 为 E 对

应的权为 2 的尖形式, 而 g 为对应 K 的复乘模形式. 假设 p 在 K 分裂, 从而, g 在 p 处自动为正规.

假设 g 的权大于 2, 从而对于这个 Rankin-Selberg 积, Greenberg 的 Panchishkin 条件总是成立, 并可

以陈述 Iwasawa 主猜想.
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我们论证的第 1 步是, 证明这个 Rankin-Selberg 积的 Iwasawa 主猜想中 Selmer 群的下界 (参见

文献 [23]). 证明方式是通过研究 U(3, 1) 的 Eisenstein 同余. 注意, 我们选的秩为 4 的酉群与 Skinner

和 Urban 选择的 U(2, 2) 具有不同的指标. 这样做的原因是, U(3, 1) 的 Eisenstein 级数的常数项对应

的 L- 函数对应上面例子中的情形 2, 而 U(2, 2) 则对应例子中的情形 1. 这也说明了为什么在 U(3, 1)

的情形中, 我们不需要假设 f 是正规的; 而在 Skinner 和 Urban 的证明里, 正规性的假设是非常重

要的.

下面回到 Kobayashi 的 ± 主猜想. 表面上看来它与 Greenberg 的主猜想在形式上非常不一样. 为

了把它与上面的情形 2 的主猜想联系起来, 我们需要一个桥梁. 因此考虑另外一种 Euler 系, 即所谓

的 Beilinson-Flach 元素 Euler 系. 它对应两个模形式的 Rankin-Selberg 积. 这个 Euler 系由 Lei 等 [24]

做了系统的研究. 另一方面, Kings 等 [25] 研究了 Beilinson-Flach 元素的精确互反律, 给出了这些元素

在复的和 p- 进的正则子映射下的像与 Rankin-Selberg L- 函数之间的关系. 与 Kato 的 zeta 元素不同

的是, 如果考虑在分圆域扩张塔下的极限, Kato 的元素在相应 Galois 表示的 Iwasawa 上同调里面, 而

Beilinson-Flach元素存在的空间则需要在分母上加上一些 p的次幂,也就是说, 在域扩张塔下, 它对应

的类不是 p- 进有界的. 然而恰恰由于 Beilinson-Flach 元素的这一性质, 才使得 ± 的主猜想能够等价
于上述情形 2 中的 Greenberg 主猜想—我们仿照 Pollack 的 ± p- 进 L- 函数的构造, 但是对 fα 和 fβ

对应的 Beilinson-Flach 元素做一个类似的平均, 然后除掉前述的 log±p 函数. 可以证明我们能得到 p-

进有界的上同调类, 我们称之为 ± Beilinson-Flach 类. 之后, 我们通过一些局部理论的研究, 可以构造

两个 p- 进的正则子映射. 结合此前提到的 Kings-Loeffler-Zerbes 的精确互反律的研究, 我们能够证明

± Beilinson-Flach元素这个整体上同调类在上述两个正则子下,分别映到 ±主猜想和 Greenberg主猜

想对应的 p- 进 L- 函数. 我们应用这一信息以及 Poitou-Tate 整体对偶定理 (参见文献 [15, 第 1.7 小

节]), 可以得到 ± 主猜想和上面情形 2 的 Greenberg 主猜想中的 Selmer 群的下界是基本互相等价的.

这样结合第 1 步就完成了证明.

上面假设了 ap = 0. 然而当 p < 5 时, ap 可能不等于 0. 这时的局部理论更为复杂. 对此, Sprung

发展了一套 ♭/♯ 理论, 推广了之前的 ±- 理论, 并证明了此时相应的 ♭/♯ 主猜想等价于 Kato 的主猜想.

沿着上述的思路, Sprung [26] 证明了这个 ♭/♯ 主猜想.

这个结果对 BSD 猜想有着重要的推论. 利用 Kim [27] 证明的 Selmer 群控制定理 (Mazur 控制定

理的一个变化形式), 以及 Kobayashi [28] 对 p- 进 Gross-Zagier 公式的工作, 它能用来证明在秩为 0 和

1 时超奇异素数处的 BSD 公式 (注意, 当秩为 1 时, 需要用到 Perrin-Riou 的一个早期结果, 即关于超

奇异素数时的 p- 进 height 配对是非零. 这一结论在正规素数时还不知正确与否. 因此, 正规情形秩为

1 时, Iwasawa 主猜想不能推出 BSD 公式).

另外一个由此引出的重要结果是关于完整 BSD 猜想, 即我们现在能够证明对很多非复乘椭圆曲

线的二次扭无穷族, 完整 BSD 猜想成立 (即对所有 p, 该椭圆曲线 BSD 猜想的 p- 部分成立). 在此之

前, 对于非复乘椭圆曲线, 人们只能对有限多个验证完整 BSD 猜想 (办法是用计算机逐个验证). 我们

的结果是这方面第一个一般的理论结果. 注意到此时我们必须考虑 p = 2 的情形. 此时, 文献 [29, 30]

证明了某些特殊无穷族中 BSD 公式的 p- 部分.

4.3 秩为 1 的 BSD 公式

本小节介绍关于秩为 1 时的 BSD 公式的近期进展. 我们主要介绍两方面的工作.

第一个是 Zhang [31] 的工作, 他通过证明 Kolyvagin 猜想的一些情形推出了正规情形秩为 1 的
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BSD 公式. 与之前类似, 记 K 为一个辅助选取的虚二次域. Kolyvagin 的猜想是说, 由 Heegner 点构

造的 Kolyvagin 系 (与 Euler 系密切相关的一个类似概念) 被 p 整除的最大方幂由在 K 中分裂的素

数处的局部 Tamagawa 数的乘积给出. Zhang 的证明方法是, 先通过 Bertolini 和 Darmon 发展的一

套利用阶群提升 (level raising) 的同余的办法, 一步步地降低 Selmer 群的秩, 然后化归为一个 Selmer

群为平凡的情形. 之后利用秩为 0 情形的 BSD 公式作为一个信息输入, 利用他证明的在阶群提升中

Kolyvagin 系的同余的结果, 倒回去推出初始时的 Kolyvagin 系是 mod p 非零的 (在他的假设下, 这个

方幂是 0), 从而推出 Kolyvagin 猜想. 而相应的 BSD 公式是 Kolyvagin 的理论的一个推论.

第二个是 Jetchev 等 [32] 的一项合作工作. 它与 Zhang 的证明走的是完全不同的思路. 在这个证

明中, 正规情形和非正规情形能够得到统一证明. 大体步骤如下: 首先利用 Gross-Zagier 公式, 可以

把 BSD 公式化归为证明 Heegner 点的指标与 Shafarevich-Tate 群的大小之间的等式; Bertolini 等 [33]

(Bertolini-Darmon-Prasanna, 以下简称 BDP) 证明了一个公式, 把 Heegner 点在 p- 进正则子下的像

表述为上一节中提到的 p- 进 L- 函数的一个特殊值 (为了方便起见, 我们把这个 p- 进 L- 函数称为

BDP p- 进 L- 函数); 另一方面, 我们之前对 BDP 情形证明了相应的 Iwasawa 主猜想的一个界. 从这

可以得出 BDP p- 进 L- 函数的特殊值和相应的 Selmer 群之间的等式. 利用 Bertolini 等 [33] 的公式和

Poitou-Tate 整体对偶 (用以比较 BDP 情形和原始情形的两个不同 Selmer 群), 上述等式可以转化为

Heegner 点的指标与 Shafarevich-Tate 群之间的等式. 而这正是我们所需要的.

最后简要介绍其他已有的和正在进行中的研究:

(1)对于乘性 (multiplicative)约化的椭圆曲线, Skinner [34] 证明了相应的 Iwasawa主猜想.证明方

式是用 Skinner 和 Urban 对正规好约化情形的一个简单修改 (注意到此时椭圆曲线依然是正规的, 因

为 ap = ±1). 这就推出了在这些素数中秩为 0 时的 BSD 公式.

(2) 同样在乘性约化的情形, Castella [35] 仿照上述我们和 Jetchev、Skinner 的方法, 证明了秩为 1

时候的 BSD 公式.

此外我们还证明了对一般权的模形式的 Iwasawa主猜想 [36]. 此时我们需要用到另外的局部理论.在一

项正在进行的合作中,我们和 Jetchev、Skinner把之前对椭圆曲线秩为 1时的 BSD公式也推广到了一

般权的模形式上. 我们还有一些项目研究当椭圆曲线或者模形式在 p 处存在坏的分歧 (ramification)

时的 BSD 公式.

总结起来, 对于奇素数 p, 我们已经有了一套系统性的理论证明秩为 0 和 1 情形的模形式的 BSD

公式的 p- 部分. 我们的结果仍然需要做一些假定, 并不能像复乘情形做得那么完备. 对于 p = 2 的情

形, 由于 Iwasawa 理论中的技术困难, 我们知道的还比较少. 目前只对某些特殊的族有一些结果.
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Iwasawa theory and BSD conjecture

Xin Wan
Abstract In this survey article, we introduce the backgrounds for BSD (Birch and Swinnerton-Dyer)
conjecture—one of the seven millennium problems, and Iwasawa theory, which is a main tool of the study of
BSD conjecture. Then we discuss the methods and results to study them, focusing on recent progress.
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