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摘要 本文研究具有双稳非线性性质和非局部扩散的 Lotka-Volterra 竞争模型行波解的速度. 首先

根据单稳子系统的渐近传播速度得到双稳波速的取值范围. 其次, 不需要对系统参数限定条件, 仅根

据双稳行波解在两个稳定平衡点附近的渐近性质证明双稳波速的唯一性. 进一步, 建立双稳波速与

波方程特定上下解波速的比较原理. 具体地, 为了确定或者控制双稳波速的符号 (即行波的传播方

向), 本文利用驻波或几乎驻波的衰减率构造测试函数, 在给定的系统参数集内使得这些测试函数成

为波方程的上下解, 从而确定波速的符号. 本文研究结果深刻地洞察到如何通过调节系统参数去确定

或控制双稳波的传播方向, 进而预测或控制生物竞争结果, 使得波的传播现象研究具有重要的生物学

意义.
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1 引言

非局部扩散衡量和刻画大区域的扩散或传播效应, 而扩散只描述邻近区域的平均扩散效果, 因此,

非局部扩散方程有时比扩散方程更能准确地模拟现实场景 (参见文献 [1–3]). 在过去的二十多年里,非

局部扩散方程出现在各个学科领域, 如种群生物学、流行病学、相变和神经网络中的信号传播等 (参

见文献 [4–11]). 在种群生物学中 [3], 假设 I(t, x) 是时间 t 和位置 x 处物种的密度, 而 J(x− y) 是物种

从位置 y 到位置 x 的概率分布, 则卷积 (J ∗ I)(t, x) =
∫
RN J(x− y)I(t, y)dy (N 是一个正整数) 表示物

种个体从所有其他地方到达位置 x 的比率. 同样, −I(t, x) = −
∫
RN J(y − x)I(t, x)dy 是它们离开位置

x 前往所有其他位置的比率. 因此, 表达式 J ∗ I − I 表示物种密度通过非局部扩散方式增加的净增长

率, 该表达式还可以基于随机运动和相变理论推导出来 (参见文献 [1, 12]).
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考虑下面的非局部扩散 Lotka-Volterra 竞争模型:
∂u(t, x)

∂t
= d1[(J1 ∗ u)(t, x)− u(t, x)] + r1u(t, x)[1− u(t, x)− a1v(t, x)],

∂v(t, x)

∂t
= d2[(J2 ∗ v)(t, x)− v(t, x)] + r2v(t, x)[1− v(t, x)− a2u(t, x)].

(1.1)

该模型被用于描述具有空间各向同性非局部扩散并争夺相同资源的两个物种的增长,参见文献 [13–16].

这里, u(t, x) 和 v(t, x) 分别是 u 和 v 在时间 t 和位置 x ∈ R 处的种群密度. 参数 di 是扩散系数, ri 是

固有出生率, ai 是竞争系数, i = 1, 2, 且所有参数都取正值. 非局部扩散项 Ji ∗ I 的表达式为

(Ji ∗ I)(t, x) =
∫
R
Ji(y)I(x− y, t)dy, i = 1, 2, 其中 Ji : R → R.

对于单稳情形, 即 a1 < 1 < a2, 系统 (1.1) 已经被广泛研究. 例如, 文献 [17–22] 研究了行波解的存在

性、稳定性、单调性和最小波速, 文献 [23,24] 研究了行波解的传播速度, 文献 [20] 研究了入侵整体解.

对于双稳情形, 即

a1 > 1, a2 > 1, (1.2)

目前研究并不多, 主要是由于双稳非线性性质和非局部扩散共存给研究带来许多困难. 但是, 对于经

典的双稳反应扩散 Lotka-Volterra 系统, 有许多研究成果, 可参见文献 [25–31]. 在条件 (1.2) 下, 系统

(1.1) 有 4 个常数平衡点

e0 = (0, 0), e1 = (0, 1), e2 = (1, 0), e3 =

(
a1 − 1

a1a2 − 1
,
a2 − 1

a1a2 − 1

)
. (1.3)

它们作为 (1.1) 的动力学系统 ut = r1u(1− u− a1v),

vt = r2v(1− v − a2u)
(1.4)

的平衡点时, 容易验证 e1 和 e2 是稳定的, 而 e0 和 e3 是不稳定的. 为了简化叙述, 令系统 (1.1) 的参

数分别为 d1 = 1, d2 = d, r1 = 1, r2 = r, 从而得到如下形式的模型:
∂u(t, x)

∂t
= [(J1 ∗ u)(t, x)− u(t, x)] + u(t, x)[1− u(t, x)− a1v(t, x)],

∂v(t, x)

∂t
= d[(J2 ∗ v)(t, x)− v(t, x)] + rv(t, x)[1− v(t, x)− a2u(t, x)].

(1.5)

再继续使用变换 ϕ = u, ψ = 1− v, 将系统 (1.5) 变为合作系统
∂ϕ

∂t
= [(J1 ∗ ϕ)− ϕ] + ϕ(1− a1 − ϕ+ a1ψ),

∂ψ

∂t
= d[(J2 ∗ ψ)− ψ] + r(1− ψ)(a2ϕ− ψ),

(1.6)

则初始数据为

ϕ(0, x) = ϕ0(x) = u(0, x), ψ(0, x) = ψ0(x) = 1− v(0, x), ∀x ∈ R.
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系统 (1.6) 的动力学系统为 ϕ′ = ϕ(1− a1 − ϕ+ a1ψ),

ψ′ = r(1− ψ)(a2ϕ− ψ),
(1.7)

且 (1.3) 中的 4 个平衡点相应地变为

α1 = (0, 1), o = (0, 0), β = (1, 1), α2 =

(
a1 − 1

a1a2 − 1
,
a2(a1 − 1)

a1a2 − 1

)
,

即为系统 (1.6) 的常数定态解.

系统 (1.6) 的双稳行波解是指连接两个稳定的平衡点 o 到 β 且具有如下形式的解:

(ϕ, ψ)(x, t) = (Φ,Ψ)(z), z = x+ ct,

其中双稳波速 c ∈ R, (Φ,Ψ)(z) 满足[(J1 ∗ Φ)− Φ]− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) = 0,

d[(J2 ∗Ψ)−Ψ]− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) = 0
(1.8)

和边界条件

(Φ,Ψ)(−∞) = o, (Φ,Ψ)(∞) = β. (1.9)

本文总是假定 (1.2) 成立, 这意味着 (1.6) 是双稳系统. 令内核函数 Ji : R → R+ (i = 1, 2) 满足下

面假设:

(A1) Ji ∈ C(R), 对于 x ∈ R, Ji(x) = Ji(−x), 且
∫
R Ji(y)dy = 1;

(A2) 对于任意的 λ ∈ R, 有
∫
R Ji(y)e

λydy <∞.

Zhang 等 [16] 研究了具有非零波速的双稳行波 (如果存在) 的渐近性质, 并证明了非零波速的唯

一性. 本文的目的是, 证明双稳行波解的存在性; 确立双稳行波解的夹逼定理, 并用其对 (1.6) Cauchy

问题的解进行估计; 证明双稳波速的唯一性及其取值区间; 最重要的是确定双稳波速的符号. 双稳波

速符号科学地表示了双稳行波的传播方向, 进而揭示了两个稳定平衡态的竞争结果. 本文完成后不久,

Zhang和 Zhao新发表的论文 [32]研究了初值问题解的适定性和传播性质,以及双稳行波解的存在性、

全局稳定性和唯一性. 本文原稿中关于双稳行波的存在性和夹逼定理的证明与文献 [32] 的证明相似,

因此删除这部分的证明并直接引用他们的结果. 但是, 对于双稳波速的唯一性证明, 本文给出了更好

的思路, 以至于可以去掉文献 [32] 中需要的条件 (H2), 即

(H2) d1 > r1 +
1
2 (r1a1 + r2a2) 和 d2 > r2 +

1
2 (r1a1 + r2a2) (参见文献 [32, 推论 3.9]).

本文还建立了双稳波速取值的区间估计. 除此之外, 本文解决了极具挑战性的问题—如何确定双

稳波速符号. 结果表明, 要确定或控制行波传播方向, 可以使用几乎驻波 (速度几乎为 0 的波) 的衰减

率来构造测试函数, 通过调整系统参数使该函数成为系统的上解或下解即可. 由于测试函数的选择非

常灵活, 使得本文的方法易应用于确定动力学系统中两个双稳态的竞争结果, 进而预测两个物种中哪

个更具有竞争优势.

本文余下内容的组织如下: 第 2 节给出需要用到的符号、定义和引理, 并确定双稳波速的取值范

围. 第 3 节首先研究双稳行波解的渐近性质, 然后用它来证明双稳波速的唯一性, 并且给出双稳波速

和波方程特定上下解波速之间的比较原理. 第 4 节给出确定双稳波速取得正号或负号的充分条件. 总

结和讨论放在第 5 节.
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2 双稳波速取值区间

首先定义集合和运算符号, 令 χ = R2, M 为所有从 R 到 χ 的单调非减函数集, C = BC(R, χ) 是
所有从 R 到 χ 的有界连续函数空间且范数为 | · |C= ∥ · ∥∞, C+ = {(ϕ1, ϕ2) ∈ C : ϕi(x) > 0,∀x ∈ R, i =
1, 2}. 对于任意的 φ1, φ2 ∈ C, 若 φ2 − φ1 ∈ C+, 则记 φ1 6 φ2; 若 φ2 − φ1 ∈ C+\{0}, 则记 φ1 < φ2; 若

φ2 −φ1 ∈ Int(C+), 则记 φ1 ≪ φ2. 定义 C[α,β] = [α, β]C = {φ ∈ C : α 6 φ 6 β}. 通常将 C[o,β] 简单地表
示为 Cβ .

令 {Qt}t>0 表示定义在 C+ 上的系统 (1.6) 的解半流, 即

Qt[φ](x) = w(t, x, φ), ∀φ ∈ BC(R,R+ × R+), x ∈ R, t > 0,

其中 w(t, x, φ) = (ϕ(t, x, φ), ψ(t, x, φ))是系统 (1.6)满足 w(0, ·, φ) = φ的唯一解.易知 Qt[φ]关于 φ单

调. 将 Qt (t > 0) 在 χ 中所有不动点的集合记为 E, 于是, E = {o, α1, α2, β}. 下面引入两个定义.

定义 2.1 [33] 对于映射 Q : χβ → χβ , 如果存在数 δ > 0 和单位向量 e ∈ Int(χ+), 使得不等式

Q[α+ ηe] ≪ α+ ηe, η ∈ (0, δ]

成立, 则称不动点 α 是上强稳的. 类似地, 当 η ∈ [−δ, 0) 且将上面全部不等式反号, 则可得 β 下强稳

的定义.

定义 2.2 如果一对连续函数 (Φ(z),Ψ(z)) 在 R 上除了有限个点 zi (i = 1, . . . , n) 外都可微并且

满足 [(J1 ∗ Φ)− Φ]− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) 6 0, Φ(−∞) > 0, Φ(∞) > 1,

d[(J2 ∗Ψ)−Ψ]− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) 6 0, Ψ(−∞) > 0, Ψ(∞) > 1,
(2.1)

则称 (Φ(z),Ψ(z)) 是系统 (1.8) 的上解. 把上面所有不等式反号则可得下解定义.

下面的引理给出了双稳行波解的存在性和单调性.

引理 2.1 (参见文献 [32, 定理 3.1]) 假定 (A1) 和 (A2) 成立, 则存在 c ∈ R 和连接 o 到 β 的

W ∈ Mβ 满足 Qt[W ](x) = W (x + ct), x ∈ R, 即系统 (1.6) 有连接 o 到 β 的非减行波解 W (x + ct)

= (Φ(x+ ct),Ψ(x+ ct)), 而且 W (x+ ct) 是严格递增的古典解.

文献 [16, 定理 2.4] 证明了上述行波解 W (x+ ct) 关于波变量 z 的导数为正, 即下面的引理.

引理 2.2 (参见文献 [16,定理 2.4]) 假定 (A1)成立且核函数 Ji(x) (i = 1, 2)是紧支的,则引理 2.1

中的行波解 (Φ,Ψ)(z) 满足 Φ′(z) > 0, Ψ′(z) > 0.

由引理 2.1 和 2.2, 可以构造 (1.6) 的行波解形式的上下解而得到夹逼定理, 进而可以对 (1.6) 的

Cauchy 问题的解进行估计.

假设 p+ 和 p− 是两个强正向量且 (1.6) 的解半流 {Qt}t>0 的不动点 β = (1, 1) 和 o = (0, 0) 分

别沿 p+ 和 p− 是上下强稳的. p+ 和 p− 的选择是可行的 (参见文献 [32, (3.4)]). 通过缩放, 可以假

定 p− 6 p+. 进一步, 定义转移向量函数 p(z) 如下: 令 z1 和 z2 是两个固定常数, 当 z > z1 > 0 时,

p(z) = p+;当 z < z2 < 0时, p(z) = p−;当 z ∈ [z1, z2]时, p(z)是光滑函数. 现在根据文献 [32,引理 3.2

和 3.5], 可以得到下面的夹逼定理.

引理 2.3 (夹逼定理,参见文献 [32,引理 3.2和 3.5]) 假设 (A1)成立且核函数 Ji(x) (i = 1, 2)有

紧支集, 则下面的结论成立:
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(i) 定义

w±(t, x) =W (x+ ct+ ζ± ± σδ(1− e−ρt))± δp(x+ ct+ ζ±)e−ρt,

其中 W (z) = (Φ,Ψ)(z) 是 (1.6) 的双稳行波解, 则存在正常数 δ0, 使得对于 δ ∈ (0, δ0)、任意正常数 σ

和 ρ 及任意实数 ζ+ 和 ζ−, 函数 w±(t, x) 分别是 (1.6) 的上下解;

(ii) 令 w±(t, x) 为 (i) 中给定的上下解, 当初始数据 w0 = (ϕ0, ψ0) 满足 w−(0, x) 6 (ϕ0(x), ψ0(x))

6 w+(0, x) (x ∈ R) 时, 系统 (1.6) 的解 (ϕ(t, x, w0), ψ(t, x, w0)) 满足

w−(t, x) 6 (ϕ(t, x, w0), ψ(t, x, w0)) 6 w+(t, x), t > 0, x ∈ R.

下面叙述本节的主要结论.

定理 2.1 假设 (A1) 成立且核函数 Ji(x) (i = 1, 2) 有紧支集, 则系统 (1.8) 的波速 c 满足

−c∗+(o, αi) 6 c 6 c∗−(αi, β), i = 1, 2. (2.2)

特别地, 当 i = 1 时, 有

− inf
0<τ<∞

r − d+ d
∫
R J2e

−τydy

τ
6 c 6 inf

0<τ<∞

∫
R J1e

τydy

τ
. (2.3)

证明 对于 (2.2),只证明 i = 1时右边的不等式,其余结论均可以用相同的方法证明. 令 (Φ1,Ψ1)(z)

为 (1.8) 的解且满足边界条件

(Φ1,Ψ1)(−∞) = α1, (Φ1,Ψ1)(∞) = β,

其中,波速 c = c∗−(α1, β),即 (Φ1,Ψ1)(x+ c∗−(α1, β)t)是系统 (1.6)的以 (Φ1,Ψ1)(x)为初始数据的单稳

行波解. 如果选择 (1.6) 的另外一对连续非减初始函数 w0 = (ϕ0, ψ0) = (ϕ(0, x), ψ(0, x)) 为

ϕ(0, x) = ψ(0, x) = 0, x < −L, ϕ(0, x) = ψ(0, x) = 1− ε, x > L,

其中 L 是正常数且 ε ∈ (0, 1) 是很小的参数, 则由引理 2.1 证明的双稳行波的单调性, 可以 (或通过平

移) 得到

(Φ1,Ψ1)(x) > (ϕ(0, x), ψ(0, x)), x ∈ R.

根据比较原理, 可得

(Φ1,Ψ1)(x+ c∗−(α1, β)t) > (ϕ, ψ)(t, x, w0), t > 0. (2.4)

再由引理 2.3 可知, 存在正常数 ζ−、σ、δ 和 ρ 使得

(ϕ, ψ)(t, x) >W (x+ ct+ ζ− − σδ(1− e−ρt))− δp(x+ ct+ ζ−)e−ρt. (2.5)

由 (2.4) 和 (2.5) 可推出 c 6 c∗−(α1, β). 否则, 反设 c > c∗−(α1, β). 固定 η 使得 (Φ1,Ψ1)(η) < (1, 1), 则

在直线 x+ c∗−(α1, β)t = η 上, 有

(Φ1,Ψ1)(η) = (Φ1,Ψ1)(x+ c∗−(α1, β)t)

>W (x+ ct+ ζ− − σδ(1− e−ρt))− δp(x+ ct+ ζ−)e−ρt

>W (η + (c− c∗−(α1, β))t+ ζ− − σδ(1− e−ρt))

− δp(η + (c− c∗−(α1, β))t+ ζ−)e−ρt → (1, 1) (当 t→ ∞ 时).

显然矛盾. 因此, 反设不成立.

由 (2.2) 和文献 [7, 定理 4.5], 可以直接得到不等式 (2.3). 证毕.
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3 唯一性和比较原理

本节致力于证明双稳波速的唯一性以及揭示双稳波速与系统 (1.8) 和 (1.9) 上下解波速之间的关

系. 首先研究当 z → ∓∞ 时 (1.8) 和 (1.9) 的解在平衡点 o 和 β 附近的渐近速率. 将系统 (1.8) 在平衡

点 o 处线性化, 可得线性化系统为J1 ∗ Φ− cΦ′ − a1Φ = 0,

d(J2 ∗Ψ)− cΨ′ − (d+ r)Ψ + ra2Φ = 0.
(3.1)

令 (ξ1e
µz, ξ2e

µz) 为 (3.1) 的解, 则 (ξ1, ξ2) 满足

(
F1(µ, c) 0

ra2 F2(µ, c)

)(
ξ1

ξ2

)
= 0,

其中

F1(µ, c) =

∫
R
J1(y)e

−µydy − cµ− a1, F2(µ, c) = d

∫
R
J2(y)e

−µydy − cµ− d− r.

同样地, 将 (1.8) 在 β 处线性化, 可得J1 ∗ Φ− cΦ′ − 2Φ + a1Ψ = 0,

d(J2 ∗Ψ)− cΨ′ + [r(1− a2)− d]Ψ = 0.
(3.2)

令 (ξ3e
−µz, ξ4e

−µz) 为 (3.2) 的解, 则 (ξ3, ξ4) 满足

(
F3(µ, c) a1

0 F4(µ, c)

)(
ξ3

ξ4

)
= 0,

其中

F3(µ, c) =

∫
R
J1(y)e

µydy + cµ− 2, F4(µ, c) = d

∫
R
J2(y)e

µydy − d+ cµ+ r(1− a2).

引理 3.1 如果 c 满足 (2.2), 则下述结论成立:

(R1) Fi(µ, c) 关于 µ 是凸函数, µ ∈ R, i = 1, 2, 3, 4;

(R2) 特征方程 F1(µ, c) = 0 有两个根 µ1(c) > 0, µ2(c) < 0;

(R3) 特征方程 F4(µ, c) = 0 有两个根 µ3(c) < 0, µ4(c) > 0;

(R4) 特征方程 F2(µ, c) = 0 有两个根 µ5(c) > 0, µ6(c) < 0;

(R5) 特征方程 F3(µ, c) = 0 有两个根 µ7(c) < 0, µ8(c) > 0;

(R6) 衰减率 µ1(c) 和 µ5(c) 关于 c 单调递增, µ4(c) 和 µ8(c) 关于 c 单调递减;

(R7)如果 µ1(c) < µ5(c), µ4(c) < µ8(c), µ1(c) < µ4(c),则 F2(µ1, c) < 0, F3(µ4, c) < 0, F4(µ1, c) < 0.

利用常规的理论分析可以得到该引理的结论, 因此省略其证明过程. 下面的定理表明系统 (1.6)

的双稳行波解波速是唯一的.

定理 3.1 假设系统 (1.6)有双稳行波解 W (z) = (Φ,Ψ)(z), z = x+ c∗t,则对于 (1.6)的任意双稳

行波解 W̃ (z) = (Φ̃, Ψ̃)(z), z = x+ ct, 有 c = c∗.
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证明 反证法, 假设 c ̸= c∗. 不失一般性, 令 c > c∗. 根据引理 3.1, 可以得出双稳行波 W̃ (z) 在 o

和 β 附近有下列渐近性质:
Φ̃(z) ∼ b11e

µ1(c)z, 当 z → −∞ 时,

Ψ̃(z) ∼

b12|z|eµ1(c)z, 如果 µ1(c) = µ5(c), 当 z → −∞ 时,

b12e
min{µ1(c),µ5(c)}z, 如果 µ1(c) ̸= µ5(c), 当 z → −∞ 时

(3.3)

和 
Φ̃(z) ∼

1− b13|z|e−µ4(c)z, 如果 µ4(c) = µ8(c), 当 z → ∞ 时,

1− b13e
−min{µ4(c),µ8(c)}z, 如果 µ4(c) ̸= µ8(c), 当 z → ∞ 时,

Ψ̃(z) ∼ 1− b14e
−µ4(c)z, 当 z → ∞ 时,

(3.4)

其中 z = x+ ct, b1i (i = 1, 2, 3, 4) 是正常数. W (z) 在 o 和 β 附近的渐近性质分别为
Φ(z) ∼ b21e

µ1(c
∗)z, 当 z → −∞ 时,

Ψ(z) ∼

b22|z|eµ1(c
∗)z, 如果 µ1(c

∗) = µ5(c
∗), 当 z → −∞ 时,

b22e
min{µ1(c

∗),µ5(c
∗)}z, 如果 µ1(c

∗) ̸= µ5(c
∗), 当 z → −∞ 时

(3.5)

和 
Φ(z) ∼

1− b23|z|e−µ4(c
∗)z, 如果 µ4(c

∗) = µ8(c
∗), 当 z → ∞ 时,

1− b23e
−min{µ4(c

∗),µ8(c
∗)}z, 如果 µ4(c

∗) ̸= µ8(c
∗), 当 z → ∞ 时,

Ψ(z) ∼ 1− b24e
−µ4(c

∗)z, 当 z → ∞ 时,

(3.6)

其中 z = x+c∗t, b2i (i = 1, 2, 3, 4)是正常数. 根据引理 3.1的 (R6),有 µ1(c) > µ1(c
∗), min{µ1(c), µ5(c)}

> min{µ1(c
∗), µ5(c

∗)}, µ4(c) < µ4(c
∗), min{µ4(c), µ8(c)} < min{µ4(c

∗), µ8(c
∗)}. 因此, 存在充分大的正

常数 ξ0 使得

W̃ (z − ξ0) < W (z), 对于 z ∈ (−∞,∞),

则可取 W̃ (z − ξ0) 和 W (z) 在 t = 0 时的初始函数满足

W̃ (x− ξ0) < W (x), 对于 x ∈ (−∞,∞).

根据比较原理, 可得 Qt[W̃ ](x− ξ0) 6 Qt[W ](x), 即

W̃ (x+ ct− ξ0) 6W (x+ c∗t).

固定 ρ = x+ c∗t 使得 W (ρ) = β/3. 由假设可以得到

β

3
=W (ρ) > W̃ (x+ ct− ξ0)

= W̃ (ρ+ (c− c∗)t− ξ0)

→ β, 当 t→ ∞ 时.

显然矛盾. 因此 c 6 c∗. 同样地, 可以证明 c > c∗. 证毕.
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此后, 总是用 c∗ 表示双稳波速. 接下来给出关于双稳波速的比较原理.

定理 3.2 如果系统 (1.8) 和 (1.9) 存在一个波速为 c̄ 的非负上解 (Φ,Ψ)(z), 关于 z 非减并且

满足

(Φ,Ψ)(−∞) < (1, 1), (Φ,Ψ)(∞) > (1, 1), (3.7)

则 (1.6) 的双稳波速满足

c∗ 6 c̄. (3.8)

特别地, 如果 c̄ < 0, 则 c∗ 是负的.

证明 取 (1.6) 的连续非减初始函数 (ϕ(0, x), ψ(0, x)) 满足

ϕ(0, x) = ψ(0, x) = 0, x < −L, ϕ(0, x) = ψ(0, x) = 1− ε, x > L,

其中 L 是正常数且 ε ∈ (0, 1) 是很小的参数. 由 (3.7), 通过平移可得

(Φ,Ψ)(x) > (ϕ(0, x), ψ(0, x)), x ∈ R.

由比较原理, 有

(Φ,Ψ)(x+ c̄t) > (ϕ(t, x), ψ(t, x)), x ∈ R, t > 0.

运用引理 2.3, 其中的波速 c 用 c∗ 代替, 再通过与定理 2.1 证明过程同样的分析, 可以推出 c∗ 6 c̄.

证毕.

定理 3.3 假设系统 (1.8) 和 (1.9) 有波速为 c 的非负下解 (Φ,Ψ)(z), 关于 z 非减并且满足

(Φ,Ψ)(−∞) = (0, 0) < (Φ,Ψ)(∞) 6 (1, 1),

则 (1.6) 的双稳波速满足

c∗ > c. (3.9)

特别地, 如果 c > 0, 则 c∗ 是正的.

该定理的证明与定理 3.2 类似, 因此省略.

注 3.1 (双稳波速可为 0) 对于充分小的 ε, 如果系统 (1.8) 和 (1.9) 存在一个波速为 c̄ = −ε 的
非负上解 (Φ,Ψ)(z) 和一个波速为 c = ε 的非负下解 (Φ,Ψ)(z), 则系统波速 c∗ 等于 0.

4 波速符号选择条件

本节将根据前面几节的结果, 通过给定系统 (1.8) 和 (1.9) 的波速接近于 0 的上下解, 获得确定

其双稳波速符号的条件. 以下假设定理 4.1 中 J2 不对称、定理 4.2 和 4.4 中 J1 不对称且双稳行波解

存在.

定理 4.1 令系统参数 d、a1、a2 和 r 固定. 假设不等式

0 <
−ra2

F2(µ1, 0)
<

1

a1
(4.1)
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成立, 其中 F2(µ1, 0) = d
∫
R J2(y)e

−µ1(0)ydy − d− r 且 µ1(0) 满足∫
R
J1(y)e

−µ1(0)ydy − a1 = 0,

则双稳波速 c∗ 为负.

证明 定义一对连续函数 (Φ,Ψ)(z) 为

Φ(z) =

eµ1(c̄)z, z 6 0,

1, z > 0,
Ψ(z) =

k1eµ1(c̄)z, z 6 z1,

1, z > z1,

其中 c̄ = −ε, 0 < ε≪ 1, k1e
µ1(c̄)z1 = 1 且 k1 是待定常数. 根据 (4.1), 可以选择 k1 满足

−ra2
F2(µ1, 0)

< k1 <
1

a1
< 1. (4.2)

由此易见 z1 > 0. 把 (Φ,Ψ)(z) 代入 (1.8) 中两个方程的左边, 对于 z ∈ (−∞, 0], 由 (4.2), 有∫
R
J1Φdy − Φ− c̄Φ

′
+Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) = e2µ1(c̄)z(a1k1 − 1) 6 0,

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ)

= eµ1(−ε)z[k1F2(µ1(−ε),−ε) + ra2 + reµ1(−ε)zk1(k1 − a2)]

→ eµ1(0)z[k1F2(µ1, 0) + ra2 + reµ1(0)zk1(k1 − a2)] 6 0 (当 ε→ 0 时).

显然, 当 ε 充分小时, 可得

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) 6 0.

对于 z ∈ (0, z1], 由 (4.2), 有∫
R
J1Φdy − Φ− c̄Φ

′
+Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) = a1(k1e

µ1(−ε)z − 1) 6 0,

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ)

6 eµ1(−ε)z
[
k1F2(µ1(−ε),−ε) + a2r − a2rk1 + rk1

]
→ eµ1(0)z

[
k1F2(µ1, 0) + a2r − a2rk1 + rk1

]
6 0 (当 ε→ 0 时).

因此, 当 ε 充分小时, 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) 6 0.

对于 z ∈ (z1,∞), 同样的不等式符号显然成立. 因此, 根据定义 2.2, (Φ,Ψ)(z) 是系统 (1.8) 和 (1.9) 的

上解. 由定理 3.2 知, 定理 4.1 得证.

定理 4.2 令系统参数 d、a1、a2 和 r 固定. 如果不等式

0 <
−a1

F3(µ4, 0)
<

1

a2
(4.3)
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成立, 其中 F3(µ4, 0) =
∫
R J1(y)e

µ4(0)ydy − 2 且 µ4(0) 满足

d

∫
R
J2(y)e

µ4(0)ydy − d+ r(1− a2) = 0,

则双稳波速 c∗ 为正.

证明 定义一对连续函数 (Φ,Ψ)(z) 为

Ψ(z) =

0, z 6 0,

1− e−µ4(c)z, z > 0,
Φ(z) =

0, z 6 z2,

1− k2e
−µ4(c)z, z > z2,

其中 c = ε, 0 < ε≪ 1, k2e
−µ4(c)z2 = 1 且 k2 是待定常数. 由 (4.3), 可以取 k2 满足

−a1
F3(µ4, 0)

< k2 <
1

a2
, (4.4)

这意味着 z2 < 0. 如果能证明 (Φ,Ψ)(z) 为 (1.8) 和 (1.9) 的下解, 则由定理 3.3 知结论成立.

为了这个目的, 将 (Φ,Ψ)(z) 代入 (1.8) 两个方程的左边, 对于 z ∈ (0,∞), 由 (4.4), 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) = re−2µ4(ε)z(1− a2k2) > 0, (4.5)∫

R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ)

= −e−µ4(ε)z[k2F3(µ4(ε), ε) + a1 + e−µ4(ε)zk2(k2 − a1)]

→ −e−µ4(0)z[k2F3(µ4, 0) + a1 + e−µ4(0)zk2(k2 − a1)] > 0 (当 ε→ 0 时),

则当 ε 充分小时, 有 ∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) > 0.

对于 z ∈ (z2, 0], 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) = ra2(1− k2e

−µ4(ε)z) > 0,∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ)

> e−µ4(ε)z[−k2F3(µ4(ε), ε)− a1 + k2(a1 − 1)]

→ e−µ4(0)z[−k2F3(µ4, 0)− a1 + k2(a1 − 1)] > 0 (当 ε→ 0 时),

即当 ε 充分小时, 可得 ∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) > 0.

对于 z ∈ (−∞, z2), 同样的不等式符号显然成立. 综上可知, (Φ,Ψ)(z) 是 (1.8) 和 (1.9) 的下解.

证毕.

定理 4.3 假设对任给系统参数 d、a1、a2 和 r 都成立

0 <
−ra2

F2(µ1, 0)
<

∫∞
0
J1(y)(e

µ1(0)y + e−µ1(0)y − 2)(e−µ1(0)y + 1)dy

a1
, (4.6)

其中 F2(µ1, 0) 和 µ1(0) 定义同定理 4.1, 则双稳波速 c∗ 为负.
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证明 令

Φ(z) =
1

1 + e−µ1(c̄)z
, Ψ(z) =

k3Φ(z), z 6 z3,

1, z > z3,

其中 c̄ = −ε, 0 < ε ≪ 1, k3Φ(z3) = 1 且 k3 是待定常数. 由定理 3.2 知, 只需要证明, 在条件 (4.6) 下,

(Φ,Ψ)(z) 是 (1.8) 和 (1.9) 的上解, 则结论成立.

根据 (4.6), 可选择 k3 满足

−ra2
F2(µ1, 0)

< k3 <

∫∞
0
J1(y)(e

µ1(0)y + e−µ1(0)y − 2)(e−µ1(0)y + 1)dy

a1
. (4.7)

将 (Φ,Ψ)(z) 代入 (1.8) 两个方程的左边, 对于 (1.8) 的第一个方程, 有∫
R
J1Φdy − Φ− c̄Φ

′
+Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ)

6 Φ
2
(1− Φ)

{∫ 0

−∞
J1(y)[2− eµ1(−ε)y − e−µ1(−ε)y]dy

+

∫ ∞

0

J1(y)[2− eµ1(−ε)y − e−µ1(−ε)y]e−µ1(−ε)ydy + a1
Ψ− Φ

Φ(1− Φ)

}
= Φ

2
(1− Φ)

{∫ ∞

0

J1(y)[2− eµ1(−ε)y − e−µ1(−ε)y](e−µ1(−ε)y + 1)dy + a1
Ψ− Φ

Φ(1− Φ)

}
→ Φ

2
(1− Φ)

{∫ ∞

0

J1(y)[2− eµ1(0)y − e−µ1(0)y](e−µ1(0)y + 1)dy + a1
Ψ− Φ

Φ(1− Φ)

}
(当 ε→ 0 时).

很容易验证

Ψ− Φ

Φ(1− Φ)
=


k3 − 1

1− Φ
6 k3, z 6 z3,

1

Φ
6 k3, z > z3.

由此及 (4.7), 当 ε 充分小时, 可得∫
R
J1Φdy − Φ− c̄Φ

′
+Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) 6 0, 对于所有的 z ∈ (−∞,∞).

对于 (1.8) 的第二个方程, 当 z 6 z3 时, 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ)

6 d

∫
R
J2k3Φdy − dk3Φ− c̄µ1k3Φ(1− Φ) + r(1− Φ)(a2Φ− k3Φ)

= k3Φ(1− Φ)

{
d

∫
R
J2

(
1− eµ1(−ε)y +

(1− eµ1(−ε)y)2

eµ1(−ε)z + eµ1(−ε)y

)
dy + εµ1(−ε)− r +

a2r

k3

}
6 k3Φ(1− Φ)

{
d

∫
R
J2e

−µ1(−ε)ydy − d+ εµ1(−ε)− r +
a2r

k3

}
= k3Φ(1− Φ)

[
F2(µ1,−ε) +

a2r

k3

]
→ k3Φ(1− Φ)

[
F2(µ1, 0) +

a2r

k3

]
6 0 (当 ε→ 0 时).
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条件 (4.7) 使得上面最后一个不等式成立. 对于 z > z3, 显然有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− c̄Ψ

′
+ r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) 6 0.

综上可知, (Φ,Ψ)(z) 是 (1.8) 和 (1.9) 的上解. 证毕.

定理 4.4 如果任给系统参数 d、a1、a2 和 r 都成立

0 <
−a1

F3(µ4, 0)

< min

{
d
∫ 0

−∞J2(y)[e
µ4(0)y+e−µ4(0)y−2]eµ4(0)ydy+d

∫∞
0
J2(y)[e

µ4(0)y+e−µ4(0)y−2]dy

ra2
, a1

}
, (4.8)

其中 F3(µ4, 0) 和 µ4(0) 定义同定理 4.2, 则双稳波速 c∗ 为正.

证明 定义一对连续函数 (Ψ,Φ)(z) 为

Ψ(z) =
1

1 + e−µ4(c)z
, Φ(z) =

0, z 6 z4,

1− k4Ψ(−z), z > z4,

其中 c = ε, 0 < ε≪ 1, k4Ψ(−z4) = 1 且 k4 是待定常数. 显然有 Ψ(z) = 1−Ψ(−z).
由 (4.8), 可选择 k4 满足

−a1
F3(µ4, 0)

< k4

< min

{
d
∫ 0

−∞J2(y)[e
µ4(0)y+e−µ4(0)y−2]eµ4(0)ydy+d

∫∞
0
J2(y)[e

µ4(0)y+e−µ4(0)y−2]dy

ra2
, a1

}
. (4.9)

对于 (1.8) 的第二个方程, 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ)

> Ψ(1−Ψ)2
{
d

∫ 0

−∞
J2(y)[e

µ4(ε)y + e−µ4(ε)y − 2]eµ4(ε)ydy

+ d

∫ ∞

0

J2(y)[e
µ4(ε)y + e−µ4(ε)y − 2]dy + ra2

Φ−Ψ

Ψ(1−Ψ)

}
→ Ψ(1−Ψ)2

{
d

∫ 0

−∞
J2(y)[e

µ4(0)y + e−µ4(0)y − 2]eµ4(0)ydy + d

∫ ∞

0

J2(y)[e
µ4(0)y + e−µ4(0)y − 2]dy

+ ra2
Φ−Ψ

Ψ(1−Ψ)

}
(当 ε→ 0 时).

通过简单的计算, 可得

Φ−Ψ

Ψ(1−Ψ)
=


− 1

1−Ψ
> −k4, z 6 z4,

1− k4
Ψ

> −k4, z > z4.

由此及 (4.9), 当 ε 充分小时, 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) > 0, 对于所有的 z ∈ (−∞,∞).
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对于 (1.8) 的第一个方程, 当 z > z4 时, 由 (4.9), 有∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ)

>
∫
R
J1(k4Ψ− k4)dy − (k4Ψ− k4)− cµ4k4Ψ(1−Ψ) + (k4 − a1)Ψ(1−Ψ)

= k4Ψ(1−Ψ)

{∫
R
J1

[
1− eµ4(ε)y +

(1− eµ4(ε)y)2

eµ4(ε)z + eµ4(ε)y

]
dy − εµ4(ε) + 1− a1

k4

}
> k4Ψ(1−Ψ)

{
1−

∫
R
J1e

µ4(ε)ydy − εµ4(ε) + 1− a1
k4

}
= k4Ψ(1−Ψ)

[
− F3(µ4(ε), ε)−

a1
k4

]
→ k4Ψ(1−Ψ)

[
− F3(µ4, 0)−

a1
k4

]
> 0 (当 ε→ 0 时).

这意味着对于充分小的 ε, 有∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) > 0.

当 z 6 z4 时, 上面的不等式显然成立. 因此, (Φ,Ψ)(z) 是 (1.8) 和 (1.9) 的下解. 由定理 3.3 可知, 结论

成立.

定理 4.5 如果给定的系统参数 d、a1、a2 和 r 使得不等式

F4(µ1, 0)

ra2
<

∫ 0

−∞
J1(y)(2− eµ1(0)y − e−µ1(0)y)(e−µ1(0)y + 1)dy (4.10)

成立, 其中 F4(µ1, 0) = d
∫
R J2(y)e

µ1(0)ydy− d+ r(1− a2) 且 µ1(0) 满足
∫
R J1(y)e

−µ1(0)ydy − a1 = 0, 则

双稳波速 c∗ 为正.

证明 定义一对连续函数 (Φ,Ψ)(z) 如下:

Φ(z) =
k5

1 + e−µ1(c)z
, Ψ(z) =

Φ

k5
,

其中 c = ε, 0 < ε≪ 1 且 k5 是待定常数. 由定理 3.3, 只需要证明 (Φ,Ψ)(z) 是系统 (1.8) 和 (1.9) 的下

解即可.

由 (4.10) 可知, F4(µ1, 0) < 0 且可选择 k5 满足

ra2 + F4(µ1, 0)

ra2
< k5 <

∫ 0

−∞
J1(y)(2− eµ1(0)y − e−µ1(0)y)(e−µ1(0)y + 1)dy + 1. (4.11)

将 (Φ,Ψ)(z) 代入 (1.8), 则 (1.8) 第一个方程左边为∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ)

> Φ2

k5

(
1− Φ

k5

){∫ 0

−∞
J1(y)(2− eµ1(ε)y − e−µ1(ε)y)e−µ1(ε)ydy

+

∫ ∞

0

J1(y)(2− eµ1(ε)y − e−µ1(ε)y)dy +
a1Ψ− (1 + a1−1

k5
)Φ

Φ
k5
(1− Φ

k5
)

}
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=
Φ2

k5

(
1− Φ

k5

){∫ 0

−∞
J1(y)(2− eµ1(ε)y − e−µ1(ε)y)(e−µ1(ε)y + 1)dy +

a1Ψ− (1 + a1−1
k5

)Φ
Φ
k5
(1− Φ

k5
)

}

→ Φ2

k5

(
1− Φ

k5

){∫ 0

−∞
J1(y)(2− eµ1(0)y − e−µ1(0)y)(e−µ1(0)y + 1)dy

+
a1Ψ− (1 + a1−1

k5
)Φ

Φ
k5
(1− Φ

k5
)

}
(当 ε→ 0 时).

很容易验证
a1Ψ− (1 + a1−1

k5
)Φ

Φ
k5
(1− Φ

k5
)

=
1− k5

1− Φ
k5

> 1− k5.

由此及 (4.11), 当 ε 充分小时, 有∫
R
J1Φdy − Φ− cΦ′ +Φ(1− a1 − Φ+ a1Ψ) > 0, 对于所有的 z ∈ (−∞,∞).

系统 (1.8) 第二个方程的左边为

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ)

> Ψ(1−Ψ)

{
d− d

∫
R
J2e

µ1(ε)ydy − εµ1(ε)− r + a2rk5

}
= Ψ(1−Ψ)(−F4(µ1, ε)− a2r + a2rk5)

→ Ψ(1−Ψ)(−F4(µ1, 0)− a2r + a2rk5) > 0 (当 ε→ 0 时).

上式最后一个不等式由 (4.11) 得到. 显然, 当 ε 充分小时, 有

d

(∫
R
J2Ψdy −Ψ

)
− cΨ′ + r(1−Ψ)(a2Φ−Ψ) > 0, z ∈ (−∞,∞),

即 (Φ,Ψ)(z) 是 (1.8) 和 (1.9) 的下解. 证毕.

5 结论与讨论

本文主要研究了非局部扩散 Lotka-Volterra 竞争模型的双稳行波波速; 开创了证明双稳波速的唯

一性的新思路, 从而使得该结论在比文献 [32] 中的条件更弱的情形 (即只要满足 (A1) 和 (A2)) 下成

立; 首次确立了该模型双稳波速的取值范围和比较原理, 以此为基础, 通过巧妙地构造波方程的上下

解, 获得了波速为正的 3 个条件 (即定理 4.2、4.4 和 4.5) 和波速为负的两个条件 (即定理 4.1 和 4.3).

基于本文所得结论, 当给定内核函数 Ji(x) (i = 1, 2) 的具体形式时, 可以得到确定双稳波速符号

(即双稳行波传播方向) 的显式条件. 从而能够有效分析非局部扩散、出生率和竞争强度对两个物种竞

争结果的影响, 通过这些分析结果, 深入了解种群生物学中的物种入侵或材料科学中的相变现象等学

科领域的相关问题. 此外, 应该指出的一点是, 本文中作为上下解的测试函数的选择均是构造性的, 不

是最佳选择.也不能根据系统参数 d、r、a1 和 a2 给出波速符号的完整分类,即确定速度符号的充要条

件. 因此, 从生物学或物理学的实际背景或实验现象中获得启发与灵感, 寻找其他类型的新颖上下解,

以改进本文条件, 应该是非常有意义的进一步的研究方向.
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Bistable wave speed of a Lotka-Volterra system with nonlocal
dispersal

Manjun Ma, Yuanxi Yue & Chunhua Ou

Abstract This paper is devoted to investigating the speed of traveling wave solutions to a nonlocal disper-
sal Lotka-Volterra competition model with bistable nonlinearity. Firstly, we establish the value range of the
bistable wave speed in terms of spreading speeds of monostable traveling waves in the system. Without any extra
requirement on the system parameters, we prove that the bistable wave speed is unique by means of the asymp-
totic behaviors of the waves near the two stable equilibria. Moreover, comparison principles on wave speeds are
established as long as we can find an upper or lower solution with a specific speed. Practically, to find or control
the speed sign of the propagation (i.e., the moving direction), we utilize the decay rate of the standing wave (or
almost standing wave) to construct test functions so that these functions become upper or lower solutions with
the almost zero speed for the given parameter sets. Naturally, this provides an insight to obtain (or control) the
propagation direction by adjusting the parameter values, which is biologically significant in the study of wave
propagation phenomena.
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