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摘要 自 20 世纪 50 年代以来, 多元统计的理论、方法及其应用受到了越来越广泛的关注. 国内多元

统计方向的研究始于 20 世纪 30 年代末至 40 年代初许宝騄在西南联合大学时期. 现代大数据分析的

需要使得古典多元统计方法不能完全有效地解决当前的实际问题.古典多元统计理论从 20世纪 70年

代以来已经得到了快速发展,本文旨在对国内学者在推广古典多元统计理论及其应用方面的工作进行

概述, 主要包括: 多元统计分析和广义多元统计、一般对称多元分布、增长曲线模型及其他方向. 广义

多元统计是正态假设下的传统统计方法论的推广. 其目的是将传统的统计方法论, 如参数估计、假设

检验和统计模型等, 推广到更大的多元分布族. 这个分布族称为椭球等高分布族. 一般对称多元分布

构成一个更大的多元统计分布族. 这个分布族包含了椭球等高分布族作为其特例. 增长曲线模型包含

了一类统计方法, 它允许考虑个体内部及个体之间随着时间变化时的相关关系. 异常观察点及影响观

察点的辨别是增长曲线模型研究的一个重要方向.

关键词 copula l1- 模对称分布 球对称分布 随机表示 椭球等高分布 占有问题 增长曲线模型 左球矩阵

分布

MSC (2010) 主题分类 62H10, 62H99

1 引言

多元统计是研究客观事物中多个变量 (或多个因素) 之间相互依赖的规律性的一个统计学分支.

如果研究个体有多个观察数据, 每个观察数据点可看作高维空间中的一个点. 众多的数据点组成高维
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空间中的一个点集. 分析这些点集的统计方法就是多元统计的中心内容. 古典统计学的基本假设就是

数据分布的正态性. 虽然早在 19 世纪就出现了处理二维 (二元) 正态分布的一些零星方法, 但系统地

处理多元正态总体的统计分析问题主要起始于 20 世纪 30 年代. 英国统计学家 Fisher 通常被公认为

数理统计方法论的鼻祖 (参见文献 [1, 2]). 中国的数理统计学家许宝騄 (1910–1970) 也是早期多元统

计发展的奠基人之一 (参见文献 [3]). 许宝騄培养出了不少在近代中国统计研究与教学方面有着广泛

影响力的学者, 他们对中国现代统计事业的推动与发展做出了不可磨灭的贡献. 20 世纪 50 年代后期

至 80 年代, 由于此期间概率统计师资匮乏, 教师和科研工作者主要集中在教学方面. 当时的研究课题

主要集中在统计在工业和经济等领域的应用, 以及为统计教育提供急需的教科书及相关读物, 例如文

献 [4–41].

中国实行改革开放政策至今 40 余年, 中国的统计在教学、科研与应用方面已经有了翻天覆地的

变化. 从陈希孺 (1934–2005) 20 世纪 80 年代初期培养出第一批数理统计方向的博士研究生 (白志东、

苏淳和赵林城) 开始, 中国的统计科学发展成果已经受到国际瞩目. 中国统计学家们的研究成果辐射

到了多个方向. 20世纪 80年代至 90年代当中国统计教学和科研都处于复苏和初期发展阶段时, 已经

涌现出一批杰出的统计教育与科研工作者. 例如, 早在 20 世纪 70 年代, 峁诗松就投身数理统计的理

论研究和实践探索, 率先将数理统计引入质量管理. 作为我国数理统计专业的开拓者之一, 当年正是

在茆诗松等一批数理统计学者的带动下, 我国首次在复旦大学、南开大学和华东师范大学设立了数理

统计专业. 他 (或作为第一作者) 撰写的十多本统计学专著 [42–44], 很多成为高校数理统计专业的教

材. 20 世纪 80 年代以来, 陈希孺、白志东和赵林城等在参数与非参数统计推断理论、大样本分析和

线性模型等领域取得了丰硕成果, 参见代表性专著 [45–51]. 李国英等开创了投影寻踪技术在高维数据

分析中的应用并取得了可喜成绩, 参见代表性文献 [52, 53].

2 多元统计分析及广义多元统计

本节简要介绍国内统计学者在多元统计的发展及其推广应用方面做出的开创性贡献.

2.1 椭球等高分布理论的发展

随着 20 世纪末统计科学和计算机科学的迅速发展, 正态假设下的古典统计分析已经不能完全满

足高维数据分析的需要. 统计学家们早已注意到具有 “宽尾部分布” 数据的现象和实际问题. 正态统

计方法对这些数据分析的结果引起了怀疑. 现代计算机技术使得正态假设之外的数据分析成为可能.

推广正态统计方法到更广泛的一类统计分布, 即椭球等高分布族 (elliptically contoured distribution,

ECD) [54–56].

随机表示方法在研究 ECD 理论中有着重要作用. 例如, p- 维正态分布 Np(µ,Σ) 有随机表示

x
d
= µ+Ay, (2.1)

这里 AAT = Σ, y 服从标准正态 Np(0, I) (I 表示单位矩阵),
d
= 表示方程两边具有相同的分布. (2.1)

称为多元正态向量的随机表示. 可以注意这样一个事实, 对任意的 p × p 常数正交矩阵 Γ, Γy
d
= y 对

服从正态的 y ∼ Np(0, I) 总是成立的. y 具有分布的旋转不变性或称为球对称性. 通过定义满足下面

条件的一族随机向量, 球对称性思想可以推广到一般情形:

Sp(ϕ) = {x : Γx
d
= x 对任意 p× p 常数正交矩阵 Γ}, (2.2)
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这里 ϕ(·)表示 x的特征函数, Sp(ϕ)称为球对称分布族或简称为球分布族. 很明显, Sp(ϕ)包含了多元

标准正态分布 Np(0, I)及一些常见的多元分布,例如,具有零均值和单位离差矩阵 (dispersion matrix)

的多元 t- 分布. 已经证明, x ∼ Sp(ϕ) 当且仅当

x
d
= RU(p), (2.3)

这里随机向量 U(p) 服从 Rp (p 维实空间) 中单位球面上的均匀分布, 即 ∥U(p)∥ = 1 (∥ · ∥ 表示通常的
Euclid 距离); R > 0 是一个独立于 U(p) 的随机变量. 方程 (2.3) 称为球分布向量的随机表示. 对任意

一个非退化的随机变量, x ∼ Sp(ϕ) 满足 P (x = 0) = 0, 已经证明

x
d
= ∥x∥ · x

∥x∥
, (2.4)

这里 ∥x∥ 和 x/∥x∥ 是相互独立的, 并且 x/∥x∥ d
= U(p). (2.1) 是标准正态分布 Np(0, I) 的一个线性

变换.

设 x ∼ Sp(ϕ), 一般来说, 随机向量 x 的联合密度不一定存在. 但是, 如果 x 的密度存在, 那么它

一定具有 g(xTx) 这样的形式, 这里 g(·) 是某一个非负的一元函数. 在这种情况下, 一定有∫
g(xTx)dx =

πp/2

Γ(p/2)

∫ ∞

0

yp/2−1g(y)dy = 1.

因此, 一个非负函数 g(·) 能够用来定义某个球对称分布的密度函数 cg(xTx) 当且仅当∫ ∞

0

yp/2−1g(y)dy < ∞.

在这种情况下, 我们应当用这样的记号 x ∼ Sp(g) 而不用原来的记号 x ∼ Sp(ϕ), 并且将 g(·) 称为球
对称分布的密度生成元 (density generator). 有如下的重要结果:

如果 (2.3) 成立, 那么 x 拥有密度生成元 g(·) 的充分必要条件为 R 具有密度函数 f(·), 且 g(·) 与
f(·) 的关系如下:

f(r) =
2πp/2

Γ(p/2)
rp−1g(r2).

通过不同的线性变换而得到一般的多元正态分布族. 这种思想用于球分布族 Sp(ϕ), 可以给出更

大的一个分布族

ECDp(µ,Σ, ϕ) = {x;x d
= µ+Ay,y ∈ Sp(ϕ),µ ∈ Rp,AAT = Σ}. (2.5)

ECDp(µ,Σ, ϕ)称为椭球等高分布族 (ECD),或简称椭球分布族. (2.1)限定 y ∼ Sp(ϕ)称为 ECD的随

机表示. 可以想象, ECD 将有类似于多元正态 Np(µ,Σ) 的诸多性质. 例如, 如果 x ∼ ECDp(µ,Σ, ϕ)

具有密度函数, 则它一定具有如下形式:

f(x) = cΣ− 1
2 g[(x− µ)TΣ−1(x− µ)], (2.6)

这里 g(·) > 0 是一个标度函数, c > 0 是一个规范常数. 例如, 如果 x ∼ Np(µ,Σ), 那么

g(x) = exp

(
− x

2

)
.
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假设 x ∼ ECDp(µ,Σ, ϕ), 将 x、µ 和 Σ 剖分如下:

x =

 x1

x2

 , µ =

µ1

µ2

 , Σ =

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 ,

这里 x1: m× 1, µ1: m× 1 且 Σ11: m×m, 则

x1 ∼ ECDm(µ1,Σ11, ϕ), x2 ∼ ECDp−m(µ2,Σ22, ϕ)

且相应的条件分布也属于椭球分布族. 这些性质类似于多元正态分布.

用于方程 (2.1)–(2.5) 的随机表示方法在研究 ECD 理论中发挥着重要作用. 方开泰及其合作者们

已经发展了 ECD 均值 µ 和协方差矩阵 Σ 的统计推断理论, 详情参见文献 [57–72]. 他们同时发展了

一些球分布 (ECD 的子类) 的拟合优度检验方法, 详情参见文献 [73–78]. 一些检验球对称性和椭球对

称性的方法收集在文献 [79, 80].

2.2 球矩阵分布理论与应用

中国学者在多元统计分析及广义多元统计方面的贡献, 包括文章、专著和教科书等, 已经被一些

国际学者引用于统计方法论及数据分析方面 (参见文献 [81–84]). 这些学者应用文献 [71] 中的球矩阵

分布理论发展了一类多元正态及其相关的线性模型的精确参数检验. 这些检验可以有效应用于高维小

样本情形, 即使样本量小于维数的情形也一样有效. Läuter 及他的合作者们发展了一类适用于高维小

样本情形的多元正态均值比较问题的精确检验. 这些检验把传统的 Hotelling T 2- 检验推广到多重均

值比较 (多元方差分析) 和多元回归模型中回归系数的一般线性检验. 这些检验被证明特别适用于高

维小样本情形. 即使样本量小于维数的情形仍然有可观的功效 (参见文献 [85]).

一个 n× p 随机矩阵 X 称为具有左球矩阵分布, 记为

X ∼ LSn×p(ϕ),

如果对任意的 n× n 常数正交矩阵 Γ, 有

ΓX
d
= X. (2.7)

已经证明, X ∼ LSn×p(ϕ) 当且仅当 X 有随机表示

X
d
= UV , (2.8)

这里 U (n× p) 独立于 V (p× p), 且 U ∼ U(n×p), 即 Stielfel 流型

Q(n, p) = {Hn×p : HTH = Ip} (2.9)

上的均匀分布. 如果 X = (x1, . . . ,xn)
T (X: n 行 p 列) 是一个独立同分布 Np(0,Σ) 的随机向量组成

的一个观察矩阵, 则可证明

X ∼ LSn×p(ϕ),

且 X 具有随机表示 (2.8). 对任意一个随机矩阵 Dp×q (q 6 p), 假定 D 是 X 的一个二次型函数

D = f(XTX),
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可以证明 XD ∼ LSn×p(ϕ), 所以, XD 也有类似于 (2.8) 的随机表示, 即

XD
d
= UA,

且 U ∼ U(n×q) 独立于 Aq×q. 作为这个随机表示的结果, 任意一个仿射不变的统计量 T (XD), 一定

满足

T (XD)
d
= T (U),

即其分布由 U 唯一决定, 而不依赖于如何选择二次函数 D = f(XTX), 人们可以选择 q 6 p 作为降

维, 并满足

U ∼ U(n×q).

例如, 令

q = min(n, p)− 1,

这将使得统计量在高维小样本下和样本量小于维数 (n 6 p) 的情形仍然适用. 这就是 Läuter 及他的

合作者们的精确检验方法的主要思想.

通过应用文献 [71] 中的主要理论及 Läuter 和他的合作者们发展他们的精确检验方法的途径 (参

见文献 [71, 81, 83]), 中国学者发展了一类正态拟合优度的非参数检验. 这些检验特别适用于高维小样

本情形, 即使样本量小于维数 (n 6 p) 仍然有效. 他们的研究成果也包含了带有置信区域的检验正态

分布的图方法和一类球性检验 (参见文献 [77,78,86–88]). 由中国学者主导的这类方法后来有了进一步

的发展, 参见文献 [89–96].

2.3 广义多元分析的国外平行研究及进一步发展

国内学者在 20 世纪 80 年代和 90 年代初期参与并开创了一些广义多元分析研究方向, 参见文

献 [65, 69–72, 97–104]. 20 世纪 90 年代之后, 国际学者在广义多元分析研究的相似领域也取得了可喜

成就. 例如, 广义多元分析基础和统计推断及其应用的平行研究可以参见文献 [105–114].

3 一般对称多元分布及相关分布

在椭球等高分布族之外, 有几类常见的对称多元分布. 一般多元连续分布的系统性概述可追溯到

20 世纪 70 年代初期 (参见文献 [115]). 中国学者在构造新的连续多元对称分布方面的研究始于 20 世

纪 80 年代 (参见文献 [98, 116]).

3.1 从球分布到 l1l1l1- 模对称分布

一般的连续多元对称分布是通过一个在广义单位球面上的均匀分布的非负随机组合来实现的. 通

过改变定义广义单位球的距离度量, 我们可以构造不同的连续多元对称分布族. 通过对一般的连续多

元对称分布的随机表示进行线性变换, 我们可以得到更广泛的连续多元对称分布. 例如, ECD 是通过

对球对称分布的随机表示进行线性变换而得到的. 文献 [117] 提出了一类多元指数分布. 在此基础上,

文献 [118] 构造了基于指数分布的多元分布族. 我们采用文献 [117] 中的记号, 定义如下分布族:

Fn = {L(z) : z d
= Ru, R > 0 独立于 u}, (3.1)
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这里 u = (U1, . . . , Un)
T 是服从 l1- 模单位球面 (第一象限) 上

S1
+ =

{
z = (z1, . . . , zn)

T : zi > 0 (i = 1, . . . , n), ∥z∥1 =
n∑

i=1

zi = 1

}
(3.2)

的均匀分布, 其中 ∥z∥1 是 z 的 l1- 模. 文献 [118] 证明了对任意 z = (Z1, . . . , Zn)
T ∈ Fn, 它的生存

函数

P (Z1 > z1, . . . , Zn > zn) (3.3)

只依赖于 l1- 模 ∥z∥1. 由此可以构造一个新的分布族:

Tn = {L(z) : z = (Z1, . . . , Zn)
T ∈ Rn

+, 满足 P (Z1 > z1, . . . , Zn > zn) = h(∥z∥1)}, (3.4)

这里

Rn
+ = {z = (z1, . . . , zn)

T : zi > 0 (i = 1, . . . , n)}.

文献 [118] 证明了 Tn 包含了一个对称多元分布的子族:

Dn,∞ = {L(z) : z d
= Rx, R > 0 独立于 x = (X1, . . . , Xn)

T, Xi
i.i.d.∼ Exp(λ)}, (3.5)

这里 Exp(λ) 表示参数为 λ > 0 的指数分布. Dn,∞ 实际上是混合指数分布族. 文献 [118] 同时证明了

三个分布族有趣的关系:

Dn,∞ ⊂ Tn ⊂ Fn, (3.6)

这意味着 Fn 是最大的分布族, 它包含了 Tn 作为其子族, Tn 包含了 Dn,∞ 作为其子族; 并得到了

z = (Z1, . . . , Zn)
T ∈ Fn 的生存函数具有如下形式:

P (Z1 > a1, . . . , Zn > an) =

∫ +∞

∥a∥1

(
1− ∥a∥1

r

)n−1

dG(r), (3.7)

这里 G(r) 代表随机表示 (3.1) 中 R 的分布函数,

a = (a1, . . . , an)
T ∈ Rn

+.

如果 z = (Z1, . . . , Zn)
T ∈ Fn 具有密度函数, 则它一定具有形式 f(∥z∥1) (z ∈ Rn

+), 其只依赖于 z 的

l1- 模. 文献 [119] 取得了多元 l1- 模对称分布的顺序统计量的联合分布. 文献 [120] 提出了矩阵指数分

布. 文献 [121] 研究了多元 l1- 模对称分布的位置参数与刻度参数的统计推断问题.

文献 [122] 研究了具有旋转对称性的一类分布的大样本性质. 文献 [123] 提出了一类广义对称

Dirichlet 分布. 文献 [124] 得到了一个多元 l1- 模对称分布的刻画性质. 文献 [125] 构造了一类多元分

布, 包含了多元 logistic 分布. 文献 [126] 概述了当时众多已知的对称多元及相关分布. 文献 [126] 提出

了一类 v-球分布族的统计推断和建模应用. 文献 [127]提出了一类广义 Liouville分布.定义方程 (3.1)

中的分布族 Fn 的思想由文献 [128] 推广到 lp- 模对称分布, 也由文献 [129] 推广到 Lp- 模对称多元分

布. 这些文献中, lp- 模是对非负向量定义的, 而 Lp- 模是对所有实向量定义的.
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3.2 其他相关的多元分布

中国学者在对称多元及相关分布的研究持续于 20 世纪 90 年代及之后若干年. 例如, 文献 [130]

引进了 L1- 模对称分布到 L1- 模统计推断分析. 这里 L1- 模区别于前面所用的记号 l1- 模: l1- 模是

对非负向量定义的, 而 L1- 模是对所有实向量定义的. 文献 [131] 利用一类对称多元分布的垂直密度

表示法提出了生成这些分布的随机数的方法. 文献 [132] 提出了一个推广复数正态分布的新途径. 文

献 [133]提出了一个检验高维对称分布的新方法. 文献 [134]构造了一类具有非椭球等高线的二维分布

族. 文献 [135]提出了一个使用垂直密度表示法生成多元分布的新途径. 文献 [136]提出了使用 copula

方法构造已知边际分布的 meta 型椭球分布. 他们的 copula 方法已被众多的国际学者在多个领域中

引用. 在众多的构造多元分布的方法中, copula 方法成为构造已知边际分布的多元分布的最常用方法

(参见文献 [137]). 文献 [136] 构造 meta 型椭球分布的思想是建立在 ECD 某些已知性质的基础上的.

如果

z = (Z1, . . . , Zn)
T ∼ ECDn(0,R, g)

具有方程 (2.6) 给出的概率密度函数和相关系数矩阵 R, 那么 z 的每个分量 Zi (i = 1, . . . , n) 具有边

际密度函数

qg(z) =
π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

∫ +∞

z2

(y − z2)(n−1)/2g(y)dy (3.8)

和分布函数

Qg(z) =
1

2
+

π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

∫ z

0

∫ +∞

u2

(y − u2)(n−1)/2g(y)dydu. (3.9)

令 x = (X1, . . . , Xn)
T 为随机向量, 其每个分量 Xi 具有密度函数 fi(xi) 和分布函数 Fi(xi).

令随机向量

z = (Z1, . . . , Zn)
T ∼ ECDn(0,R, g),

其中

Zi = Q−1
g (Fi(Xi)), i = 1, . . . , n, (3.10)

这里 Q−1
g (·) 是 (3.9) 定义的 Qg(·) 的逆函数. 文献 [136] 导出了 x = (X1, . . . , Xn)

T 的联合密度为

h(x1, . . . , xn) = ϕ(Q−1
g (F1(x1)), . . . , Q

−1
g (Fn(xn)))

n∏
i=1

fi(xi), (3.11)

这里 ϕ 称为 n- 变量密度权函数,

ϕ(z1, . . . , zn) =
|R|− 1

2 g(zTR−1z)∏n
i=1 qg(zi)

. (3.12)

如果 x = (X1, . . . , Xn)
T 具有 (3.11) 给出的密度函数, 则 X 称为 meta 型椭球分布, 记为

X ∼ MEn(0,R, g; F1, . . . , Fn). (3.13)

分布族 (3.13)包含了众多的多元分布,例如, ECDn(0,R, g)和多种通过选择不同的边际分布 Fi(xi)而

得到的非对称多元分布. 文献 [136] 取得了一些二维情形有趣的 meta 型 ECD. 一般地, 分布族 (3.13)

是一个极大的分布族. 其任意一个成员的概率密度函数难以获得. 如今 copula 方法已经被广泛应用
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于多个领域 (参见文献 [138–140]). 应用文献 [104] 的球分布理论, 文献 [96] 提出了一类检验 Lp- 模对

称多元分布的拟合优度的均匀性检验.

文献 [104] 所讨论的对称多元分布的方法给构造新的多元统计分布提供了某种启发性. 例如, 多

元偏正态分布 (multivariate skew-normal distribution) 族的构造及其应用可参见文献 [141–153].

4 方向数据、占有问题、增长曲线模型与其他研究方向

改革开放初期, 为了满足中国工业领域对应用统计的需求, 中国学者进行了一系列的应用项目研

究,如聚类分析、占有问题、数理统计与标准化、质量控制和多元观察的图分析等. 这些成果集中于文

献 [11, 14–22,24,25,29,154–157].

4.1 方向数据与占有问题

方向数据产生于多个领域, 如地球科学、天体物理和医学等领域. 文献 [158] 对方向数据给出了

一个综合概述. 假设 x = (x1, . . . , xp)
T 是球面 Sp = {x ∈ Rp : ∥x∥ = 1} 上的一个方向 (Rp 表示通

常的 p- 维 Euclid 空间, ∥ · ∥ 表示通常的距离). 方向数据分析的一些主要问题包括球面 Sp 上两个方

向 x 和 y 上数据的相关性分析, 及 y 对 x 的回归等问题. 方向数据分析在 20 世纪 80 年代后期对

中国统计学者是一个全新的领域. 中国学者在这个领域取得了一定的研究成果 (参见文献 [159–166]).

除了集中于统计理论及应用的研究之外,占有问题是概率论中关于如何合理分配一组球到一组格子里

的方法问题. 占有问题源自概率论. 一些关于资源的最优分配的实际问题可以归结为一种占有问题的

解. 例如, 酒店空间的占有问题、房间出租、办公室配置, 或将一组人员分配到一个不分割的空间等

问题, 都可以被描述为一类占有问题. 有限资源的最优分配问题可以简化成占有问题的求解, 参见文

献 [154,155,157,167].

4.2 增长曲线模型与其他研究方向

增长曲线模型是 20世纪 80年代中后期中国学者继承发展的一个研究方向.关于增长曲线模型方

法的一般概述可以参见文献 [168]. 异常观察点判别、有影响的观察点识别和协方差结构的研究是增

长曲线模型理论的一些重要课题. 增长曲线模型的一般表达模式可以写为 (参见文献 [169])

Y p×n = Xp×mBm×rZr×n +Ep×n, (4.1)

这里 X 和 Z 是已知的设计矩阵. 它们的秩分别为 m < p 和 r < n, 回归系数矩阵 B 为未知. 进一步

假设误差系数矩阵 E 的所有列相互独立且具有零均值与未知协方差矩阵 Σ > 0的 p-维正态分布.增

长曲线模型 (4.1) 的表达模式也可以写为矩阵正态分布 Y ∼ Np×n(XBZ,Σ⊗ In) (⊗ 表示 Kronecker

乘积). 由矩阵正态分布的假设可以容易地得到回归系数矩阵 B 和未知协方差矩阵 Σ 的极大似然估

计. 文献 [169] 利用均值平移回归模型提出了一个多个异常点同时识别的新方法. 文献 [170] 通过利用

经验影响函数的方法研究了一个观察子集对增长曲线模型拟合优度的影响. 文献 [171] 采用 Bayes 局

部影响方法对 Rao的简单协方差结构下的增长曲线模型提出了一个模型诊断方法. 文献 [172]研究了

一类在抽象置换框架下没有固定协方差结构的增长曲线模型的局部影响判别. 文献 [173] 讨论了增长

曲线模型协方差矩阵的后验分布. 文献 [174] 把文献 [171] 中 Rao 的简单协方差结构情形推广到没有
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固定协方差结构情形. 文献 [175] 把投影寻踪技术应用于多元数据分析中的多个异常点判别. 增长曲

线模型的近期研究成果可以参见专著 [176].

进入 20 世纪 90 年代以后, 中国统计学家与数学家合作, 将纯粹数学中的数论方法应用于多元

统计, 发展了一类建立在数论基础上的多元统计方法, 详见专著 [177] 和综述文献 [178]. 由中国学

者开创的数论方法与多元统计相结合途径已经广泛应用于与多元统计相关的数量分析问题, 例如, 文

献 [179]发展了一类多元统计中的全局优化算法,文献 [180]概述了伪 Monte Carlo方法和多元统计在

计量经济中的应用. 进入 2000 年之后, 中国的多元统计及其应用在老一辈统计学家已经开创的众多

领域继续得到发扬光大. 谨以此文纪念那些为中国统计事业的发展历经辛苦、孜孜不倦和永不停息的

科研工作者.

致谢 作者衷心感谢方开泰教授引领我们进入近代多元统计分析领域并悉心指导我们走上了学术之路. 我们从与方教

授结下师生之缘起几十年来一直受益良多. 祝愿方教授: 人生八十再展旌旗, 看诺奖得主九十七. 本文作者按照拼音字
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Multivariate statistics and its applications

Gang Li, Jiajuan Liang, Jianxin Pan, Xiaoling Peng & Guoliang Tian

Abstract Multivariate statistics and its applications have received more and more attention since 1950s. Mul-
tivariate statistical research in China was initiated by Pao-Lu Hsu during the end of 1930s and the beginning of
1940s in the so-called “Southwest United University”. Modern big data analysis makes classical multivariate sta-
tistical theory unable to accurately and effectively solve practical problems. The theory of generalized multivariate
statistics has been developing very fast since 1970s. This paper aims to introduce the summary contributions that
Chinese scholars have made in the development of generalized multivariate statistics and its applications in sev-
eral aspects: (1) multivariate statistics and generalized multivariate statistics; (2) general symmetric multivariate
distributions; and (3) growth curve modeling and miscellaneous directions. Generalized multivariate statistics
is an extension to the traditional statistics under the normal assumption. It aims to generalize the traditional
statistical methodologies like parametric estimation, hypothesis testing, and modeling to a much wider family of
multivariate distributions that are called elliptically contoured distributions (ECDs). General symmetric multi-
variate distributions form an even wider class of multivariate probability distributions that includes the ECDs
as its special case. Growth curve modeling (GCM) includes statistical methods that allow for consideration of
inter-individual variability in intra-individual patterns of chance over time. Outlier detection and identification
of influential observations are important topics in the area of GCM.

Keywords copula, l1-norm symmetric distributions, spherically symmetric distribution, stochastic repre-

sentation, elliptically contoured distribution, occupancy problem, growth curve model, left-spherical matrix

distribution
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