
综 述

英文引用格式: Du Q. From peridynamics to stochastic jump process: Illustrations of nonlocal balance laws and nonlocal calculus

framework (in Chinese). Sci Sin Math, 2015, 45: 939–952, doi: 10.1360/N012014-00222

中国科学 : 数学 2015年 第 45卷 第 7期 : 939∼ 952

www.scichina.com math.scichina.com

从毗域动力学到随机跳跃过程: 非局部平衡范例
及非局部微积分框架
献给林群教授 80 华诞

杜强
Department of Applied Physics and Applied Mathematics, Columbia University, New York, NY 10027, USA

E-mail: qd2125@columbia.edu

收稿日期: 2014-10-28; 接受日期: 2015-03-11

摘要 非局部效应在自然界随处可见, 对它的系统描述和认识需要突破传统模式的局限来发展新的

数学思想和计算方法. 本文从非局部毗域动力学模型和有关随机跳跃过程的非局部扩散模型出发, 探

讨非局部的平衡关系及其系统的数学表述,并用简例来介绍最近发展的非局部向量微积分框架和非局

部变分原理中的一些基本概念, 从而说明非局部模型与传统局部模型的关联和不同. 本文还进一步提

出渐近兼容 (AC) 的数值离散格式, 为多尺度问题的非局部模型提供稳健的计算模拟方法.
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1 引言

传统的微积分理论和微分方程是我们描述自然现象最常用的数学模型,在物理学、化学、生物学、

工程学、材料、环境、信息和社会中都有大量应用. 几百年来,它们为我们描述和认识世界提供了便利

的工具, 也是培训和教育年轻一代的必修课程 (参见文献 [1]).

随着科学的发展和我们对跨尺度的和含奇性的问题越来越多的重视,传统的思想方法因为它们的

局限性, 在处理一些建模和分析过程中所面临的新挑战的时候, 有时会显得难以胜任. 这就启发我们

从新的基本点出发去建立更一般的数学模型和理论框架 (参见文献 [2]). 本文考虑的非局部毗域动力

学 (peridynamics, 简称 PD) 模型和有关随机跳跃过程的非局部扩散 (nonlocal diffusion, 简称 ND) 模

型与传统的偏微分方程建模方式不同,他们利用非局部的积分算子构造出更一般的微积分方程作为模

型的数学表达形式, 因而称为非局部 (nonlocal) 模型. 非局部模型的描述依赖周围 (毗域) 的行为. 与

之对照, 对微分方程来言, 通常单凭解在一点的性质就可确定方程是否成立, 因此, 后者被认为是局部

(或本地) 模型. 当积分算子的核函数选择适当时, 局部模型可以形式上从非局部模型得出, 因此, 非局

部模型可以看作是偏微分方程的一种推广而非只是被视为一种近似的方式,它们是对物理现实中的非

局部平衡关系的数学表示. 而非局部向量微积分和非局部变分原理恰好是为非局部模型所建立的相应

的理论分析框架 (参见文献 [3, 4]).
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非局部效应在自然界随处可见. 有关非局部模型的研究也有很长的历史, 甚至可以说与所谓的局

部偏微分方程的研究一样古老. 近年来对多尺度问题研究不断深入, 宏观度量因为对微观变量的约简

形成长程的关联, 使得非局部模型往往变为模型简化过程造成的必然后果. 随着计算模拟能力的提高,

多尺度建模和计算越来越得到重视, 这也让非局部模型的运用越来越多, 例如, 在材料和力学建模方

面有很多尝试. 推动这些工作的一个重要原因是, 许多传统上局部定义的以偏微分方程为基础的连续

统模型及相关的数值方法在分析和模拟跨尺度的材料性质和力学行为中所产生的缺陷和断裂等奇异

现象时面临极大困难. 或者说, 很关键的一点是, 连续介质模型的经典微积分理论体系不完全适用于

描述某些重要物理过程所固有的空间上的不连续性. 非局部模型有望通过空间积分方程的形式避免

这一基本矛盾,通过新的数学描述使得不连续现象和连续过程都可以在一个统一的连续统模型中得以

处理.

毗域动力学是非局部力学模型的一个较新的范例, 其原始雏形由 Silling [5] 在 2000 年提出, 之后

又得到进一步推广 (参见文献 [6,7]). 近年来, PD模型得到许多学者的关注,并被成功地应用于不同材

料和结构的静力学与动力学模拟以及断裂、破坏和失效分析 [8–11]. 在其数值模拟程序库的开发方面,

在美国 Sandia 国家实验室的推动下也有不少进展 (参见文献 [12, 13]). 关于毗域动力学方向的发展历

史和最近进展的详细综述性介绍可以参考最近出版的专著 [14].

毗域动力学方法近年来在国内也受到关注, 力学进展期刊上发表了系统性的介绍工作, 参见文

献 [15] (该文将 peridynamics 翻译为近场动力学, 本文采用了毗域二字, 一是它与近场的含义相同, 再

者毗域的发音与原文较为贴近). 最近几年中, 毗域动力学在应用数学领域也开始得到关注, 刊登在应

用与工业数学学会新闻月刊上的短文 [2]简要地介绍了近来在 PD模型数学理论和算法分析方面的一

些进展. 毗域动力学的数学理论框架的建立对实际应用和计算模拟都有重要的指导意义. 对毗域动力

学的分析和算法研究也推动了如非局部微积分、非局部变分法和渐近兼容格式等新的数学思想的产

生. 鉴于文献 [15] 已对毗域动力学的历史背景和应用进行了很好的阐述, 本文选择从数学和计算的角

度出发, 着重探讨近来非局部模型的数学理论和数值方法方面的研究, 而不是对材料缺陷和断裂的具

体分析.

从数学形式上来说, 定义在常量函数空间上的线性 PD 算子与非局部扩散 (ND) 算子有很相近之

处,而后者与反常扩散、分数阶微分算子和随机跳跃过程密切相关 (参见文献 [16–18]). 例如,它可以用

来描述对应于随机非对称 Lévy测度的 Lévy-型过程的非局部主方程,刻画比对应于正常扩散的 Brown

运动更一般的随机跳跃过程 (参见文献 [19, 20]), 这些随机跳跃过程容许样本路径中的不连续性和跳

跃. 一些特殊的非局部扩散算子还可以给出对应于反常扩散的分数阶扩散方程 (参见文献 [16]). 近年

来, 关于反常扩散和分数阶扩散模型的数学理论研究也越来越细致 (参见文献 [21–24]). 同时, 非局部

算子与在数据挖掘、机器学习和图像处理以及网络分析中引入的扩散映射 [25,26]、非局部均值 [27, 28] 和

图像 Laplace 算子 [29] 也有密切联系. 因此, 本文的讨论有着比毗域动力学更广泛的理论意义和应用

背景.

值得一提的是, 这里所考虑的 PD 和 ND 模型都用了由 Silling [5] 引入的毗域半径 δ. 毗域半径

描述了空间非局部作用的影响范围. 当 δ → 0, 非局部的影响逐渐消失. 这个极限过程可视为连接非

局部方程与局部微分方程的桥梁, 我们可以经过不同形式搭起这一桥梁, 例如, 文献 [30, 31] 采用了适

用于光滑函数的 Taylor 展开式法; 文献 [3, 32] 采用了在最小的正则性条件下适用的 Fourier 分析法;

文献 [33–35]更严格地在有界区域上非局域函数空间的适当的拓扑意义下采用了非局部变分原理的框

架. 这些理论研究推动了有稳健性好和鲁棒性强的非局部方程的离散方法, 使之既可适用于非局部方

程又能用于其局部极限方程. 这类方法称为渐近兼容 (AC) 格式 [36], 它对模拟和解决多尺度、跨尺度
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的问题有很重要的意义.相应地, 如果我们把 δ → 0的极限探讨换成 δ → ∞, 那么, 这类思想也可以用

来探讨带有限范围的非局部模型与由分数阶方程 [20] 所代表的全局或整体 (global) 模型的关系.

本文的结构如下: 第 2 节简单回顾一下毗域动力学模型和相关的非局部模型的一些例子, 然后讨

论分析毗域动力学和相关非局部方程的一些数学理论,着重介绍非局部微积分和非局部变分原理的几

个要点; 第 3 节对渐近兼容 (AC) 格式作一个介绍; 最后在 4 节给出小结. 非局部模型及其数学理论

的发展有方方面面, 这里的讨论大都是基于我们近期的研究, 因此忽略了对其他工作的全面评述. 由

于关注的方面顾及到模型、分析和数值方法, 所以只能以点代面, 简单介绍. 有兴趣的读者可参见文

献 [4,37]中更详尽的讨论.我们希望本文既让读者看到非局部模型及其数学理论与传统连续统模型的

相似之处, 又展示出非局部问题具有的特色和新的挑战.

本节最后给出本文将要用到的符号和简称. PD: 毗域动力学 peridynamics, δ: 毗域半径, ND: 非

局部扩散, PDE: 偏微分方程, D∗: 非局部伸张算子, D∗: 非局部体应变算子, D∗
wδ

: 非局部散度算子,

Dwδ
: 非局部梯度算子, Ω: 空间区域, h: 网格尺寸、节点间距, Lδ: 非局部毗域算子, AC: 渐近兼容,

uδ,h: 非局部离散模型数值解, uδ,0: 非局部连续模型的解, u0,0: 局部连续模型的解, u0,h: 局部离散模

型数值解.

2 非局部平衡、非局部微积分和非局部变分原理

连续介质力学中的物理平衡方程经常被表达成偏微分方程系统,而非局部的 PD模型则可视为一

个通过非局部通量建立的非局部平衡律. 我们以文献 [6] 给出的比原始键式 (bond-based) 的 PD 模型

更一般的所谓态式 (state-based) PD 模型为例:

ρ∂tty(x, t) =

∫
{T[x]⟨x′ − x⟩ − T[x′]⟨x− x′⟩}dVx′ + b(x), (2.1)

这里 T[x]⟨x′ − x⟩ 和 T[x′]⟨x− x′⟩ 代表 PD 力态. 如文献 [3] 所示, 对于任何一对空间区域 Ω1 和 Ω2,

我们可以定义相应的非局部通量泛函

F(Ω1,Ω2) =

∫
Ω1

∫
Ω2

{T[x]⟨x′ − x⟩ − T[x′]⟨x− x′⟩}dVx′dVx. (2.2)

方程 (2.1)和 (2.2)中的被积函数关于 x和 x′ 是反对称的. 这是一个使得相应的平衡律满足作用与反

作用原理的充分必要条件. 非局部通量具有可加性, 也就是说,

F(Ω1,Ω2) + F(Ω1,Ω3) = F(Ω1,Ω2 ∪ Ω3), ∀Ω2 ∩ Ω3 = ∅.

同时, 它满足交替变号法则:

F(Ω1,Ω2) = −F(Ω2,Ω1), ∀Ω1,Ω2.

非局部通量的引入带动了非局部微积分中相关非局部算子的讨论 (参见文献 [3]). 因为区域 Ω1 和 Ω2

不必直接接触, 它拓宽了局部通量的概念. 同时, 通过对运动方程在空间域 Ω ⊂ Rn 上的积分, 它进而

引申出非局部平衡律
d

dt

∫
Ω

ρẏdVx = F(Ω,Rn \ Ω) +
∫
Ω

bdVx.

因此, PD 模型是利用非局部通量和空间非局部算子来取代局部通量和空间微分而得到的一种非局部

平衡方程和连续统模型. 对这一类非局部模型的数学分析试图回答如下的一些基本问题:
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(1) 如何建立非局部模型的适定性? 如何为方程的解定义合适的函数空间和拓扑? 如何引入合适

的非局部边界条件或约束? 解有什么特定的属性、正则性或奇异行为?

(2) 当毗域半径 δ 趋于零时, 非局部模型的解和它极限意义下的经典偏微分方程的解之间有何关

系? 它们相应的数值逼近格式与近似解之间有何关系?

在过去的几年中, 这些问题得到数学界的关注. 相关数学理论的发展也有助于推动材料断裂、非

局部扩散和随机跳跃转移过程等相关应用领域的研究.本文把讨论的重点放在对类似于下面的线性方

程回答上述的问题,

ρ∂ttu(x, t) =

∫
C(x′,x)(u(x′, t)− u(x, t))dx′ + b(x), (2.3)

这里 ρ 代表常数密度, b(x) 代表外力. 张量 C 刻画了体系的非局部相互作用. 例如, 键式 PD 模型 C

是个秩为 1 的张量,

C(x′,x) = ωδ[α⊗α] = ωδ(|x′ − x|)
[
(x′ − x)

|x′ − x|2
⊗ (x′ − x)

|x′ − x|2

]
. (2.4)

上式中的向量 α(x′,x) = (x′ − x)/|x′ − x|2 描述的是从 x 到 x′ 的键的方向, 这就让 (2.3) 中的被积

分量代表了一个犹如线性弹簧般的相互作用, 而标量核函数 ωδ = ωδ(|x′ − x|) 刻画了弹簧系数. 对态

式 PD 模型 [7], C 可以由更一般的张量形式给出 (参见文献 [3, 4, 33]).

对非局部扩散过程来说, 经常遇到的例子则由

∂tu(x, t) =

∫
ωδ(|x′ − x|)(u(x′, t)− u(x, t))dx′ + b(x) (2.5)

或其稳态方程给出. 比 (2.5) 更为一般的方程

∂tu(x, t) =

∫
{γδ(x′,x)u(x′, t)− γδ(x,x

′)u(x, t))}dx′, (2.6)

则可以用来描述以 γ(x′,x)作为跳跃率的跳跃过程 [17, 19,20]. 一般而言, γ(x′,x)可分解为关于 x′ 和 x

的对称部分和反对称部分. 如果把前者看成是非局部的扩散,那么, 后者则体现了非局部的对流. 对非

局部对流扩散方程的兴趣源于许多因素,例如,它们可以描述比通常的 Fokker-Planck微分方程对应的

Brown 运动更一般的随机过程, 容许样本路径中的不连续性和跳跃. 对一些特殊的核函数 ωδ, (2.5) 可

以对应于描述反常扩散的分数阶扩散方程, 或是对应带有非对称 Lévy 测度的 Lévy- 型随机过程的主

方程. 而当非局部毗域半径趋于零时或当核函数成为很特殊的在单点定义的奇异测度, 它也可以得到

传统的对流扩散方程. 我们注意到对一般的核函数而言, (2.5) 和 (2.6) 里的积分通常应当理解为积分

主值 (参见文献 [38]).

我们以一个非局部键式 PD 模型的线性稳态问题为例:

−Lδu(x) = b(x), ∀x ∈ Ω, (2.7)

这里 Ω 是 Rn 里的一个有界域, 键式 PD 算子 Lδ 的定义为

Lδu(x) = −D(ωδG∗(u)I)(x)

=

∫
Ω∪ΩI

ωδ(|y − x|)α(y,x)⊗ α(y,x)(u(y)− u(x))dy

=

∫
Ω∪ΩI

ωδ(|y − x|) y − x

|y − x|
⊗ y − x

|y − x|
(u(y)− u(x))dy, (2.8)
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这里 ΩI 为相互作用域. 在 ΩI 中或其有非零测度的子集上, 方程的解可受到限制. 这就给出了非局部

(体积)约束的问题 [16]. 不失一般性,我们假设 Ω和 ΩI 没有除去边界外的交集,我们用 Ω̃ = Ω∪ΩI 表

示整个区域. 例如, 如果 ΩI 是一个空集, 那么, Lδ 可以不带任何额外条件地在 Ω̃ = Ω 上明确定义. 这

种情形可看作是偏微分方程自然边界条件的非局部的版本. 在我们较早的工作中曾人为地给一个非空

的 ΩI 并将在 ΩI 上的方程象征性地视为非局部的约束, 而在 Ω 上则视为方程, 这样的人为区分在数

学上显得多余, 但他们可能给赋予不同的物理含义. 另一方面, 我们可以施加 u = 0 的条件在 ΩI 上.

这对应的是本质性的约束. 比较常见的形式包括环绕 Ω 宽度是 δ 的带状域:

ΩI = Ωδ = {x ∈ Ωc : dist(x, ∂Ω) < δ}.

但应当指出 ΩI 的选取可以非常自由, 图 1 中列出了几种可能.

我们可以考虑较一般的非局部对流扩散时间发展方程 (2.6) 相应的初边值问题以及它所对应的

Markov 过程. 假设 γδ 为跳跃率, u0 为初始状态的概率密度, 那么, (2.6) 就是相应的 Markov 过程概

率密度满足的主方程. 特别是,当 γδ 对应了一个有限的 Lévy测度,那么,对应的积分算子就是一个可

以通过一个复合 Poisson过程表示的 Lévy跳跃过程的生成算子. 当我们考虑有限区域时,我们可以设

定当 t > 0 时, 在 ΩI ⊂ Ωδ 内满足 u = 0 的非局部约束条件,

u(x, t) = 0, ∀x ∈ ΩI ⊂ Ωδ, t > 0.

(a) (b)

(c) (d)

图 1 几种 Ω 和 ΩI 取法的图示
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也就是说, 我们假设 Xt 是在 X0 ∈ Ω 的条件下限制在 Ω 上的过程, 除非 Xt ∈ ΩI , 且在此情形, 相应

过程被吸收而不重新返回 Ω, 那么, 这个过程的溢出时间由以下随机变量给出:

τ := inf{t > 0, Xt ∈ ΩI | X0 ∈ Ω}.

非局部方程 (2.6) 和上述的非局部约束条件演绎了随机变量 τ 的概率密度的时空变化. 在 δ ∈ (0,∞),

我们得到一个范围有限的非对称跳跃过程. 我们考虑两种有意义的情形,首先,对 Ωd = ΩI 的特例,我

们得到的是一个对应了非局部齐次 Dirichlet条件下的主方程的吸收 (absorbed)过程;其次, Ωd = ∅对
应了非局部齐次 Neumann 条件下的主方程的审视 (sensored) 过程. 一般而言, 我们得到的是混合吸

收/审视过程的主方程 [17].

有关上述的一些线性问题的适定性研究可参见文献 [3, 16, 17, 22, 23, 30, 32–35, 38–46], 也可参见文

献 [4] 给出的粗略介绍. 尽管有很多不同的应用背景, 我们以 PD 或 ND 作为相似的非局部模型的通

称. 需要强调的是, 我们把 PD 和 ND 模型作为对实际物理过程更合适和更准确的数学表述, 它们不

是对局部模型的近似, 但又可以在一定条件下约化为局部模型. 它们也不是单纯数值的离散方式, 但

又能提供新的模式供模拟时运用.

为了系统地表达如 (2.1) 和 (2.5) 之类的 PD 和 ND 方程中所出现的线性算子, 文献 [3] 定义了一

些非局部算子作为非局部向量微积分的基石. 例如, 对于 Rn 中任意两点 x′ 和 x, 非局部算子 D 的定
义是, 对任意双点张量函数 ψ : Rn × Rn → Rn×m,

(Dψ)(x) =
∫
Rn

(ψ(x,x′) + ψ(x′,x)) ·α(x,x′)dx′.

其对偶算子 D∗ 为, 对任意函数 v : Rn → Rm,

(D∗v)(x,x′) = (v(x′)− v(x))⊗α(x′,x).

D 与 D∗ 互为对偶表现为∫
Rn

v(x) · (Dψ)(x)dx =

∫
Rn

∫
Rn

(D∗v)(x,x′) · ψ(x,x′)dx′dx.

这种对偶性可以看作是 Fubini定理的一个应用, 如果被积量满足适当的正则性的话. 如果与经典向量

微积分相比,它也可以解释为一个非局部的分部积分公式. 我们看到与经典微积分常用的算子不同, D
和 D∗ 的定义域内的函数和映射到的函数具有不同数目的变量. 这一点可以通过外形式来理解: 单点

函数对应了零阶形式或单纯性的顶点, 而双点函数对应了零阶形式或单纯性两个顶点所构成的边. 我

们注意到 D∗ 和 Tr(D∗)对应了线性化的非局部应变 (参见文献 [7,34]). 文献 [3]中对给定加权函数 wδ

定义了给接近原始微分算子定义的加权非局部算子, 例如, 对任意标量函数 v = v(x), 我们有

D∗
δv(x) = p.v.

∫
Rn

wδ(|x− x′|)(D∗v)(x,x′)dx′

= p.v.

∫
Rn

wδ(|x− x′|)(v(x′)− v(x))α(x′,x)dx′.

后者对描述更一般的非局部方程十分关键, 其中积分通常是在主值意义下定义的. 当 δ → 0 时, 对适

当的 wδ, D
∗
δ 与传统微分算子的定义是一致的 (参见文献 [3]).

有了基本的非局部算子, 我们可以进一步推导与经典微积分相似的结论, 例如,∫
Ω

(Dψ)(x)dx = −
∫
Ωc

(Dψ)(x)dx
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可以理解为经典散度定理的非局部版本 [3], 其等式右端的项正好是取代了边界 ∂Ω 上传统通量形式的

一个非局部通量

−F(Ωc,Ω) = −F(Ω,Ωc).

同样, 等式 ∫
Rn

u(D(ω(D∗v)))dx−
∫
Rn

(D(ω(D∗u)))vdx = 0

给出了一个非局部 Green 公式.

非局部向量微积分使我们能够重新表述线性 PD 模型, 与局部线性偏微分方程如出一辙. 例如,

给定核函数

ωδ = ωδ(|x′ − x|),

对任意 Rn 上定义的 u = u(x), D 与 D∗ 的复合运算给出

Lδ(u)(x) = −D(ωδD∗u)(x) =

∫
ωδ(|y − x|)(u(y)− u(x))dy.

这就是所谓的非局部扩散算子. 我们关注的核函数 ωδ 的紧致集都包含在 |y−x| 6 δ 内, δ > 0即是毗

域半径. 通常我们要求

−D(ωδD∗) → −∇ · (K∇), 如果 δ → 0,

K 为一个张量系数矩阵. 这是为何 Lδ 可看作经典扩散算子的非局部版本.

在非局部微积分的基础上, 我们可以进一步发展非局部微积分来分析非局部的稳态变分问题. 我

们考虑下面与 (2.7) 相关的一个非局部约束问题:−Lδu(x) = b(x), ∀x ∈ Ω,

u(x) = 0, ∀x ∈ Ωδ.
(2.9)

我们令 G∗ = Tr(D∗) [3], 相应的能量泛函可定义为

E(u) =

∫
Ω̃

∫
Ω̃

1

2
ωδ(|y − x|)(G∗u(x,y))2dydx−

∫
Ω̃

b(x)u(x)dx. (2.10)

这里提醒大家之前对 Ω̃ 的定义, 即 Ω̃ = Ω ∪ ΩI .

对应 (2.10) 的能量空间 V 包含了具有有限能量的平方可积函数, 它是对应于范数

∥u∥v = (|u|2v + ∥u∥2
L2(Ω̃)

)1/2 =

(∫
Ω̃

[ ∫
Ω̃

ωδ(G∗u)2dy + u2

]
dx

)1/2

的内积空间. 变分问题的解空间 Vc,δ 是 V 中满足给定制约的函数. 对目前的问题, 我们有

Vc,δ = {u ∈ V | u = 0,在 Ωδ 内} ⊂ V. (2.11)

通常我们假定 ωδ 满足如下条件:

(1)

ωδ(r) > 0, ∀ r ∈ (0, δ); (2.12)
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(2)

supp(ωδ) ⊂ Bδ(0), 即 ωδ(r) = 0, ∀ r > δ; (2.13)

(3) ∫
Rn

|x|2ωδ(|x|)dx <∞. (2.14)

在这些假设前提下, 我们可以得出 V 是个 Hilbert 空间, 具有 H1 ↪→ V ↪→ L2 的连续嵌入. Vc,δ 是 V

的闭子空间, 并在 L2 中稠密, 且包含 H1
0 (Ω) (在 ΩI 上作了零延拓) 内的元素 (参见文献 [33]).

我们因而得出下列非局部变分问题:

min
u∈Vc,δ

E(u),

它的解 u 满足

Bδ(u,v) =

∫
Ω̃

∫
Ω̃

ωδ(G∗u)(G∗v)dydx = (b,v), ∀v ∈ Vc,δ. (2.15)

类似于传统的变分问题, 我们可以推导所谓的非局部 Poincare 不等式, 存在常数 c > 0 使得对任

意 v ∈ Vc,δ, ∫
Ω̃

∫
Ω̃

ωδ(G∗u)2dydx > c∥v∥2L2 . (2.16)

有关细节可参见文献 [3,16,32,38]. 有了这些准备,我们就可以用标准的步骤验证 (2.15)的解存在唯一

且满足估计 |u|v 6 ∥b∥∗, 这里 ∥ · ∥∗ 为对偶空间 V ∗
c,δ 的范数.

以上的结论可以推广到更一般的非局部线性变分问题 (包括对应着各向同性、具有任意 Possion

比的弹性力学方程的 PD 模型) 和一些非线性问题 (参见文献 [33, 34, 38]). 同时指出, 如果对 ωδ 有进

一步的适当限制,那么,当 δ → 0时,非局部 Poincare不等式里的常数 c可以与 δ 无关,这样还可以让

我们进一步严格地建立非局部问题的局部极限. 细节可参考上述的文献.

3 数值逼近和渐近兼容格式

近年来对求解非局部模型的数值方法的研究有不少工作 (参见文献 [11–13, 16, 18, 35, 36, 47–56]).

这里重点介绍所谓的渐近兼容 (AC)格式. 这类数值方法的收敛性对不同尺度的 δ 均能得到保证. AC

格式的稳健性对模拟多尺度问题也十分重要. 的确, 很多实际应用都常常要求数值方法既能在 δ > 0

时很好地求解非局部问题, 又能在 δ → 0 时给出传统局部极限模型的解. 这对求证非局部模型的适用

性也有直接帮助, 因为使用非局部模型的人往往会问, 在经典局部模型有效的情形下是否能用非局部

模型来重复经典局部模型得到的解?

我们用 h作为描述网格尺寸大小的参数,并用图 2中的图标标出由 h和 δ 作参数的问题的解,以

便形象地表达我们关心的问题.

沿着图表边界的路径 (标有符号 ♢, ♡, ♣, ♠) 代表了固定一个参数的情形: ♠ 路径连接的是局部
和非局部模型的解; ♣ 路径是数值偏微分方程的的典型问题; ♢ 路径保证非局部问题离散格式收敛到
非局部模型; ♡ 路径则是探讨非局部问题离散格式的局部极限是否是局部模型的一个离散格式. 如果
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♠

♣

PDE

δ →
 0

h →
 0

δ → 0

δ → 0

h
 →

 0

h
 →

 0

u
δ

u
0

u
δ

h u
0
h

图 2 uδ, u
h
δ , u

h
0 与 u0 之间的不同极限和路径

后者的答案是肯定的, 那么, 我们得到了一个可交换图. 这意味着从 uhδ 出发, 我们既可以通过标有 ♢
和 ♠ 的路径也可通过标有 ♡ 和 ♣ 的路径达到 u0. 或者说, 无论通过哪个路径都有 uhδ → u0, 只要满

足 δ → 和 h → 0. 文献 [36] 把这类格式称为渐近兼容 (asymptotically compatible, AC) 格式, 并对一

大类含参数的变分问题建立了它的理论框架.

应当指出, AC格式的本质与数值分析中许多含参数问题的逼近是相通的,如保渐近性 (AP)格式

和无锁 (locking-free) 格式 [57–59], 只是它们处理的问题与分析框架有所不同.

对渐近兼容 AC 格式的探讨、对非局部问题和多尺度问题的数值模拟程序的开发都有很重要的

指导意义. 的确, 文献 [18] 例举了不少常用的格式都不满足渐近兼容性, 如直接由 Riemann 求和进行

离散, 或是用分片常数有限元空间 (如果它们是能量空间的子空间). 这一点曾在其他学者给出的算例

中也可以看到 (参见文献 [47,60]).

在建立渐近兼容格式的理论框架时,我们很自然要求非局部问题的精确解的极限与局部极限的精

确解相同. 这个结论对非局部相互作用核函数的选取有一定要求, 参见文献 [33, 34, 36, 38]. 除此之外,

一个很有用的特性是渐近紧嵌入属性: 它保证了任何一个在解空间 Vc,δ 对于 δ → 0 一致有界的序列

在 L2 中是预紧致的, 且极限点是属于 H1
0 的. 这个结论可以帮助我们得到 uδ 在 L2 中收敛至 u0. 在

此基础上, 我们可以对有限维离散空间和格式进行细致分析, 从而推导出满足渐近兼容格式的条件.

这里将注意力放在非局部线性变分问题的 Galerkin 离散, 它的形式可以很直接地得到.

给定一个 Vc,δ 的子空间 Wδ,h: 找一个离散解 Uh
δ ∈Wδ,h 使得

Bδ(u
h
δ , v

h) = (b, vh), ∀ vh ∈Wδ,h. (3.1)

文献 [18] 对基于弱形式的 Galerkin 逼近和基于强形式的差分格式或配置法进行了比较, 探讨了

它们之间用于求解非局部问题时的等价性和相似性.

我们需要对 {Wδ,h}做些约定. 首要的条件是,要保证对每个固定的毗域半径 δ ∈ (0, δ0],对于解空

间 Vc,δ 中的元素, 当 h→ 0 时, 我们都应该能找到很好的数值逼近. 其次, 我们关注的是同时有 h→ 0

和 δ → 0 的极限行为. 具体而言, 我们有如下假设:

(1) 对每个 δ ∈ (0, δ0], {Wδ,h, h ∈ (0, h0]} 在解空间 Vc,δ 是稠密的, 也就是说, ∀ v ∈ Vc,δ, 我们可以

找出一个当 n→ ∞ 时, hn → 0 的序列 {vn ∈Wδ,hn}, 使得

∥v − vn∥v → 0, 当 n→ ∞. (3.2)

(2) {Wδ,h, δ ∈ (0, δ0], h ∈ (0, h0]} 在 H1
0 内是渐近稠密的, 亦即 ∀ v ∈ H1

0 , 存在一个对应于 n → ∞
的序列 {vn ∈Wδn,hn}hn→0,δn→0, 使得

∥v − vn∥H1 → 0, 当 n→ ∞. (3.3)
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值得注意的是, 条件 (1) 是通常函数逼近意义下的标准假设, 以保证对每个取固定毗域半径值的

非局部问题都提供良好的近似. 这对大多数的离散空间而言, 都应当可以满足. 相对而言, 条件 (2) 施

加了额外限制, 例如, 它排除了选择间断分段常数有限元空间的可能.

根据以上的假设, 一些典型的逼近和收敛结果可以被建立起来. 它们包括对非局部问题的最佳逼

近性

|uδ − uhδ |v 6 inf
vh∈Wδ,h

|uδ − vh|v, 当 h→ 0.

这就保证了图 2 中标有 ♢ 的路径的通顺.

文献 [35]对于一些特殊的非局部变分问题给出了更加细致的先验误差估计,并得出了在固定的毗

域半径下相对于网格尺寸 h 的最优误差阶. 文献 [16] 也有相关的讨论. 与此同时, 满足这些条件的离

散方法提供了 AC 格式, 这样, 图 2 中的其他路径在数学上也仍然成立. 特别地, 通过标有 ♡ 的路径
我们可以得到 AC 格式的局部极限成为局部极限偏微分方程的离散格式.

在文献 [36]中,所有含连续分段线性函数的有限元逼近都被证明是 AC格式. 这意味着,即使是 δ

以比网格间距 h 还快的速度减少, 我们仍可获取正确的局部极限. 文献 [36] 中的理论分析需要技术性

很强的细致推导,一个直观的解释是,即使 h大于 δ,由于高阶 (大于零阶)基底函数的引入,非局部特

征仍然在刚度矩阵中得以反映. 更数学化的解释是, 连续分片线性函数提供的空间足够大, 可以给属

于局部解空间 (这是指 H1 空间) 的局部极限提供良好的逼近. 而单靠连续的分段常数函数则不能. 鉴

于后者及其对应的差分和配置法在实际问题的模拟中常被用到, 文献 [36]给予了特别关注, 分析表明,

只要满足 h = o(δ), 分段常数有限元也可以在 h→ 0 时给出正确的局部极限.

由于包含了连续分片线性元的高于零阶的有限元是 AC格式,而零阶分片常数则要附加网格和水

平半径的限制, 我们自然提倡前者对多尺度问题的应用. 需要指出这个建议的出发点不是基于高阶元

的高精度, 因为精度提高还依赖于解的光滑性, 而我们想用非局部模型处理的往往是不光滑的解. 的

确, 我们看中的是高阶元的收敛性不依赖 δ 的鲁棒性或者说稳健性. 而精度的提高可以从自适应的渠

道获得 (参见文献 [49, 51]).

4 总结

本文就毗域动力学 (PD) 模型和非局部扩散 (ND) 模型的数学理论和数值分析作了介绍. 我们没

有进行任何细节上的探讨, 也没有提及最一般的模型和对任何具体问题的计算模拟. 本文所强调之处

一方面, 指出非局部模型对多尺度问题的普适性和建立相应的新数学框架的必要性; 另一方面, 探讨

与传统连续统模型的相似之处, 同时展示非局部问题具有的特色和新的挑战, 以启发我们突破传统的

思想局限, 从新的角度去重新思考一些最根本的数学概念和计算模拟方式.

从理论上,我们简略说明了非局部向量微积分的概念和非局部问题的变分思想.在数值计算上,我

们提出了 AC格式的概念,并指出对多尺度非局部问题, AC格式允许对网格尺寸和模型参数更灵活地

选择, 并提供有效近似的保障. 因此, 它能帮助我们判断和验证特定的数学模型 (连续或离散) 是否对

物理现实提供了好的描述,以及计算代码是否在真实地模拟相应的数学模式. AC格式的理论还有助于

分析其他的数值近似格式,如基于无网格逼近、再生核空间 [61–64] 和光滑粒子流体动力学 (SPH) [65–67]

的方法. AC 格式的思想对非局部问题还有其他不少应用. 例如, 文献 [68] 利用此框架发展了非局部

变分问题的非协调离散 Galerkin 离散方法. 它的基本思想是, 将核函数进行截断, 选取截断值作为参

数, 并对一些相关文献 (如文献 [23]) 中运用过的具体截断技巧作出了改善. 同样, 如果我们仍然用 δ
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作为参数, 但考虑 δ → ∞ 的极限, 那么, 我们还可以建立一套利用求解一系列有限的水平半径的非局

部问题来近似求解分数阶微分方程的数值方法 (参见文献 [69]).

当然, 尽管近年来对非局部问题的研究取得了不少进展, 但还有许多挑战性的理论和计算问题有

待探讨, 如相关的数值积分格式和可扩展解法器等. 文献 [51] 给出的后验误差分析在 δ → 0 时也需要

修正. 对非线性带奇异解的非局部模型的数学分析和数值分析都还处于起步的阶段 [37]. 非局部模型

可以从连续统的层次上引入迎风对流的概念, 从而帮助研究更一般的对流扩散现象 [70]. 对 PD 和 ND

模型研究激发了非局部向量微积分的提出, 但它的数学框架还有许多地方可以完善和改进, 它与传统

微积分、分数阶微积分、网格或图上的微积分以及离散微积分都有密切联系, 值得进一步探讨. 同时,

我们也正在试图建立更一般的非局部外微积分和非局部几何的数学框架.

毫无疑问, 文中所涉及的数学模型、分析框架和数值方法还要通过对更多实际问题的求解来体现

其科学意义. 从这一点来说, 这里所做的探讨还远远不够. 但可以预见, 由于自然界非局部效应的大量

客观存在, 对非局部问题的数学研究和数值模拟在今后会得到更多关注和发展.
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From peridynamics to stochastic jump process: Illustrations of

nonlocal balance laws and nonlocal calculus framework

DU Qiang

Abstract Nonlocal effects are ubiquitous in nature. There is a need to go beyond the traditional setup to

develop new mathematical insight and computational methods for their systematics study and understanding.

In this paper, by working with peridynamic models of nonlocal mechanics and nonlocal diffusion models for

stochastic jump processes, we systematically explore the mathematical description of nonlocal balance laws. We

use simple examples to introduce the recently developed concepts of nonlocal vector calculus and nonlocal calculus
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of variations and to illustrate the connections to traditional local models and the key differences. We also present

the notion of asymptotically compatible (AC) discretization schemes as robust numerical algorithms for simulating

multiscale problems.

Keywords peridynamics, stochastic jump processes, Lévy flight, nonlocal diffusion, nonlocal vector calcu-

lus, nonlocal variational problems, asymptotically compatible discretization
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