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摘要 圈量子宇宙学在国际引力和宇宙学界日益成为一个热门的研究领域.本文将介绍圈量子引力理论的

基本想法及其对称约化模型 -圈量子宇宙学的基本结构与最新进展.新进展侧重于圈量子宇宙学的动力学构

造及其有效理论的研究.
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1 圈量子引力简介

从 20 个世纪初开始, 物理学的两个基本理论 -

量子力学和广义相对论的矛盾性日益突出, 集中表

现在经典时空理论 (广义相对论)与量子物质场理论

(量子场论)的不自洽性. 与此同时,广义相对论和量

子场论本身也各自存在着奇异性或发散的问题. 人

们期待着用某个更基本的量子引力理论来同时解决

上述不自洽和发散的问题.与通常的微扰量子引力中

直接将量子场论的方法应用于引力理论的方案不同,

圈量子引力理论试图将广义相对论的原理与量子力

学的原理有机地结合起来 [1∼4],其核心思想在于构建

一个不依赖于背景 (时空) 的量子引力理论. 将这个

物理思想与精确的现代数学理论相结合, 引力理论

的联络所对应的和乐 (Holonomy)在圈量子引力的非

微扰量子化方案中扮演了最基本的角色. 粗略地说,

和乐是联络的线积分的指数化. 它所体现的观念在

于,最根本的变量应该是空间点与点之间的关系,而

不是单个的空间点本身. 广义相对议论的联络动力

学理论的提出为在引力量子化中采用和乐变量奠定

了坚实的理论基础 [5,6],在该经典理论的哈密顿形式

下, 基本的位形变量是 su(2)联络 Ai
a, 动量变量则是

密度化的 3-标架 Ea
i ,哈氏密度可以表达为第一类约

束的线性组合.这些约束有标量 (哈密顿)约束、矢量

(微分同胚)约束和高斯约束.

受狄拉克的约束系统正则量子化方案的启发,结

合代数表示论和泛函分析等有力的数学工具,研究者

们发展出一套 “精致”(Refined)代数量子化方法,严格

地构建出圈量子引力的运动学希尔伯特空间Hkin =

L2(A , dµ0).在一定程度上,以 Ai
a的和乐和 Ea

i 在 2维

面上的通量构成的C∗代数在Hkin上有唯一的 SU(2)

规范不变且微分同胚不变的表示. 在 Hkin 上可以完

好地定义面积 [7]、体积 [8]、长度 [9,10]、度规分量 [11]

等几何算符,一个重要的物理结果是这些几何算符具

有离散的本征值.在量子层次上,可以得到高斯约束

和微分同胚约束的解,即得到 SU(2)规范和微分同胚

不变的希尔伯特空间HDiff.作为一个全约束系统,广

义相对论的动力学体现在哈密顿约束中. 在 Hkin 上
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可以构造定义完好的哈密顿约束算符. 尽管该哈密

顿约束算符难以直接定义在HDiff 上,可以用定义主

(Master) 约束算符的方法 [12,13], 在 HDiff 中获得物理

态. 综上所述,圈量子引力的正则理论已取得了前所

未有的成就.

2 圈量子宇宙学的基本结构

作为圈量子引力论的对称约化模型, 圈量子宇

宙学考虑的是均匀 (且各向同性) 的宇宙学模型, 因

而是有限自由度的量子力学系统. 其不同于一般量

子宇宙学的特点在于它继承了圈量子引力的核心观

念,即将和乐而不是联络本身作为最基本的变量 [14].

因此,作为一种简化模型,圈量子宇宙学是实践和检

验圈量子引力的想法和技术的理想平台 [15].

我们以空间平坦的 Friedmann-Robertson-Walker宇

宙为例,来介绍圈量子宇宙学的基本结构. 此模型的

空间流形为 R3,等度规群为 3维欧几里德群.由于宇

宙的空间是无限的, 我们需要引入一个基本元胞 V

来代替空间, 并将计算中的所有的积分都限制在 V

上. 指定一个基准的平坦的空间 3度规 oqab, V 在此

度规下的体积记为 Vo.通过对称约化,引力的相空间

的基本变量可以表示为 [16]

Ai
a = cV−(1/3)

o
oω i

a, Ea
i = pV−(2/3)

o
√

oq oea
i , (1)

其中, (oω i
a,

oea
i )分别是与

oqab 一致的对偶标架和 3标

架, 并且与 V 相适配. 可见此模型的动力学变量为

(c, p),其中 p与尺度因子 a的关系为: |p|= V 2/3
o a2. 基

本正则变量之间的泊松括号是: {c, p} = κγ/3, 其中

κ = 8πG. 高斯约束和微分同胚约束都在对称约化中

被解掉,纯引力的哈密顿约束为

Cgrav =−6c2
√
|p|/γ2, (2)

其中 γ 称为 Barbero-Immirzi参数.

模仿圈量子引力的非微扰量子化过程, 可以得

到圈量子宇宙学的运动学希尔伯特空间 H grav
kin =

L2(RBohr,dµBohr), 其中 RBohr 是实数轴的 Bohr 紧化,

dµBohr是 RBohr上的 Haar测度.正如圈量子引力那样,

在H grav
kin 上无法定义对应于联络 c的算符,但可以定

义它的和乐算符.显然,上述希尔伯特空间给出的表

示不同于通常的薛定谔表示, 被称为 Polymer-like 表

示.圈量子宇宙学之所以采用 Polymer-like表示,就是

为了继承圈量子引力的核心观念, 即将和乐而不是

联络本身作为最基本的变量. 为了构造哈密顿约束

算符的方便,我们引入一对新的共轭变量 [17,18]:

b :=
√

∆
2

c√
|p| , ν :=

4
3
√

∆
sgn(p)|p| 3

2 ,

其中 ∆ (∼ 4
√

3πγ l2
p) 是圈量子引力中面积算符的最

小本征值 [19]. ν̂ 的本证态构成了 H grav
kin 的正交归一

基底: 〈v1|v2〉= δv1,v2 .基本算符对该基矢的作用为

ν̂ |v〉= (8πγl2
p/3)v|v〉, êib |v〉= |v+1〉. (3)

Ashtekar, Pawlowski, Singh于 2006年在圈量子宇宙学

的性质下给出了很好的哈密顿约束算符 [20,21], 其纯

引力部分的作用形式为

Ĉgrav |v〉= f+(v)|v+4〉+ fo(v)|v〉+ f−(v)|v−4〉. (4)

依据用动力学物质场作为内部时间的设想,可以引入

一个无质量的标量场 φ与引力相耦合.此标量场的哈

密顿密度为Cφ = |p|− 3
2 p2

φ /2,其中 pφ 代表 φ 的共轭动
量.

我们认为,作为圈量子引力的检验模型,圈量子

宇宙学的动力学构造应该尽可能地体现完整圈量子

引力理论的特点. 在完整理论中的哈密顿约束含有

欧几里德和洛仑兹两项,两项在量子化处理中并不尽

相同.但在空间平坦的均匀模型中,两项成正比,因此

APS将两项看成一项进行量子化. 很显然,这种对称

条件放进去的越晚越好.于是,我们于 2009年在圈量

子宇宙学框架下构造了欧几里德项和洛仑兹项分别

处理的完整哈密顿约束算符 [22],其作用形式为

ĤF
grav|v〉 = F ′+(v)|v+8〉+ f ′+(v)|v+4〉+ (

F ′o(v)+ f ′o(v)
) |v〉

+ f ′−(v)|v−4〉+F ′−(v)|v−8〉. (5)

与 APS 哈密顿约束算符比较, 我们建议新哈密顿约

束算符含有更多的项, 且作用的差分方程的步长也

不同. 这是一个继承了更多圈量子引力特征的更为

有趣的哈密顿约束算符.
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3 圈量子宇宙学的有效理论

在尺度不是很小 (非高能) 的情况下, 有效理论

是研究物理问题的有力工具. 通过用相干态作半经

典分析 [18,23],我们得到了哈密顿约束算符 (5)对应的

包含标量场的有效哈密顿约束 [22]:

H F
eff = −32

√
6

23
h̄1/2

γ3/2 κ1/2 L |v|

×
(

sin2(2b)
(
1− (1+ γ2)sin2(2b)

)
+2ε2

)

+
(

κγ h̄
6

)3/2 |v|
L

ρ

(
1+

1
2|v|2ε2 +

h̄2

2σ2 p2
φ

)
, (6)

其中, ρ = 1
2

(
6

κγ h̄

)3 (
L
|v|

)2
p2

φ 是物质场的能量密度,修

正项中的 ε2,1/v2ε2, h̄2/σ2 p2
φ 来自于量子涨落. 易见,

当量子修正可忽略时,有效哈密顿约束 (6)可回到经

典哈密顿约束.因此,量子哈密顿约束 (5)有正确的经

典极限.利用 H F
eff 可以导出修改了的有效 Friedmann

方程:

H2
F =

(
v̇
3v

)2

=
κ
3

ρc

4(1+ γ2)2

(
1−

√
1−χF

)

×
(

1+2γ2 +
√

1−χF

)
(1−χF) , (7)

其中

χF = 4(1+ γ2)
( ρ

ρc

(
1+

1
2|v|2ε2 +

h̄2

2σ2 p2
φ

)
−2ε2). (8)

由方程 (7) 易见, 在只考虑一阶量子修正的有效理

论描述中, 当标量场的能量密度达到临界密度 ρF
c =

ρc/4(1+ γ2)时,一个塌缩的 FRW宇宙将经过反弹,变

成膨胀的宇宙,从而克服了宇宙大爆炸的奇异性. 由

有效 Friedmann方程 (7)给出的反弹点附近的宇宙演

化见图 1.该效应已被圈量子宇宙学的哈密顿约束差

分方程的数值模拟所证实 [21],使人们清楚地看到,圈

量子宇宙学是怎样避免了宇宙大爆炸的奇异性. 不

仅如此,在考虑高阶量子修正时,方程 (8)中的 ε2 项

前面的负号有可能会导致与一阶有效理论在定性上

不同的描述.引力的量子涨落 (半经典态高斯波包的

宽度)ε 的具体演化形式在此起着关键作用. 一种自

然且简单的假设是 [18]: ε = λ (r)v−r(φ),其中 06 r(φ)6 1,

参数 λ (r)可以随 r而改变.对于 r = 0的情况,除了物

质场密度 ρ增大到普朗克密度时的量子反弹之外,当

ρ减小到 ρF
coll ≈ 2ε2ρc时,膨胀的宇宙将经历一个塌缩

点而收缩回来,从而形成一个循环的宇宙 [24].由有效

Friedmann方程 (7)给出的循环宇宙见图 2.
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图 1 (网络版彩图)由可观测量 v|φ 所代表的宇宙有效动力
学与经典演化轨迹的对比

其中的参数取为: G = h̄ = 1, pφ = 10000, ε = 0.001 ,σ = 0.01,初值取为:

vo = 100000
Figure 1 (Color online) The effective dynamics represented by the ob-
servable v|φ are compared to classical trajectories. In this simulation, the
parameters were: G = h̄ = 1, pφ = 10000, ε = 0.001,σ = 0.01 with ini-

tial data vo = 100000.
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图 2 (网络版彩图)有效理论的循环宇宙与经典膨胀和收缩
宇宙的对比

其中的参数取为: G = h̄ = 1, pφ = 10000 ,ε = 0.001,σ = 0.01,初值取为:

vo = 100000
Figure 2 (Color online) The cyclic model is compared with expanding
and contracting classical trajectories. In this simulation, the parameters

were: G = h̄ =1, pφ = 10000,ε = 0.001,σ = 0.01 with initial data vo =
100000.
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从方程 (8) 和 (7) 不难看出, 只要引力量子涨落

的参数在大尺度极限下满足 0 6 r < 1,空间平坦的膨

胀的 FRW宇宙就会在未来的某个时刻塌缩回来,形

成一个循环的宇宙. 从参数 r的取值范围来看,这种

可能性是极其巨大的.

4 圈量子宇宙学的其他进展

除了量子动力学、有效理论的研究和大爆炸奇

异性的克服 [18,21,25∼27], 圈量子宇宙学的研究在其他

方面也有很多进展.其中令人瞩目的进展之一是能较

自然地给出宇宙早期的暴涨 [28,29].这是因为,圈量子

宇宙学对 Friedmann方程的修正导致在量子反弹之后

有一个超暴涨 (Super-inflation)过程,对于暴涨子（标

量场）的相当一大类势函数，超暴涨都能使暴涨子达

到充分暴涨所需要的初始条件.事实上,圈量子宇宙

学的有效理论为探索宇宙的量子引力现象学提供了

很好的素材 [15,19],由修改 Friedmann方程所体现的量

子宇宙学效应将有可能在对早期宇宙现象的观测中

有所表现. 另一方面,圈量子宇宙学的路径积分形式

的研究近年来也逐渐活跃起来 [30,31]. 在某种情况下,

圈量子宇宙学的路径积分的顶角展开是收敛的 [32],

已得到的一些结果明显支持圈量子引力的路径积分

形式 -自旋泡沫模型的算法 [33].而且,正则圈量子宇

宙学的有效哈密顿约束还可以在其路径积分的计算

中得到印证 [34].总之,作为实践和检验圈量子引力的

想法和技术的理想平台,圈量子宇宙学的研究在理论

和实践中正在发挥日益重要的作用.
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Recent advances in loop quantum cosmology
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Loop quantum cosmology has become a rather hot topic recently in the fields of gravity and cosmology. In this paper, we
will review the basic ideas of loop quantum gravity and the fundamental structure of its symmetry-reduced models known
as loop quantum cosmology, as well as the recent advances of loop quantum cosmology. We will mainly focus on the
progress in the quantum dynamics and effective theory.
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