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摘要 考虑线性回 归模型丫二城刀+ e ` ,

1簇 i 蕊 n , 。 ) 1
.

假定误差
e `

独立
,

同分布或

不同分布
,

其
;
( 1簇

r < 2) 阶矩有限
.

得 出了为使 刀或其一 线性函数 c’ 口的最小二乘

估计为弱相合
,

{
、 `

}所应满足 的充要条件
.

关键词 线性回归模型 最小二乘估计 弱相合性 , 阶平均相合性

考虑线性回归模型

X = x
:刀+ e `, 1 簇 i簇 n , 。 ) l

,

(0
.

1)

这里 xl
, x Z ,

… 是已知的 p 维向量
,

el
, e Z ,

… 是随机误差
,

刀二帆
,

…
,

助
’

是未知的参数向量
·

记 又一答
ix :.x 设

” 足够大时 --nS
`
存在

·

令 甄 一 ( 1Y,.
” ,

助气 eo(t 一 el(,
’

“ ,

幼
’ ,

及

l 、 / U _ , , U _ 1 ,

… U _ , _ 、

u 。一 l u 。
刃 … u ,

户
/

则 刀的最小二乘 (SL )估计为

刀
,

= 伊
, 1, …

,

刀
, ,

)
`

= 认城
。
) = 刀+ 认

e 。 )
·

(0
.

3 )

故 户
。

在指定意义下的相合性
,

等价于 认e(n ,在该意义下收敛于 0
.

例如
,

户
、 的弱相合性等价于

戈, 尸 八

自
u · , ` ie
一

u
·

(0
.

4 )

自 6 0 年代以来
,

LS 估计的相合性问题引起了许多学者的兴趣
,

到 70 年代末完满地解决

了误差
e ,

有二阶矩的情况卜
, 1

.

此后注意力转向于误差
e *只有较低阶矩时的情况

,

这种研究有重

要意义
.

因为均值回归的定义只要求误差有一阶矩
,

且 SL 估计作为线性估计
,

从其形式和统计

背景看
,

其相合性问题应视为大数律的延伸
,

不应只局 限在二阶矩有限的假定下 去处理
.

同

时
,

通过研究 LS 估计在误差只有低 阶矩时的表现
,

可以揭示这一极重要方法的一些前 所未

知的件质
·

部分地 由于二阶矩 有限时的结果的影 响
,

早先关于低阶矩条件下 此 估计相合性 的工
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作
,

多把注意力集中在相合性与 髯
’

收敛于 0 的速度的关系上 !4 一 6 ]
.

结果表 明
,

循着这一途径

只能获得一些充分条件
,

它们表面上看改进余地不大
,

其实与必要条件相去甚远 (参见本文定

理 3)
.

到 1989 年
,

朱力行 闭在这 方面做 出 了本质 的推进
,

他 考 虑 了 在误 差
。 二 (el

,

几
,

…
的分布属于类

/ 厂一

{
帆

· 。 … )

上
. < 二

dx : 一

现卜吐
.》 。

lxlr d :

{
一 0

} (0
.

5)

(l 簇
r < 2) 的情况下 民的一个分量 民

, 的相合问题
,

得到了 民
, r
阶平均相合的充要条件

.

这是

在低阶矩条件下首次在一种相合意义下得到充要条件
,

是值得一提的

在往下讨论之前要 明确一下此处及本文以下所指 的
“

充要条件
”

的含义
.

记
x 二 (xl

,

凡
,

…
犷 二 (属

’

)
的

.

设给定了误差
。 = el(

,

几
,

… 的一个分布类
一

笋
,

例如 ( 0
.

5)
,

及某种相合性意义 C

(例如弱相合 W
, r
阶平均相合 Mr

,

强相合 习
,

则有两种可以考虑的
“

充要条件
”

含义
:

1
。

称条件 A为 风
, C 相合的充要条件

,

若 当
二
满足条件 A 时

,

只要 。 的分布属于了
,

就有

刀
。 ,

按意义 C 收敛于 几
·

反 之
,

若
x 不满足条件 A

,

则这一断言不真 : 即至少存在一个 分布

肛了
,

使当
。 有分布 F 时

,

庆
,不依意义 c 收敛于 几

.

暂把这种充要条件称为 I型的
.

2
。

称条件 A 为民
、 C相合的充要条件

,

若
x
满足条件 A

,

则与 1
`

同
.

反之
,

若
x 不满足条件 A,

则不论
。 的分布是了 中的那一个

,

民
,
都不按意义 C 收敛于 乓

.

把这种充要条件称为 11 型

的
.

显然
,

H 型充要条件优于 I 型
.

可惜的是
,

n 型条件往往不存在
,

而 I 型条件则总是存在

的
,

这容易从 以下的推理 中看 出
,

固定 F `了
,

它相 应于 犷 的一 子 集 再(F, 口 : 若误 差
己

有分布 F, 则 当且仅当
,

叭 (F, )C 时 瓦
,

依 意义 C 收敛于 几 记丝
,

(只 。 一

忍再(F, q

瓦 (
一

气 。 一 F

箕孔 (r, 。 显然
,

{x哒
,

(无 剑 是 风
,
C 相合的 `型充要条件

·

但 当且 仅 当

乌 `犷
,

0 = A ,
(t气 口 时

,

11 型充要条件才存在
,

与 I 型条件同
·

这等于要求再帆 0 与 F 无关
,

因而

更多地 出于例外而非常有
.

以
一

i; 将指出
,

对误差只有低于二阶矩的情形
,

n 型充要条件不存

在
.

这实在是 比 估计表现的一个特异性质
.

因如所周知
,

当误差有二阶矩时
,

n 型充要条件

是存在的
.

文献【7] 也致力于解决在误差分布类了厂之下 SL 估计弱相合的条件问题
,

得到了比前人

工作有改进的充分条件和必要条件
,

但未能得出充要条件
,

还有一点
: 它没有研究从统计的观

点看最有兴趣的 1
.

1
.

d
.

情形
,

即误差
e 有分布类

二 一

{
伊…

… )
:

上
! < 。 ·

dF
一

0,.x[
<。

xlrI dF一 } (0
.

6)

的情形
.

固然
,

由于不 C 不
’ ,

对
`

不
’

定出的充要条件对不仍为充分
,

但不一定必要
.

事实的

确如此
.

主要结果

先引进一些记号
.

以下总把 气
j `

简化为
。 。 `.

将 }
。 , 1}

,

…
,

}气习排序为
u 。

l() ) 一 ) u 。

时

砚 (
n ) =嘿

ù二。
,

V(n
,

了) 一蒸
u 一 ` (}

u 一 l) u ·
( ,户

,

` 为指示函数
,

V(n )一麟
lV(n

,

, ) l
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定理 1设模型0 (
,

1) 中误差分布类为耳
,

若 l < ; < 2
,

则瓦
,

弱相合 的充要条件 (I 型
,

下

同 )为

共只 S杯
,

( j )一 o ( 1
·

1)

和

代 (n ) = O ( l ) ( 1
.

2 )

同时成立
,

若
r 二 1

,

则充要条件为 ( 1
.

1) 式及

城 (
n
)二 O ( l ) (1

.

3)

和

V (n ) “ O ( l ) (1
.

4 )

同时成立
,

n 型充要条件不存在
.

定理 2 设模型 (0
.

1) 中误差分布类为月
,

1 ( r < 2
,

则风
, 弱相合 的充要条件为 ( 1

.

1)式及

艺l。
。 `

1一 。 ( l ) ( 1
.

5)

同时成立
,

n 型充要条件不存在
.

11 型充要条件的不存在容易证明
,

取分布类

个 {
,

· “ · … ):

上
<二

则凡仁了
r ,

1簇 r < 2
,

据文献 z[]
,

有 丝 ,
(气

,

并结合定理 1
,

2
,

即知

dx

一上
,、 。

xdz一} ( 1
.

6 )

哟一不(气
,

哟二 {(l
.

1) 式 } (体表弱相合 )
.

由此

风(荞
,

哟一瓦(
·

犷 r’
,

w ) = {(一 )式 }
,

l 簇 ; < 2
.

但 由 ( 1
.

1 )式推不 出 ( 1
.

2 ) 或 ( 1
.

3) 一 ( 1
.

5 )式 (见 注 l )
,

故 丝
,
(不

,

W) 和 丝
,

嘿
` ,

W) 分别是

不(荞
,

叫 和瓦 (界
’ ,

w )的真子集
,

因而 n 型充要条件不存在
.

在证明定理之前先作一些注解
.

注 1 定理中的条件没有多余的
,

即任一部分都不能推出其余部分
,

这一点有必要验明
,

因

为 {从
、 ,

1簇 i ( 心并非可任意取值
,

而是受到 (.0 2) 式的结构的制约
,

为了验证需构造反例 : 在模

型 (。
.

1冲取 , 一 1
,

这时有 、 ;

一
`

/客x7,l
簇 “ n,s ;

1一

(客刁
一 ’ ·

一
’

( 1
.

1)式推不出 ( 1
.

2 )式 :取
x̀ = l
价

,

i ) 1
.

2
’

( 1
.

2 )式推不出 ( 1
.

1 )式 :
取

x `二 一i/
,

i ) 1
.

3
’

( 1
.

3 )式 + ( 1
.

4 )式推不出 ( 1
.

1)式 : 取
x `= l /1

2 ,

i妻 1
.

4
’

( 1
.

1 ) 式 + (1
.

4 )式推不出 ( 1
.

3 )式 :
取

x l

司
, x Z

一
1

, x 3

=l 币
,

x4 一
1

币
,

…
,

耘
一 1

司杯
, x 、

一
1

杯
, ·

…

5
`

( 1
.

1)式 + ( 1
.

3 )式推不出 ( 1
.

4 )式
,

取
x ,

司
, x Z

=1
, x 3= 12/

,

…
, x 、 (k 一 1犯+ 1

司
,

场
一 ,班+ 2二 12/

, .

“ , x k , 十 1姆二 1k/
, “

’ ·

6
’

( 1
.

1 )式推不 出 ( 1
.

5)式
,

取 x ,

与 l
’

同
.

7
’

( 1
.

5 )式推不出 ( 1
.

1 )式
,

取
x `
与 3

`

同
.

注 2 易见当 l < r < 2 时
,

( 1
.

5) 式 幼 ( 1 2) 式但其逆不真 ; 当 r = 1 时 ( 1
.

5) 式 劝 (l
.

3) 式 十
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( l并 )式但其逆不真
.

反例如下
:
取模 型 0(

.

1)中 p二 1
.

找 一 串 自然数
。 1< nZ<… 满足 条件

矛叹 k
r

1/ og n
、 = 0, 而后令 xl, 从

,

… 依次等于下述序列中的相应项
:

l
,

一 2
一 ’ /

护 ,

3
一 ’ /

r ,

…
,

(一 l )
” , 一 ’ n : 一 ’ /

r ,

…
,

1
,

一 2
一 ’ /

r ,

3
, / r ,

…
,

(一 l )
” “ 一 ’ n 、 一 ` /

r ,

…
,

由此看出 : 在 e `只有
; 阶矩而 ; < 2 时

,

同分布下 LS 估计弱相合的充要条件
,

比不同分布之下

的充要条件要 宽一些
,

这也与二阶矩有限时的结果不同
.

注 3 定理 2确定的条件与文献 71[ 中定理 .2 2
.

1所给出的在分布类了厂之下 民
j :
阶平均

相合的充要条件相同
.

由此推出一个有趣的结果 : 尽 管对界
`

中一个具体分布而言
,

风
, 的弱

相合与
r 阶平均相合不一定等价 (反 例见文献【3] )

,

但从分布类耳
’

的整体看二者却是等 价

的
.

注 4 注意到文献【7] 定理 2
.

2
.

1的必要部分证明中
,

所构造的反例内
e ,

为 i
.

i
.

d
. ,

从而得出结

论
: 在误差分布类为不 (l 簇

; < 2) 时
,

庆
, ; 阶平均相合的充要条件也是 l(

.

1)式及 l(
.

5) 式
,

与刃
同

,

这样
,

文献 v[] 和本文结果结合
,

彻底解决了在误差只有低于 2 阶的矩时
,

比 估计 风
,

的弱

相合与
;
阶平均相合的条件问题

,

有趣的是 : 对 i
.

i
.

.dl 清况
一

界
, r
阶平均相合的条件严于弱相合

的条件
,

而在非 i
.

i
.

d
.

情况只
` ,

二者却一致
.

注 5 定理的结论也可用于任一线性 函数
。
渭的 sL 估计

。 ,

瓦
,

只需将 (l
.

1) 式改 为 。
,

公
`。

一 0
,

而在 ( 1
.

2 ) 一 ( 1
.

5 ) 式中
,

用 c `

认 代替 (u
, 1 ,

…
, u , 。

)
.

2 定理的证明

先证明一个预备事实
.

记

注意当 ; = 1 时
,

Vr (n
,

2
一 , < lu

。`
I
r

蕊 2
一 , + `

}
,

及

K(n
,

力一蒸
u一 ` ( }

u ·

“ ) un 。户
u
众刃

,

耳(n )一麟
}K (n

,

力卜

j) 和 K (n ) 就是前面定义过的 V(n
,

力和 V(n )
.

令 B扭
,

力= =i{ 1蕊 i蕊氏

zr (n
,

j) 二 艺
作 B伍

,

)]

}u
, `】

r ,

乙(n ) =
s u P rZ (n

,

j)
J ) l

引理 1 设 1簇 r < 2
,

则

{礁 (n ) = O ( l )}劝 {乙 (n ) = O (1) }; (2
.

1)

若 l < : < 2
,

则

{礁 (n ) = O (l ) }劝 {Vr (n ) = O ( l ) }
.

(2
.

2 )

证 先证 ( 2
.

1) 式 用反证法
,

设 rZ (n ) = O ( l) 不对
,

则必要时取子列
,

可设存在自然数人
,

致

习
n ,

动 ~ 的
.

以 t
,

记集合 B (n
,

劝 中所含元素个数
,

则有 rZ (n
,

动 簇 t浮
一“ + ’ ,

故 t浮
一 “
一 二

.

对每个 i E B (
n ,

人)定出 自然数 m , ,

使 lu
。 ,

l一 u 。
(。 ` )

·

记 m = 1l l a X

作 B伪
,

动

m ` ,

则 , ) t
。 ,

所以

城 (n) ) m “
谕 ) m Z

一 “ ) 瞬
一“
~ co

代 (n) 二 O( l) 不合
.

现证 (2
.

2) 式
.

设 1 < ; < 2
.

由 磷(n) 二 O( l) 知存在常数 M
,

使 iu 命簇M
r ,

故

蕊M i一 ’扮
,

l 簇 i 蕊 n ,

现有

与

i()月
U

砚 月

耳(n
,

j) 一馨
u 一

(I ,u一 >̀ u· (, ))u “乙{十馨
u一

(I `u 一 一̀ u· (了) )
u
二。{二 去+ 人

·

(2
.

3)
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”j 一 l

因为 }菩
、

王

` (,un
`

,> 、 。 )) ,̀ 善
u· ( r,

,

且
r > ’

,

故 当少一 的 时
,

IJ
,

l簇材艺i一 ’ /
咐一兮

一 `
r 一 ` )`

r

= o ( j
’ 一 “ )r o ( j

一 `
尸一 ” `

r

) = o (l )
.

(2
.

4 )

留 由此知 J
l 二 O ( 1)

.

其次
,

! lzJ 毛 rZ (n)
.

由 (2
.

1) 式知 几= O (1)
.

最后
,

由 (2
.

3) 式 得 耳(n )二 0 ( .l)

引理证毕
.

从这个引理看出为何定理 1 中
: 二 1的情况要单列

.

因 : 二 1时
,

( 2 .4 )式 已失效
.

确实
,

当

r = 1时 ( .2 2) 式 已不成立
,

此在注 1的 5
。

已指 出过 了
.

定理 1 的证 充分性
.

不失普遍性
,

以下总设 l与 }) …刹 气
。

卜 O
,

故 !气 }二 、 1)
.

以 F 记
e `的

公共分布
,

有

(
, . < 。

xd 一 O
,

l
, . < , !X`

r

d尸

一
设 ( l

,

l )式 + ( 1
.

2 )式
,

或 ( 1
.

1)式 + ( 1
.

3 )式 + ( 1 4 ) 式成立
,

则据引理 l
,

不论 l < r < 2 或
r 二 l

,

总有

Wr (n ) = O ( l )
,

Vr (n ) = O (1)
,

rZ (
n
) = O ( l )

,

因此 r > 1和 ; = 1 两种情况可合并处理
.

因为

s ;
`

( j )一艺
u

二
` ,

(2
.

5)

由 ( 1
.

1)式有
u 。 ,

~ o
,

再加上
e ,

为 i
.

i
.

d
. ,

即知 {
u 。 ` e *: l 簇 i蕊 n , n 簇 l }满足

“

一致渐近无穷小
”

条件

(ua n 条件m)[
,

于是据中心极限定理
,

为证风弱相合
,

即 (0
.

4) 式
,

需验证以下三条同时成立
:

i(lr ,一
客呱

、 。 一 l

dxz一
0 ;

·

l)J 一客
\

上
. <、 ` }一 I

dx一
;0

,
·

( 1)一

客{
二 {> 、 。

砂
一 、

d

一
0

·

(2
.

6)

(2
.

7 )

(2
.

8)

考虑 (2
.

6) 式
.

由 乙 (
n ,

j) 的定义及 气
1

~ 0
,

知存在 自然数 ,
,

~ 的
,

使

乙 (
n ,

j) = 0
,

1镇j 簇m
。 , n 充分大

.

( 2
.

9 )

定义

“ (! )一

{
二 {、 , · ` F/ OZ

一
O

,

(2
.

10 )

夕
`一

工
( ,一 , )厂r 、 ,, }< 2 : ;

,… d·
,

忿· 1
.

(2
.

1 1)

则易见

b (t公蕊 Zb (r
,

)
,

当 o < t J /2 簇 t Z续 t ,
·

(2
.

12 )
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M三 艺
p

:

一

{
、} <, }一 d “

一 (2
.

13 )

现有

由 (2
.

12 )

代( l ) = 艺lu
。 `

{
犷

b ({
u 。 `

I
一 `
)
一

全艺 {
u 。 `

1
r

b (4
u , `

I
一 ’

)
,

作 B加
,

j)

。。
J /

r

)一 2

一 l
二

,

(2
.

14 )式
,

并注意 rZ (n
,

j) 的定义
,

{< Z j / r

有

x Zd F 毛艺2
一 `, 一

`
,̀ ,一 r , `rP

:

(2
.

14 )

(2
.

1 5)

艺
i ` 刀加

,

夕)

{u
。 `
1
r

b ( lu
。 `
j
一 ’

)簇 2石(2 j/ r) 艺 }u
。 `

I
/

= 2占(2
,` r

)乙 (
。 ,

j)
i ` B加

,
J )

由此式及 ( 2
.

9)
,

( 2
.

14 )
,

( 2
.

15) 式
,

并利用 ( 2
.

1) 式
,

知存在常数 M
, ,

使当
n
充分大时有

嵘(l )蕊M
,

艺艺2
一 `,一 ` ,`,一 ,厂rP

,

] =
`

” ” 仁之 1

成M
,

艺善2
一 ( , 一 t) (2 一

r
) /rP

`

艺 2
一。 一 `

,̀ , 一 r
, /

r

夕,

三 去+ 几
·

(2
.

16 )

据 ( 2
.

13 ) 式
,

有

人簇M
l

材 艺 2
一 `,一 “

,̀ ,一 ,̀

一 。 (n ~ 二 )
.

(2
.

17 )

人= M
,

艺 艺 2
一。 一 ` ,̀ ,一 , /

·

夕
`

r二 e + 1 2=

axm ( m
、 ,

t )

( M
l

(l 一 2
一`, 一

r
, /

r

)
一 `

艺 夕,

按 ( 2
.

13 )式
,

有 hm 人= 0
.

此与 ( 2
.

1 6 )
,

( 2
,

17 )式结合
,

即得 ( 2 6 )式
.

为证 (2
.

7) 式
,

令
叮`一

{
“ 。 : {一 1 、 }工 . ( }。 。 1+ 1一 1

一F, 杭一

{
: 。: {一 1、 {二 .、 ! 。 , : 十 1一1

}· }一 r, 1

一
,

x d F,
xl知朋 {一 l

一工
、 . ) }。 。 {

二 ,

}· ,
r

d .F
产lee|山

一一q

因

〔
x。 <二 X d一 o

,

有

一 a
。

( l ) =
。 , ,

(叮
,+ 二

’

+ q
。

) +
u o Z

(q
2 + … + q

`

) +
,

二 + u o n

叮
,

一艺u("
+

.

”
+ u n

〕q
` ;
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因 。`
蕊 lu 。 `

l
r 一 ’ 。 =u 二示{

r ` ,

有

la ( , ) l̀ 馨l(u
一 + … + u一

)
u

编
” l。

·

若 Iu
, `

{> lu
。 , 十 1

1
,

则 ( u
。 , + … + u 。 `

) u言;()
`
= U (n

,

i )
.

若 lu
, :

I二 I
u 。 : 十

小则
r ` = o

·

(2
.

1 8)

因此 由 ( 2
.

1 8) 式得

:
。

( 1) }、 : (n )。
:

一
)一 : (n )

(
二 ., {。 , ,一、

,· ,
r

d“
·

(2
.

19 )

由 ( 2
·

2 ,式及假定 ` ,
·

` ,“ vr (n ,一 O (̀ )
,

又因 U

一
” 以及

(
x }< 二

一 d F

一
由 ( 2

·

, 9 ,式 ” `2
·

7 ,式

成立
.

最后证明 ( 2
.

8) 式
,

令

Z
!

一

{
。 , {一 , 、 :

二
. < {

。 , : + l ,
d F, 1· 派·

一 l
: ., .二

。 .

{
一 :

d .F

(2
.

2 0 )

则有

夕
n

( l )二 (l
,
+ … + l

。

) + (l
`

+ … + l
。

) + … + l
。
= l , + 2 1

2
+ “

.

+ n l
。 ·

由 ( 1
.

2 )
,

( 1
.

3 )式知存在常数 M
,

使 i ( M }u
。 、

I
一 ` ,

故 由 ( 2
.

2 1)式
,

(2
.

2 1)

二 ( 1) ` M
客

`公一 }一 ` M

(
二
. ) .

。 , : }一 1

,· ,
·

d“ 一 。
,

即 ( 2
.

8) 式
,

充分性证毕
.

必要性
.

(l
.

1) 式的必要性 由凡 C 界 (
`

气 见 (l
.

6) 式 )及 (l
.

1) 式 对 气 为必要而推出
,

事

实上
,

(l
.

1) 式是 n 型必要条件
,

即如在分布类界 中去掉那些不足道的退化于 O的情况
,

则 当

(l
.

1)式不成立时
,

不论误差
。
取界 中那一个分布

,

瓦
,

必不弱收敛于 几
.

这可 由文献 9[] 中引

理 2推出
.

为证 l(
.

2) 一 l(
.

4) 式的必要性
,

可设 (l
.

1 )式成立
,

因若不然
,

则由上述 已知风不为弱相
合

,

无庸另证
.

因有 (l
.

1 )式
,

据 (2
,

5) 式知对 {u
。 `。 : : 1镬 i簇 n , 。 ) 1 }ua n 条件成立

,

故为证户
。 不相

合
,

只需证明存在分布 F 任
`

不
,

使当误差
。 二 (el

,

几
,二
) 有分布 F 时

,

(2
.

6) 一 (2
.

8) 式中至少有一

条不成立
.

先设 (l
.

2) 或 (l
.

3 )式不成立
,

为避免多重足标
,

以 u
(n

,

i) 和 u (n
,

(i)) 分别记 气
`
和 气

。 ,

又约定

。
(
n , n + l ) = !u (

n , n
) }/(l + !

u
(
n , n

) })
·

必要 时取子列
,

可设存在 自然数 i(n )毛
n ,

使

i (n ) }
u (n

,

i (n ))l
r 一

, 的
,

}u (n
,

i (n ))l > }u (n
,

i (n )十 l) }
.

由 u (n
,

l) ~ 0 可知 i (n ) ~ 的
.

故可找到
。
(n ) 小0

,

使
。
(n ) i (

n
)一的

, 。
(n ) }

u
(
n ,

i (n )) !
一 r

一 0
·

据此可找到 自然数子列
。 , < n Z < …

,

使

艺
:
(n口}

u
(n

* ,

i (n
;

)) I
一『

< 的
,

}u扭
、 + , ,

l ) }< }u (n
、 , n
口}

,

k ) 1
.

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3)
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因 u
(

n ,

l ) ~ 0
,

由 (2
.

2 2 )式有

o c< 二 艺s(n 口< 的
.

(2
.

2 4 )

作概率分布 0F 如下
:

0F ({ I
u
(n

、 ,

i (n口)l
一 ’

}) = 0F ({一 Iu (n
* ,

i(
n
J ) I

一 ’

}) = (2
c
)
一 `。

(n口
,

k ) l
,

。 是关于 0 “ 称的” “
,

“ 据 ( 2
·

2 2 ,式 “

l
x
{ <。 ! X }dr 。

一
“

(
x
, <。 X d。 “ “ “ 等于 0

,

因 “

无穷维分布 F 一

(0)F
田 属于分布类

·

不
,

取模型 (0
.

1 )中误差
。 一 (e1

,

几
,

… )的分布为 F, 则据 (2
·

2 1)

和 ( 2
.

2 0) 式
,

有

入 (l) 洲 (n J标。为 (n加 (n cJ/ ~ 的
,

即 (2
·

8) 式不成立
,

而凡不依概率收敛于 件
剩下要证明当

r = 1时条件 ( 1
.

4) 的必要性
,

先证明下面的简单引理
.

引理 2 令

不(
n ,

j )一全
。
(
n ,

)̀ , (一
u
(n

,

i) }、 一
u
(
n ,

j) !)
,

1 、 j 、 。
.

而
如

一

麟两
,

j)l, 则 当 .l(4
)式不成立时

,

必有

lim s u P V(
儿
) = 的

事实上
,

若 (2 25 )式不对
,

则存在常数 M
,

使对一切
。
有 不(n ) 簇M

.

记 h (n ) = 艺

(2
.

2 5 )

u
(n

,

i)
,

则

}h (n )卜 {V( n ,

l)l 簇 V (n ) ( M
.

现任取 j
,

1毛 j 簇 n
.

若 }
u
(n

,

j)l 二 }u (n
,

n) }
,

则 V (n
,

j) = h (n ) 因而

}V(n
,

j)l 簇M ; 若 }u(
n ,

j)l > }u( n ,

n)I
,

则找最小的 j’, 使 }u(
n ,

lj) > }u(
。 ,

j
`

) }
,

有 F伍
,

j) 二 h (n )一 V(n
,

j
`

、
,

因而 }V(n
,

j)I 簇 ZM
.

这将得出对一切
n ,

1(/ n
)簇 ZM

,

与 ( 1
.

4) 式不成立之假定不合
,

引理证毕
.

现设 (l
.

4) 式不成立
.

据 (2
.

25 )式
,

必要 时取子列
,

可设存在 自然数 j (n ) (
。 ,

使 }V(n
,

j( n) )l

~ 的
,

因此可找到
。
(n ) 告O

,

使
\ 。扭) }称

,

j扭))l ~ 二
.

(2
.

2句

约定 u
(n

,

o )二 Zu (
n ,

l )
,

定义

r
(n ) = m i n {I

u
(n

,

1) 1: o 蕊 i簇 n ,

!
u
(n

,

i )卜 }u (n
,

j (n ))}}
.

k ) 2
.

(2
.

2 7)

(2
.

2 8 )

M儿V
门、 .了

.

凌
、
沁n毯

找 自然数子列
n : < n Z < …

,

满足条件

。
(
n
办簇 2

一

气 2!
u
(n

* ,

1 )1< }
u
(
n 、 一 1,

由艺
。

(nJ < 二 及 u
(n

,

l) ~ o 因而 ;
(n ) ~ o

,

知

o < ` 三 艺
。
(
n
口仓扭口+ iu (

n k ,

定义分布 0F 如下
:

0F ({l r/ (n口}) =
。 一 ’ r

(n口
。
(
n
口

,

0F ({一 l /l
u
(
n* , n
公I}) =

c 一 ’。
(
n
口l

u
(n

* , n
口1

.

(2
.

2 9 )

由艺成叼 < 的 知 0F 的期望存在
,

此期望为 。
,

因按 (2
.

27) 式和
;
(n ) 的定义以及 0F 的定义 (2

.

29)

式
,

易见
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(
, {、 {。 (

。 *
, 。 * ) {

一 l

xd 。 一
,

此可由 0F 在区间 [一 lu (
n * , n
口l

一 ` ,

}u扭
* , n
口l

一 ’
]上的支撑点集为 { l风

n `

)
,

一 }u (n
、 , n〕l

一 ’ :

( 2
·

2 9 )式看 出
,

因为 U
(n

k, n。一 。
,

在 ( 2
,

30 )式左边令 、

一
即“

上
. < , X d。 一。

F 二 (巩广
,

则 凡
`

乙
,

现计算

(2
.

3 0 )

l 蕊 i毛 k }及

因此
,

若记

· 。 *

( 1)一

答
·
(n
无,

)̀

上
,、 {

:
。、

,

。 {一 1 · d OF
·

(2
.

3 1)

按得 出 ( 2
.

30) 式的类似推理
,

易得

f
」 。 _ 「

c 一 `“
(n口

,

当 lu (n
、 ,

i)!簇 !u (n
妙 j (

n
口)!

,

}
_ 义u r o ~ 、

` {x l < }
“
伍k

, `) }
’

L U
,

习 l“ 娜
、 , 落) I> }u 弋n k ,

j协山l
·

(2
.

3 2 )

由 ( 2
.

3 1)
,

( 2
.

3 2 )式
,

得

a 、 ( l ) =
c 一 `“

(n办艺试久
,

i)I (lu (n
; ,

i)l 钊
u

(n̂
,

j(n l)J )

二 c 一 ’ “
(n口V (n

* ,

j (n功

由此及 (2
·

26 )式知 久*l( ) ~ 的
,

即 (2
·

7) 式不成立
,

而 刀、 不依概率收敛于 几
,

定理 1证毕
·

定理 2 的证 充分性部分是文献 171中定理 2
.

2
.

1的推论
,

往证必要性
,

可设 (l
.

1) 式成立
,

理 由同前
,

因此有
u , ,

~ o
,

再加上 { l
e ` l

『 ,

i ) l } 一致可积
,

不难知道对 {
u
(n

,

i)
e ` : l簇 i ( n , n ) 1 }

au n条件成立
,

故为证厅
、 不为弱相合

,

只需证明存在分布 F E

不
` ,

使当 el(
,

几
,

… )有分布 F 时
,

(2
.

6 ) 一 (2
.

8 )式中至少有一条不成立
,

记
a 十

= m a x
a(

,

0)
, a

一 am
x
(一

a ,

0 )
.

现设 ( 1
.

5) 式不成立
,

必要时取子列
,

可设
凡 月

悠 ;u(
+

(n,i ))
『

一叭 或悠 x(u
一 ’

(n, u))r
一截

为确定计设为前者
,

找一串常数 {
。
(n )}

,

1 > 成l) > 。
(2 ) > … 小 O

,

使
刀

悠 s(n) 黑u(
`

(n, i))
『

一呱 (2
.

3 3 )

记

尸 (
刀
)二 {i: l蕊 i蕊 n , u

(n
,

i) > 0 }
·

用归纳法找一串自然数
n ; < n Z < … 如下 : 首先找

n ,

充分大
,

使
￡
(n

,
) 艺

u r

(n
l ,

i) /2 ) l
,

}。 (n
,

l ) I< 一
,

当 n ) n ,
.

i〔尸加 z)

现设 ln
,

一
,

、 一 、
已定出

,

找
n * > 、 一 1 ,

使

2
一 `。

(n口 艺
i ` p 加倪儿 i > 凡丘一 l

这种
n 、 的存在 由 (2

.

33) 式保证
.

现在定一串一维分布 {只}如下 : 设 k ) 2,

。 ”

(n
、 ,

i) 一艺 lu (n
、 ,

il) ) 1
,

、 _ 1 < i簇、
,

i` 尸 (
”
O

,

则

(2
.

34)
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只 ({ 2
一 ’

Iu (
n *,

i) J
一 ’

) =
u r

(n
* ,

i)
。
(n口

,

只( {一 2 }u (
n * ,

i )l
一 ’

}) = 4
一 ’ u r

(
n ; ,

i)
。
(n口

,

只 ({O}) = l 一 s u
尹

(n
* ,

i)
“
(n口4/

· (2
.

3 5)

对其他的 i ) 1令 双一 N (0
,

l)

< 2￡(。口~ 0
.

由此得到 五m (

“

{
x }< , X d : -

8

: p

(
x {) 。

}· }dr :

)

￡) `
,

又若 双按 ( 2
·

3 4 , “ 定
冬

,

贝“

工
{ <二 xI 一d :

.

故若取模型 (0
.

1) 中误差 (el
,

几
,

… ) 的分

布为 F = 兀
x
凡

x … 则 F 三界
` .

但 当 、 一 1 < i簇 n * 而 汇尸(n口时
,

有

上
}、 `

“
。 k

,

。 ,一 1

、 一恤一 (n
k ,

。。(n 小

而对其他的 i ( n *

则有

i
二. < {。。*

,

, )一 1

,· 。̀:

一卜工
. <二

一
, ￡

(m 。}· (m
, ,

1)}
r

一
,

!

二今
< 1

由此得出
,

对一切 k ) 2

a 。 *

( l ) ) 2
一 `“

(n口

因此 (2
.

7) 式不成立
,

定理 2 证毕
.

艺
主〔 p 加办 i > 几卜 1

u r

(n
* ,

i) 一艺lu扭
* ,

i)! ) l
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