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摘要 随机数学理论与生物物理化学的交叉是近二十年兴起的新方向.本文首先简要回顾随机数学理

论和生物物理化学—尤其是单分子和单细胞层面的生物物理化学—相交叉的历史, 然后分别从本文作

者所熟悉的几个侧面介绍近二三十年以来该交叉学科的进展,其中也包括本文作者课题组所做过的一

些工作.
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1 引言

随机过程是从 20 世纪初开始发展起来的一门数学分支, 从它诞生开始就一直与物理学、化学乃

至生物学有着千丝万缕的联系. 例如, 在物理学方面, Einstein [21] 首先从概率分布的角度研究了扩散

和 Brown 运动, 这也被认为是随机过程理论的起源之一. 随后, 物理化学家 Langevin [69] 引入了随机

力 (白噪声), 提出了单个胶体粒子在溶液中运动的随机动力学方程, 称为 Langevin 方程, 这也是随机

微分方程的起源之一. 时至今日, Langevin 方程依然是重要的分子动力学模型之一. 20 世纪 30 年代,

物理化学家 Onsager [87] 利用随机过程的可逆性加上线性化思想推导出了著名的倒易关系, 是第一个

在近平衡系统中广泛成立的规律, 并因此获得了 1968 年的诺贝尔化学奖. 之后, Onsager 和 Machlup

合作, 应用 Onsager 的理论进一步推导出了线性系统随机轨道的路径积分, 这个关系与后来随机过程

中的大偏差理论有着千丝万缕的联系 (参见文献 [77, 88]). 20 世纪中叶, 化学家 Flory [27, 28] 利用随机

过程、统计物理和物理化学的知识,系统性地定量分析了高分子聚合物的特性. Flory是材料化学的鼻

祖之一, 并因此获得了 1974 年的诺贝尔化学奖. 不仅如此, Flory 在研究单个聚合物分子物理化学性

质的过程中, 还提出了自回避随机游动的数学模型, 而这个模型随后在随机过程领域引起了不小的反
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响,至今该模型的尺度变换极限与 Schramm-Loewner演化 (Schramm-Loewner evolution, SLE)对应关

系的严格证明仍然是随机过程领域尚未解决的重要问题之一. 一直以来, 聚合物模型都是离散概率论

中的重要模型, 随机偏微分方程中也有连续化了的聚合物模型, 化学已经深刻地与严格随机数学理论

相结合. 在 2022 年国际数学家大会上, 就有若干一小时和四十五分钟报告涉及聚合物模型.

在生物学方面, 最负盛名的例子是 20 世纪 40 年代, 实验生物学家 Luria和物理学家 Delbrück的

工作, 他们利用随机过程中二项分布逼近 Poisson 分布的事实, 结合噬菌体的实验观察, 第一次在实验

上证实了变异是随机自发发生的, 即在环境变化之前就产生了, 而且可以遗传, 并利用分支过程的随

机模型计算出了细菌变异的速率 (参见文献 [75]). 因为这项工作, Luria和 Delbrück获得了 1969年的

诺贝尔生理学或医学奖. 要知道在那个年代, 遗传物质脱氧核糖核酸 (DNA) 的结构还未曾知晓. 直到

近些年, 对于这种被称为 Luria-Delbrück模型及其分布的研究依然还会发表在著名的交叉学科刊物和

统计学刊物上 (参见文献 [52,64]). 还有一个很有趣的例子是, 1972 年, 三位化学家 Magde 等 [79] 利用

Brown 运动的相关知识和自相关函数方法发明了荧光相干光谱 (fluorescence correlation spectroscopy,

FCS)的实验技术,这已成为研究亚宏观化学反应和扩散过程的标准实验手段,这也是随机过程知识对

于实验技术手段的一次经典贡献.

早在 1940 年, 还有两项里程碑的工作对于日后随机过程和生物物理化学的交叉起到了极大的推

动作用. 一项是物理学家 Kramers [66] 利用 Langevin 方程对于描述单个大分子结构变化的异构化学

反应建模, 并在 Reynolds 数比较小 (恰好对应于单个细胞和单个分子的情形) 时, 计算出了异构化学

反应的反应速率,可以说是第一次用随机模型验证了 20世纪 30年代提出的著名的化学反应过渡态理

论. 但可惜的是, 那时人们对于大分子的化学反应知道的不多, 特别是对于完全由随机性驱动的化学

反应更是几乎没有认识, 那个时候正是量子效应驱动的化学反应理论如日中天的时候, 其杰出代表是

物理化学家 Marcus 和 Sutin [81] 关于电子转移过程的精彩理论, 他也因此获得了 1992 年诺贝尔化学

奖. 直到 20 世纪七八十年代, Kramers 的理论才慢慢被重新发现和推广, 那是因为人们可以观察到单

个蛋白质分子的结构变化了, 而其结构变化之大已经脱离了量子驱动的范围, 必须用热运动和随机过

程来描述和分析. 在这个过程中, 一些随机过程理论中所独有的方法和模型也被广泛应用, 如首达时

方法以及与之相关的拟稳态理论, 还比如推广的 Langevin 方程, 这已经失去了 Markov 性, 且需要用

到分数阶 Brown 运动. 关于 Kramers 理论的严格数学推导, 也是到了 2000 年左右才最终完成的, 当

然数学家得到的结果要更一般, 不仅刻画了化学反应速率的渐近性质, 还刻画了化学反应等待时间的

渐近指数分布性质 (参见文献 [30]). 2004 年, 哈佛大学寇星昌和谢晓亮课题组 [65] 合作, 利用推广的

Langevin 方程, 漂亮地分析了单个蛋白质分子内部各原子间距离随时间的随机变化规律, 这也是随机

过程与生物化学实验相结合的典范之作.

1940 年的另一项里程碑式的工作是 Delbrück [15] 提出了可以用化学中的主方程模型来刻画细胞

的分裂和增殖以及变异. 以此为开端, 化学家们纷纷开始用化学主方程模型来刻画生物化学系统内各

种化学物质的分子数目随时间的变化, 或者所有可以用类似化学反应来刻画的系统的随机动力学. 化

学主方程是一类与化学反应相对应的、只取非负整数值的连续时间 Markov 跳过程, 其分布随时间

的演化方程. 到了 20 世纪 60 年代, 这个模型引起了一些数学家的关注, 是物理学家也是数学家的

McQuarrie [82] 在《应用概率期刊》上介绍了化学主方程模型, 而概率学家 Kurtz [67] 利用他自己发展

的一系列概率方法严格证明了化学主方程的大体积极限正好就是化学界著名的质量作用定律. 20 世

纪 70 年代, Kurtz [68] 还进一步证明了化学主方程在大体积下收敛到非时齐的扩散过程. 以 Kurtz 为

代表的威斯康辛学派之后几十年一直没有停止对化学主方程数学性质的研究,近些年来以应用数学家

和概率学家 Anderson 为代表的一批数学家, 在化学反应系统的确定性和随机性模型的稳定性、平稳
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分布及其数值算法方面都有不少进展 (参见文献 [1]). 在这些数学理论发展的同时, 从 20 世纪 70 年

代末开始, 就有生物物理学家开始用化学主方程模型对于单细胞中的转录翻译等过程建立模型, 推导

出了不少有趣的结果, 但是直到 20 世纪 90 年代末, 当人们开始可以测量到单个细胞中化学分子数目

随时间的变化过程之后, 化学主方程模型才真正得到广泛应用, 而物理化学家 Gillespie [48] 在 20 世纪

70 年代中叶提出的化学主方程随机模拟方法也一下子名声大噪, 其背后的原理是概率学家 Doob [16]

在 20世纪 50年代证明了的数学定理. 到了 21世纪,随着测量技术及合成生物学的突飞猛进, 单分子

和单细胞实验观测与随机数学模型相结合已经成为了诸多生物学论文的标准配置.

总之, 近十多年来, “随机数学理论与生物物理化学的交叉” 已经逐渐发展成为了一个独立的交叉

学科方向, 这是因为随着单分子和单细胞实验技术的突飞猛进, 人们已经可以定量观测到从单个分子

到单个细胞尺度的随机现象 (轨道),使得随机过程非常自然地成为了描述这些亚宏观尺度现象的数学

模型,而且这些非平衡亚宏观生命活动中蕴含着丰富的未知随机规律. “随机数学理论和生物物理化学

的交叉”领域,也是在过去这二十年间,数学和生物学不断交叉融合的大背景下诞生的若干新兴学科之

一. 2012年 4月, Science杂志专门组织了一期计算生物学特刊,其中有一篇综述文献讲的就是如何利用

基因表达中的随机性来理解基因调控 [84]. 2015年 11月,美国数学会的 Notice上刊登了 3篇生物数学

特稿, 并在当期封面推荐阅读, 其中杜克大学数学教授 Reeds [98] 的文章标题是 “Mathematical biology

is good for mathematics”. 其实早在 2004 和 2005 年的美国数学会 Notice 上, 生物数学家 Reeds [97]

及 Mackey和 Santillán [78] 就曾分别撰文叙述了数学和生物、物理、化学等的学科交叉. 2015年 12月,

本文作者也曾应邀在Cell 杂志的 Voices 栏目中撰写短文向生物学家们介绍自己工作中所用到的数学

工具、数学模型以及取得的科研成果, 表示生物学界也越来越重视数学在其中发挥的作用 [35]. 紧扣实

际问题,与具体实验数据和实验现象紧密结合,近年来越来越成为交叉学科发展的趋势和方向,而在这

一过程中, 数学已经并将不断地为其他学科创造出真正有意义的应用.

本文作者将从自己的科研方向和研究内容出发,从几个侧面综述对于随机数学理论与单分子和单

细胞生物物理化学的这一交叉领域的理解. 还有很多重要的领域和方向,因为本文作者并不十分熟悉,

没有做过或者刚开始涉及相关的科研, 这里不展开讨论, 如基于单细胞基因组的遗传学、基于单细胞

转录组、三维基因组等各类组学数据的生物信息学等 [14], 都需要应用随机数学模型和统计学的知识.

下面介绍的交叉学科工作, 总体而言, 可以粗略地分成两类. 一类是理论味道较为浓厚的, 数学和物理

的模式更加凸显, 追求的是理论上的创新, 发现新的生物物理化学规律, 或者给出已知的生物物理化

学规律的严格证明及其成立的条件, 也比较重视数学的严格性. 而另一类则更多的是针对具体生物物

理化学问题的建模、模拟和分析, 对于随机过程艰深理论的要求相对不高, 更在乎实用性而不是严格

性, 不过背后都有严格数学理论的支撑. 在这类工作中, 难点在于理解实验和实验学家的需求, 以及如

何将基于实验观察的科学直观转变为扎实的数学模型.

2 亚宏观尺度随机热力学理论及其应用

非平衡态热力学和统计物理理论从 20 世纪七八十年代开始进入了蓬勃发展的阶段, 特别是其中

的随机模型可以用来描述亚宏观尺度的生物物理化学过程,恰好契合了现代物理化学和生物化学高精

度实验技术的发展潮流. 非平衡态随机数学理论,能够很好地被应用于细胞层面重要的生物化学过程,

通过严格的数学论证探寻其中重要的规律, 并对生命现象获得更深刻的认识和理解.

生命体到底遵从什么样的物理学规律?这是从 19世纪末开始,科学家们就很关心的问题. 20世纪
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40 年代, 物理学家 Schrödinger [103] 提出了 “负熵” 的概念, 用于解释为什么生命体可以长期处于有序

的状态. 将这一概念定量化和系统化的是物理化学家 Prigogine, 他从热力学角度提出了非平衡态定态

和熵产生这些概念, 并给出了熵产生的一般表达式 [86, 93]. 当然, 在 Prigogine 之前, EcKart、Bridgman

和 Onsager 等都作出了重要的贡献 [3, 4, 19,20]. 遗憾的是, Prigogine 的理论比较抽象和难于直接应用.

美国物理化学家 Hill [54]在 20世纪 60年代第一次将随机过程引入了亚宏观的单分子生物化学系统,研

究了细胞膜上的离子通道蛋白和肌肉中的肌动蛋白等, 并开创性地使用环动力学的观点, 真正阐释了

熵产生本身的物理内涵和具体表达式. 后来, 物理学家 Schnakenberg [102] 在比较一般的模型上推广了

Hill的理论.受 Hill和 Schnakenberg工作的启发,并结合 20世纪 30年代 Kolmogorov关于 Markov过

程可逆性的探讨,从 20世纪 70年代末开始,以钱敏教授为代表的一批中国数学家以平稳时齐 Markov

链和扩散过程为模型, 建立了非平衡定态的严格数学理论 [62, 95].

这套数学理论的核心内容是平稳时齐 Markov 过程的时间可逆性, 也就是将时间倒过来, 得到的

新的随机过程的统计性质是否与原过程相同, 相同就被称为可逆, 对应于热力学平衡态. 可逆性等价

于物理量熵产生为 0, 也等价于每个状态环上的稳态流量都是 0 (参见文献 [62]). 更进一步地, 他们还

第一次从轨道层面严格定义了熵产生,即正过程和逆过程的 Radon-Nikodym导数的对数,并证明了其

大数定律, 即沿轨道的熵产生为

Ep(t) =
1

t
log

dP[0,t]

dP−
[0,t]

→ epr, t → ∞,

其中, P[0,t] 是原过程的测度, P−
[0,t] 是时间倒逆过程的测度, epr 是单位时间的熵产生率. 值得一提的

是, 直到十几年后, 欧美才有统计物理学家开始在轨道层面定义热力学量, 并兴起了 “随机热力学” 这

一新的领域 (参见文献 [13, 83,104–106]).

但是, 平稳时齐随机过程只能描述单个的热力学定态, 无法刻画趋于定态的暂态过程以及两个定

态之间的转移过程, 后者必须要利用非时齐或非平稳随机过程来描述, 其中就包括 20 世纪 90 年代左

右发现的很多重要统计物理规律,如刻画两个平衡态之间自由能改变的 Jarzynski等式和 Crooks等式

等 (参见文献 [13,53,57]). 以这些等式为代表的一系列涨落定理, 被认为是过去 30 年统计物理学界最

重要的发现之一, 因为它们将原本不等式形式的热力学第二定律改进成了等式, 揭示了远离平衡态系

统的随机轨道必须满足的普遍统计规律. 2008 年, 以非时齐连续时间 Markov 链和多维扩散过程为模

型, Ge 和 Jiang [38] 给出了两个平衡态间转移过程所满足的 Jarzynski 等式、Crooks 等式和两个非平

衡定态间转移过程所满足的 Hatano-Sasa 等式的数学描述及其严格证明. Ge 和 Jiang 的证明基于非

时齐版本的 Feymann-Kac 公式. 我们所用的数学技巧后来还被其他一些物理学者用来证明更一般的

涨落定理. 同样在 2008年,两位欧洲概率学家,同时也是物理学家, Chetrite和 Gawȩdzki [10] 也给出了

涨落定理的证明, 他们的方法在数学上更复杂, 结果也更一般, 涵盖了 Jarzynski 等式和 Hatano-Sasa

等式之外的涨落定理.

这些涨落定理作为热力学第二定律在非平衡态的等式表现形式,对于过程的初分布和末状态等都

有严格的条件限制, 但是热力学第二定律作为一个普适的物理规律, 理应有更一般的系综 (即期望的

意义下) 不等式表现形式, 且对于每个瞬时都必须成立. 在 2007–2010 年, 包括本文作者和华盛顿大学

钱纮教授在内的好几组国际研究人员, 几乎同时发现了熵产生的非负分解公式, 并由此得出了热力学

第二定律在非平衡态情形下的一般系综表现形式, 即推广形式的 Clausius 不等式, 这要比平衡态热力

学中的 Clausius 不等式 (即熵产生率非负) 更强 (参见文献 [24, 25, 32, 40]). 尽管所立足的物理现象并

不相同, 有基于量子点 (quantum dot) 的, 有基于化学反应的, 但最终都是根据随机数学模型得到了同
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样的分解式. 这个分解式也称为是热力学第二定律的三个侧面. 具体而言, 首先是在任意的时刻 t, 可

以定义瞬时的熵产生率 epr(t), 其次是它可以分解成两个非负项 Qhk 和 fd = −dF
dt , 其中, Qhk 刻画的

是外部的驱动力, F 是瞬时分布与平稳分布之间的相对熵, 因此 fd 刻画的是相对熵变化的速率.

近十年来, 涨落定理又有了进一步的发展, 如发现了包含反馈机制或者对称性破缺的随机模型中

各种热力学量所满足的等式关系等 (参见文献 [99, 100]). 与此同时, 还有一类叫作 “热力学不确定关

系” 的不等式被提出来, 刻画的主要是随机过程中的随机流的方差与熵产生率之间的大小关系, 其严

格证明用到了随机过程的 2.5 级大偏差原理, 其重要意义在于随机流是可以被测量的, 这类不等式至

少可以让我们测量出熵产生率, 也即能量耗散率的某种下界 (参见文献 [49, 55]).

这几年, 围绕着随机化学反应系统非平衡态性质的研究也方兴未艾, 很多国际研究团队, 都在这

方面有最新的进展 (参见文献 [94, 96, 119]). 单个细胞本质上就是一个亚宏观化学反应系统, 因此这些

非平衡态理论上的发展, 都有可能帮助我们对于生命运动产生更深刻的认知. 我们从 2016 年就着手

研究化学反应系统的热力学,将随机非平衡态一般理论应用于亚宏观非线性化学反应系统的化学主方

程模型上, 然后利用概率论和随机过程中的大偏差理论, 严格证明了在宏观极限下, 这套随机非平衡

态理论中的 3 个最主要的热力学泛函的宏观极限分别是平稳分布的大偏差速率函数和宏观熵产生率,

以及一个之前不为人所知的化学热力学泛函 [43,44], 即

dϕss(x)

dt
= cmf(x)− σ(x),

其中, ϕss(x)是平稳分布宏观极限下的大偏差速率函数, cmf(x)是 Qhk 的宏观极限, σ(x)是 epr(t)的

宏观极限.

这三者中, 宏观熵产生率 σ(x) 是早就熟知的宏观热力学泛函, 而平稳分布的大偏差速率函数

ϕss(x)恰好是亚宏观自由能函数的宏观极限,所以称之为推广的宏观自由能.更进一步地,推广的宏观

自由能随时间的变化率等于第三个新的热力学泛函 cmf(x) 减去宏观熵产生率, 由此, 可以称这个新

的热力学泛函为推广的宏观自由能的输入速率, 且这一项是非负的, 它等于 0 等价于化学中判断平衡

态的著名的 Lewis 环条件 [71]. 因此, 该新宏观热力学泛函也是对非平衡态的新的刻画, 且其表达式中

含有平稳分布的大偏差速率函数, 因此仅从宏观层面研究确定性化学反应系统, 是不可能得到这样一

个新的热力学泛函的.

过去这十年, 随机热力学领域还有两个有意思的发展. 一个是物理学家注意到有一些沿随机轨道

定义的热力学量放到指数上可以构成鞅, 然后利用鞅的停时定理和 Doob 的鞅不等式可以得到这些热

力学量更为细致的统计性质 (参见文献 [85]). 对于放到指数上并不构成鞅的热力学量, 2021 年有一项

重要的工作指出, 可以增加一项, 使其变成鞅, 然后应用停时定理可以得到新的涨落定理和热力学第

二定律的形式 (参见文献 [80]). 另一个是对于多尺度的随机过程, 研究其收敛到较慢尺度的随机动力

学过程中, 热力学量的收敛是什么样的, 会不会出现反常的现象 (参见文献 [7]). 从 2014 年开始, 我们

就着手研究多尺度二阶随机微分方程的非平衡态统计物理性质,利用函数空间的算子投影和渐近展开

的方法, 证明了当此二阶随机微分方程在过阻尼的情形下趋于所对应的一阶随机微分方程时, 熵产生

率的极限的确会多出非负的一项 (参见文献 [34]). 这一项刻画的是空间温度不均匀情形下对熵产生率

的贡献, 物理文献中被称为反常熵产生率. 最近, 我们又在此基础上, 以非时齐多尺度的扩散过程为模

型, 发现和证明了其中蕴含的新热力学结构, 给出了非常一般的严格数学理论. 具体而言, 我们严格证

明了被定义为原始过程的分布与另一个可比的扩散过程分布之间的对数 Radon-Nykodim 导数的一般

热力学泛函, 在二阶平均化极限下的反常部分必然是鞅, 并借助于该鞅结构, 证明了反常部分所满足

的停时积分涨落定理 [37]. 作为该数学理论的物理应用, 我们证明了沿轨道定义的熵产生 epr 和内部
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热 Qhk 作为重要的热力学泛函, 满足鞅结构, 并推广到了含有奇变量的情形, 涵盖了之前关于二阶随

机微分方程 (也称 Kramers-Langevin 方程) 的所有相关物理结果.

从数学的角度来看, 这些热力学量的统计物理性质还有一些尚未得到的完整的严格数学证明. 例

如,在 1999年,统计物理学家 Lebowitz和 Spohn [70] 基于随机 Markov模型提出了定态涨落定理,其中

的核心就是沿着随机轨道的熵产生满足大偏差原理. 后来, Jiang 等 [63] 证明了离散状态 Markov 过程

的熵产生满足大偏差原理, 但是对于 Euclid 空间中的扩散过程, 其熵产生是否满足大偏差原理还未得

到严格的证明,主要是因为全空间并不是紧的. 我们在这方面做过一些努力,例如, 2016年, Chen等 [8]

证明了一类二维扩散过程的熵产生满足大偏差原理. Wang 等 [112] 还证明了 Euclid 空间扩散过程熵

产生的中偏差原理. 一般 Euclid 空间扩散过程沿轨道熵产生的大偏差原理仍然还是开放问题.

3 无反馈机制的单细胞中心法则随机模型及其应用

在 20 世纪八九十年代, 人们已经可以观测到单分子的运动, 而由于受到溶液分子热运动的影响,

单个分子的运动本身就是随机的, 对其动力学行为的定量刻画就必然需要建立随机模型. 到了 21 世

纪, 随着荧光标记实验技术的突飞猛进, 可以高分辨率地记录下单个细胞内部单个化学物质或者若干

种化学物质的分子数目随时间的变化. 而单个细胞内部的化学反应所处的时间尺度大约在毫秒到微秒

之间, 而空间尺度大约在微米到纳米之间, 这正是随机规律起作用的时空尺度. 于是随机模型开始进

入生物学领域, 围绕着单细胞中心法则给出了很多定量的、而又与实验十分吻合的精彩数学结果.

生物学中的中心法则,就是脱氧核糖核酸 (DNA)会自我复制,可以转录成信使核糖核酸 (mRNA),

信使核糖核酸又可以翻译成蛋白质的过程. 因此最简单的中心法则随机模型 (不包括 DNA 复制), 就

是将这个过程的每一步都简化成一个一步的化学反应来处理 (图 1(a)). 对应到连续时间跳过程, 就是

每个化学反应的等待时间是随机的,服从指数分布,该平均等待时间的倒数就称为反应速率.这样建成

了最简单的一个化学主方程模型, 以信使核糖核酸和蛋白质分子的数目来描述系统的状态. 当然, 这

是一个极其简化的模型, 因为中心法则的每一步本质上都是很多很多步化学反应构成的, 即使在原核

生物中也是如此. 如此简化的模型, 其在细节上的确无法完美地刻画中心法则的过程, 但是该模型整

体上的一些定性结果, 甚至是定量结果, 却可以很好地符合实验, 这也是一件很神奇的事情.

单细胞转录翻译机制所对应的最简单化学主方程, 需要用二维向量 (m,n) 表示单细胞中有 m 个

mRNA 分子和 n 个蛋白质分子的状态. p(m,n, t) 表示单细胞中有 m 个 mRNA 分子和 n 个蛋白质分

(a) (b)

(c)

φ φ
φ

φ

图 1 (a) 最简单的单细胞转录翻译模型; (b) 翻译爆发模型; (c) 转录爆发模型

1168



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 9 期

子的概率, 满足方程

dp(m,n, t)

dt
= k1p(m− 1, n, t)− k1p(m,n, t) + d1(m+ 1)p(m+ 1, n, t)

− d1mp(m,n, t) + k2mp(m,n− 1, t)− k2mp(m,n, t)

+ d2(n+ 1)p(m,n+ 1, t)− d2np(m,n, t),

其中, k1 和 k2 分别是转录和翻译的速率, d1 和 d2 是信使核糖核酸和蛋白质分子的降解速率.

2004 年, 瑞典生物学家 Paulsson (他本科是数学和生物的双学位) 求解了该化学主方程模型在平

稳情形下单细胞内信使核糖核酸和蛋白质分子数目的均值和方差, 然后用变异系数的平方, 也就是分

子数概率分布的方差除以均值的平方, 来作为度量随机性大小的量, 并以此厘清了当时互相矛盾的一

些实验结果, 指导实验学家如何正确地处理数据 [89]. 除了均值和方差以外, 这个模型的化学主方程还

可以计算出单细胞中信使核糖核酸和蛋白质分子数目之间的相关系数. 该相关系数在 2010 年由哈佛

大学谢晓亮实验室第一次测量到,他们发现大多数信使核糖核酸的数目和它们对应的蛋白质数目之间

的相关系数都非常小 [108]. 根据以上这样一个最简单模型得出的相关系数的表达式,可以推断,该现象

很可能是因为信使核糖核酸的降解速率很大,使得同一时刻测到的蛋白质和信使核糖核酸数目之间并

不存在对应关系.

单细胞内的单分子精度的实验测量到的都是真正的概率分布,其信息远比若干个数字特征要多得

多. 但是即使是如此简单的模型, 其概率分布的表达式却十分复杂, 含有特殊函数, 使得具体应用起来

十分困难.首先在这方面有所突破的是哈佛大学谢晓亮实验室 [5, 121],他们在 2006年首次观察到了单细

胞中单个蛋白质分子合成过程中的爆发现象,即在每等待一个随机的时间间隔后,该单细胞内部会在很

短的时间内密集地合成若干个该蛋白质分子,然后再次进入等待状态 (图 1(b)). 经过精巧的实验测量,

实验学家发现每次蛋白质合成的爆发事件背后所对应的信使核糖核酸分子个数,至少在细菌中可以近

似为 1. 而且每个信使核糖核酸分子的生存时间相比较于相邻两个信使核糖核酸生成之间的时间间隔

是很短的, 因此每一次的爆发强度, 其实就是每一个信使核糖核酸分子在其被降解之前所能产生的蛋

白质分子数目, 而相邻两次爆发之间的时间间隔, 就是相邻两个信使核糖核酸分子合成的时间间隔.

于是可以建立一个只基于这些现象而且只关心蛋白质的生成与降解的唯象随机模型,即延续最简

单模型中的假设, 假设每隔一个指数分布的随机时间, DNA 会合成出一个信使核糖核酸分子, 但这个

信使核糖核酸分子的生存时间极短, 可以忽略不计, 且在其生存时间内会以一定的概率分布产生出一

定量的蛋白质分子. 现在的问题就是单个信使核糖核酸分子在降解之前能产生出的蛋白质分子数目

服从怎样的概率分布呢? 这是一个典型的随机过程数学问题, 即假设每个信使核糖核酸分子是在等待

一个指数分布随机时间后消亡, 而在这段生存时间内, 合成出蛋白质分子的过程服从随机过程中经典

的 Poisson 过程. 于是可以计算出在一次蛋白质分子的爆发过程中产生蛋白质分子个数的概率服从几

何分布. 其实, 这个分布早在 20 世纪 70 年代末, 就由单细胞随机模型的先驱们给出了文献 [2], 只是

那个时候还完全是一个猜测. 终于, 基于翻译爆发现象给出了一个简化的只含有蛋白质数目的随机模

型, 这是一个一维但非紧邻的连续时间跳过程. 有意思的是, 早在 2000 年, Paulsson 和 Ehrenberg [90]

就在并无任何实验启发的情形下构建了这个随机模型, 并计算出了其长时间后的平稳分布, 发现是负

二项分布. 这是一个令人吃惊的结果, 因为一维非紧邻跳过程一般无法算出一个具有简单表达式的平

稳分布,不禁让人感叹大自然的神奇.这个负二项分布中的两个参数也都具有生物学意义,一个是每个

细胞周期时间内平均的爆发次数, 而另一个则是每次爆发所生成的蛋白质分子数的平均值. 这两个数

字都是可以在实验中直接测量的, 最后的平稳分布也是可以测量的. 在 2006 年, 谢晓亮实验室分别测
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量了这 3 个量, 发现它们与该理论符合得很好 [5, 121]. 当然, 并不是说这就意味着该模型中的所有假设

都是对的, 但这的确表明, 通过这样一个基本符合实验观测的简单模型, 可以抓住真正的复杂的生命

过程中的一些重要定量性质. 2019 年, Jia 等 [61] 从数学上还证明了该模型正是最简单机制模型在一

定条件下的极限, 进一步建立了这个唯象的一维模型与最简单的二维模型之间的联系.

在无反馈机制的情形下, 无论是最简单的二维模型, 还是唯象的一维模型, 单细胞内蛋白质分子

数目的分布都已经定量刻画得很好. 但是, 有意思的是, 对于信使核糖核酸分子数目的分布, 最简单的

化学主方程模型所给出的平稳分布是 Poisson 分布, 这是偏离实际的. 2010 年谢晓亮实验室发现, 实

际中信使核糖核酸分子个数的平稳分布的方差明显大于均值, 这与 Poisson 分布很不一样 [108]. 其背

后的机理被猜测和讨论了很多年. 2005 年, 普林斯顿大学的 Cox 实验室首次观测到了单个细胞中的

单个信使核糖核酸分子的生成和降解现象, 并且发现了一种名为转录爆发的现象 [50]. 转录爆发, 顾名

思义, 类似于蛋白质合成中的翻译爆发现象, 说的是, DNA 似乎存在着某种神奇的机制, 它会使得即

使在完全不存在抑制蛋白结合的情形下, DNA 也会时不时地偷懒不工作, 即转录停止, 过一段时间后

再重新开启. 而这种 DNA 自身具有多种不同的转录状态的现象, 并未包括在前面所述的最简单的机

制模型中, 也许加入了这种 DNA 活跃和不活跃状态间的切换后, 信使核糖核酸分子数目的分布就会

更接近事实. 的确如此, 早在 20 世纪 90 年代, 就有学者提出了具有两个不同的 DNA 转录状态的随

机模型, 即俗称的两状态模型, 并通过简单的计算得到了信使核糖核酸的方差和均值, 在该模型下, 方

差明显比均值要大. 但是两状态模型是一个一般模型, 并无法解释转录爆发这个现象背后的分子机制

(参见文献 [91]).

要解释清楚该分子机制的发现和论证过程,以及其中两状态随机数学模型又发挥了怎样不可或缺

的作用, 需要从 2011 年讲起. 2011 年, 哈佛大学庄小威和谢晓亮实验室合作, 利用超高分辨率的显

微成像技术, 发现即使是在细菌中, DNA 分子也不是自由的, 它们会被分成一段一段的并锚定在一些

大的蛋白质分子上 [113]. 而早在 20 世纪 80 年代, 人们就发现在 DNA 转录的过程中, 处于核糖核酸

(RNA) 聚合酶前方的 DNA 链将聚集所谓的正超螺旋 (positive supercoiling), 通俗而言就是 DNA 双

螺旋结构原本是每 10.5 个碱基对转一圈 (360 度), 而现在被转得越来越紧, 每转一圈的碱基对数目越

少, DNA 形变就越厉害; 与此相对应的, 处于 RNA 聚合酶后方的 DNA 链将产生负超螺旋 (negative

supercoiling), 即完成一圈的碱基对数目越来越多. 这两种 DNA 形变将由于 DNA 被锚定在一些大分

子上而无法相互抵消. 因此细胞内需要有两种酶,拓扑异构酶 (topoisomerase IA)专门负责在 RNA聚

合酶的后方释放负超螺旋, 而旋转酶 (gyrase) 则专门负责在 RNA 聚合酶的前方释放正超螺旋. 关于

DNA 双螺旋结构的这种变化现在已经是经典分子生物学教材中的必备内容.

有研究表明, 拓扑异构酶的活性很高, 而旋转酶的活性不高, 而且旋转酶在活细胞内的分子数也

并不十分多,平均到每一段被锚定的 DNA片段的话只有大约一个旋转酶分子. 因此可以合理猜测,也

许就是因为这一个旋转酶分子会时不时地从这段 DNA 片段上掉落下来, 从而导致在转录过程中积累

起大量的正超螺旋, 最终从力学的角度阻止进一步的转录发生. 2014 年, 谢晓亮实验室发展了一套高

通量的体外单分子荧光技术, 可以实时高分辨率地观测到单个分子上正在发生的转录过程. 通过这一

技术发现,转录过程在 RNA聚合酶前段不断聚集起来的正超螺旋,会渐渐地减慢 RNA聚合酶的延伸

速度, 并最终彻底阻止转录的起始. 而旋转酶和 DNA 分子的结合则可以使得转录得以继续. 因此, 之

前的合理猜测, 至少在体外得到了充分的验证.

然而, 并没有这么简单. 生物是极其复杂的, 体外的单分子实验技术自然是高超的, 但是体外观察

到的机制就一定是体内该现象产生的主要原因吗? 而且棘手的是, 体外如此高分辨率的实验由于实验

技术所限, 是无法在体内完成的, 那么又如何来验证该机制是否在体内发挥着重要作用呢? 这个时候
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就需要结合两状态的随机数学模型. 本文采用了上面所述的两状态基因开关模型 (图 1(c)). 实验上虽

然无法在体内完成十分高精度的单分子追踪实验,但是可以精准地测出每一个单细胞中该信使核糖核

酸分子的个数, 即可以测量出平稳分布来. 然而, 与最简单的机制模型一样, 两状态模型的平稳分布一

般没有简单的表达式,而没有具体表达式,就无法与实验数据进行更为详细的对比和拟合.不过实验上

已经发现, 旋转酶分子和 DNA 分子的结合和解离, 相比于 DNA 处于转录活跃状态的转录速率而言,

是很慢的. 因此可以借助应用数学上常用的渐近分析的办法, 发现平稳分布可以一阶近似为一个在零

点单独再加一个峰的 Poisson 分布, 称为零点膨胀的 Poisson 分布.

一旦有了平稳分布的具体表达式, 就可以直接利用实验数据来推断 DNA 转录处于活跃和不活跃

状态的平均时间的比值 (体内的 FISH (fluorescent in situ hybridization) 实验精度很高, 而且采用了

Bootstrap 方法来计算该比值的误差), 而如果体外观测到的机制是正确的, 则这个比例就会随着旋转

酶的不同浓度、旋转酶和 DNA 结合的不同强度而发生明显的变化. 经过分析实验数据发现, 该比值

强烈依赖于细胞内的旋转酶浓度和活性, 且其变化的趋势与模型的预测完全相符. 在很多个基因上俱

是如此. 综合以上的实验和数学模型分析, 我们间接但是严格地证明, 细菌里的转录爆发机制, 就是来

源于旋转酶分子与 DNA 分子的不断随机结合与解离, 从而导致该 DNA 片段的超螺旋情形发生改变

(参见文献 [12]).

这里要特别说明的是,在两状态模型的转录翻译模型中,如果只观察蛋白质的生成,那么只要 DNA

从转录不活跃状态转移到活跃状态的速率足够慢, 就依然可以看到翻译爆发的现象. 此时蛋白质的每

次爆发都是来源于 DNA 处于活跃状态时所生成的若干个信使核糖核酸, 其在降解之前生成的蛋白质

分子个数的概率分布和几何分布会略有不同. 在之前的翻译爆发实验以及模型中, 由于抑制蛋白的存

在, DNA 处于活跃状态的时间非常短, 因此整体而言, 可以等效地认为每隔一个指数分布的等待时间,

就会产生一个信使核糖核酸的分子, 只是此时的参数 k1 主要是由抑制蛋白的解离和重新结合速率来

决定的.

我们从 2010 年初到 2013 年初还和谢晓亮教授实验室以及北京大学生物医学前沿创新中心多个

课题组合作, 细致分析了新发现的 DNA 和蛋白质相互作用中的别构合作效应, 并提出了初步的理论

分析, 不仅利用统计物理模型解释了该效应的 “同时性”, 而且借助于原子层面的分子动力学模拟验证

了该效应源于 DNA 的形变. 在这项工作中, 我们利用了 DNA 和两个转录因子 (transcription factor,

TF) 相结合的四状态化学反应模型, 结合随机过程和统计物理的知识, 证明了平衡态下两个转录因子

和 DNA 结合强度之间的相互影响只可能是互相促进或者互相抑制, 绝不可能出现一个促进另一个、

而另一个反过来抑制这一个的现象. 这也与实验观测完全一致 (参见文献 [116]).

2022 年, 我们和北京大学张磊课题组合作, 进一步利用这样的四状态模型, 结合单细胞内类免疫

缺陷病毒的随机动力学,给出了 2014年发现的噪声增强药物协同作用背后的一般机制.噪声增强药物

协同作用,即具有噪声增强作用的小分子药物普遍都可以提高激活药物对于类免疫缺陷病毒的重激活

效率. Guo 等 [51] 利用随机模型发现, 热力学平衡态无法产生该协同作用, 只有合适的能量输入才可以

获得该协同作用, 而且这是一般机理, 并不需要假设两种药物分子层面的细节. 因此, 此项工作揭示了

一种新的能量耗散与生物功能之间的联系.

4 正反馈机制下的单细胞地貌函数及表型迁移理论

前一节有关单细胞中心法则的随机模型, 都没有考虑调控和反馈, 而基因调控才是生命体实现各

1171



葛颢: 随机数学理论与单分子和单细胞生物物理化学的交叉

种功能的根本. 具有调控机制的随机数学模型在过去这 20 年也得到了长足的发展. Jia 等 [59, 60] 最近

有一系列工作研究了带有反馈的化学主方程模型的性质, 主要基于平稳分布等的精确表达式. Elowitz

等 [23]、Dunlop 等 [18]、Eldar 和 Elowitz [22] 作为单细胞随机性研究方面的先驱, 也多次结合精妙的单

细胞实验和随机数学模型, 揭示随机性在生物功能上的作用.

我们课题组在这方面的研究工作主要集中在对于具有较强正反馈的生物化学反应系统,建立了一

套比较完整的多表型地貌函数理论以及单细胞表型迁移普适公式 (图 2(a)). 对于很多生物化学反应

系统, 其分布经常会出现多个峰的情形, 每个峰对应于一种细胞的表型 [11] (图 2(b)). 多个表型的共存

对于细胞应对不可预知的环境变化是非常重要的,因此人们希望研究表型的稳定性及表型间的跃迁速

率.多表型 (稳态)的产生机制大体上有两大类. 一类是类似前面提到的转录爆发机制,即是由于 DNA

不同状态间的转移特别慢而导致的, 而这一类表型之间的跃迁速率也很简单, 由 DNA 不同状态间的

转移速率所决定, 其本质不是由正反馈机制所决定的. 另一类产生多表型的机制则更为常见, 是由比

较强的正反馈所形成的, 这样形成的表型一般都很稳定. 这一类表型之间的跃迁, 可以在随机性相对

比较小时得到比较简单的表达式, 这与在 20 世纪后半叶才建立起来的随机过程中著名的大偏差理论,

特别是 Freidlin-Wentzell 型大偏差理论 [29], 有着紧密的联系, 其核心思想是如何刻画单条轨道的 “概

率密度” 以及如何构造类似于能量函数的拟势函数.

过去十多年中单细胞实验技术的飞速发展, 使得人们发现, 至少在细菌中, 基因在活跃程度不同

的状态间的切换既不像前人的某些模型中假设的那样, 要比转录和翻译的速率还要快得多; 也不像前

人的另一些模型中假设的那样, 比细胞分裂的周期还要慢得多. 这种中间情形下的表型稳定性及表型

间的跃迁速率将更难以研究, 其数学难度更大. 利用大偏差理论, Ge 等 [45] 研究了这类最符合实际情

形的中间情形中单细胞的动力学行为.首先将完整的化学主方程模型通过渐近展开的方法简化为随机

切换的常微分方程组模型, 称作速率涨落模型, 其中仅保留基因在活跃程度不同的状态间切换的随机

性. 该模型在数学上也称作分段确定的 Markov 过程 (piecewise-deterministic Markov process) 或者随

机混合模型 (stochastic hybrid model). 此类随机模型曾被化学家用来刻画单个酶分子的动力学, 但是

在我们之前还从未被用来刻画单细胞中的生化随机动力学过程. 然后在该简化模型下结合 Donsker-

(a) (b)

(c)

φφ

图 2 (网络版彩图) (a) 具有正反馈的单细胞转录翻译模型; (b) 分子数的双峰分布; (c) 乳糖操纵子
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Varadhan 和 Freidlin-Wentzell 的大偏差理论, 我们推导出了这种情形下随机轨道的大偏差速率函数,

称为非平衡态的地貌 (landscape)函数,类似于平衡态统计物理中的能量函数. 该地貌函数不仅可以作

为不同表型之间相对稳定性的定量刻画, 而且还预言了在随机性很小的情形下, 会出现非平衡态相变

现象 [39, 41,42]. 更进一步地, 该大偏差函数还给出了不同细胞表型间跃迁速率的新公式, 该公式类似于

前面提到的单分子化学反应速率中著名的 Kramers 理论, 而且比以往的类似工作更为符合活细胞的

实际且更加一般 (参见文献 [45]).

但是, 2015 年的这项工作中只是研究了基因具有两个不同状态的情形, 而真实的细胞中基因状态

可能是多个, 这就需要对该理论进行推广, 而且多个基因状态的模型中的地貌函数是无法得到像两个

基因状态模型中那样的解析表达式的 (参见文献 [107]). 2020 年, 我们和张云新教授课题组合作, 将涨

落速率模型的非平衡态地貌函数理论, 推广到了多个基因状态的情形, 这种情形下的数学证明要复杂

得多. 我们发现,平稳分布的大偏差函数 (即地貌函数)的导数恰好是某种推广的主特征值问题的唯一

非平凡解. 根据这个性质, 证明了地貌函数具有之前在两个基因状态模型中发现的所有性质, 也能刻

画不同的稳态间的相对稳定性以及表型迁移的速率; 还据此提出了地貌函数的数值解法, 且在一个三

状态的例子中成功应用 [73]. 同时, 也尝试将这套理论真正应用于一个具体的生物系统, 发现并解决实

际的生物学机制问题. Ge 等 [47] 将速率涨落模型及其地貌函数理论应用于经典的生物学乳糖操纵子

模型中 (图 2(c)), 发现虽然正反馈是单细胞呈现多个表型的主要原因, 但是基因状态间的随机切换会

使得多个表型的状态更加稳定, 即使得出现多个表型共存现象的环境变量范围大幅度扩大, 更加有利

于细胞对抗环境的变化. 更具体一点, 蛋白质表达量高的表型是被正反馈机制稳定住的, 而表达量低

的表型则会被相对较慢的基因间切换速率所稳定住. 这两种稳定机制中所呈现的表型间迁移速率, 随

着基因状态切换速率的加快, 其变化规律截然相反, 而这一点也正好可以被文献 [45] 提出的速率理论

所解释 (参见文献 [47]).

这样一个地貌函数的概念, 其实早在 2004 年就由上海大学的敖平教授等在扩散过程模型里提出

并应用 [9, 126], 后来美国 Stony Brook 大学的汪劲教授课题组也在化学主方程模型和扩散过程模型下

做过非常多这方面的工作 [26, 72,115,117]. 2008 年, 纽约大学的 Vanden-Eijnden和 Heymann [110] 基于化

学主方程模型提出了在体积趋于无穷时如何求解地貌函数的数值算法,这就是著名的几何最小作用量

方法 (geometric minimum action method, gMAM). 北京大学李铁军也在不少重要的合成生物学问题

中用过这个概念并提出了具体的数值算法 (参见文献 [76, 123, 124]). 特别值得一提的是北京师范大学

的 Hu [56] 在 20 世纪 80 年代初就推导出了化学主方程的地貌函数所满足的方程, 是这个方向的先驱

之一. 可惜的是, 速率涨落模型无法直接应用几何最小作用量方法来数值求解地貌函数, 因为其地貌

函数的表达式含有好几重的优化, 这严重阻碍了这种模型及其地貌函数在具体问题中的应用, 本文作

者正在积极地想办法解决.

地貌函数的概念也对与单细胞有关的其他生物学问题和方法有一定的启示. 例如, Zhang 等 [122]

在 2012年的一项工作中,就利用地貌函数的思想结合空间多细胞的动力学模型,成功解释了斑马鱼发

育过程中的边界锐化现象; Zhou等 [125] 利用地貌函数和表型迁移的概念和方法,发展出了一套在单细

胞组学数据中刻画过渡态细胞的统计学方法.

5 学科交叉中涌现的数学问题

在随机数学和生物物理化学交叉的过程中, 涌现出了一些有意思的数学问题, 在前面所介绍的随
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机热力学理论中, 已经涉及了一些, 下面介绍本文作者有着深切体会的一个例子, 抛砖引玉. 这是一个

从生物物理单分子实验中观测到的有趣现象, 一步步发展成为比较系统的随机数学理论的工作.

首先是一篇 2005年发表在Nature 杂志上的实验论文,测量的是单个分子马达蛋白沿着微管的随

机运动, 发现该单分子往前和往后走一步都是 4 纳米的距离, 而且无论是往前还是往后, 其等待时间

的分布居然完全一样 (参见文献 [6]). 之后有一些物理文献建立了离散时间的 Markov 链模型对其进

行理论解释, 不过大多只是证明了向前向后的等待时间均值是相等的. 由于本文作者很熟悉哈佛大学

谢晓亮实验室提出的非平衡定态单分子米氏酶动力学模型 [74, 116] (图 3(a)), 是离散环上的连续时间紧

邻随机徘徊, 同时本文作者也学习过单个分子马达蛋白的随机模型, 那也恰好是环上的紧邻随机徘徊,

往前或者往后在化学层面上就是完成了一个顺时针的环或者逆时针的环.因此希望可以用环上的连续

时间紧邻随机徘徊证明这篇实验论文中观测到的有趣现象,而且似乎这也是原来随机过程理论中所不

完全知道的. 根据后来我们能查到的资料, 概率学家 Samuels 和 Dubins 早在 20 世纪 70 年代和 90

年代, 在更特殊的紧邻随机徘徊模型中给出过同样的数学结论 [17, 101], 只是 2008 年本文作者做这个

工作时完全不知道这些工作.本文作者是从轨道层面严格证明了正向环和逆向环的环形成时间的条件

分布完全相同, 这在化学上也被称为广义 Haldane 等式 [31]. 后来, 本文作者又将这种环上的对称性推

广到了具有某种特殊结构的多环结构 [33]. 2016 年, Jia 等 [58] 将同样的结论推广到了一般的连续时间

Markov 跳过程. 最近, 在北京大学吴秉杰的博士论文 [114] 中, 又将其推广到了较为一般的半 Markov

过程, 并且将 2015 年工作中的一些技术性条件加以削弱. 这一类等式是传统概率论和随机过程理论

中所没有的, 但是其中实际上蕴含着该随机过程的一种深刻数学结构: 该过程各个环形成的动力学过

程是一个 Markov 更新过程.

对于连续时间连续状态的随机过程, 概率学家 Pitman 和 Yor [92] 在 1996 年的一篇论文中也得

到了环上带有漂移的 Brown 运动满足的相同等式. 但其实该等式是一般成立的. 基于本文作者之前

证明环上紧邻随机徘徊满足的环对称等式所使用的技巧, Ge 等 [36] 又证明了环上的一般扩散过程也

满足这一等式. 其证明方法与文献 [31] 相同, 是定义了轨道空间的一种新的映射, 称为 “拟倒逆映射”

(图 3(b)), 其恰好是先完成正向环与先完成逆向环的轨道集合之间的一一映射, 且像映射和原像映射

的 “概率”之比为常数. 基于这种拟倒逆映射方法,并利用 3维 Bessel过程的Williams轨道分解定理,

文献 [36] 先证明了 Brown 运动在拟倒逆映射下还是 Brown 运动, 由此可以推导出环对称等式. 借助

该等式, 文献 [36, 46] 还证明了沿状态空间中各个环的样本环流量和随机轨道能量耗散满足大偏差原

(b)(a)
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图 3 (网络版彩图) (a) 单分子酶动力学最简单的三状态单环模型; (b) 一维扩散过程的拟倒逆映射
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理及诸多暂态和定态涨落定理, 其中 Gallavotti-Cohen 型涨落定理说的就是大偏差速率函数满足一种

对称性. 这些结果是对时齐 Markov链与扩散过程的环流理论的进一步深入发展.对于高维的,如二维

环面上的扩散过程, 该等式不成立, 但是也许可以构造一种新的映射来得到另一种意义上的环对称性,

然而暂时还没有什么头绪.

在学科交叉的过程中, 不仅涌现出新的数学问题, 而且会涌现出新的需要数学来解释的算法理论

问题. 例如, 由 Yang 等 [118] 提出的温度积分增强抽样方法, 被成功地应用于多个具体生物化学问题,

取得了非常好的效果, 但是其到底为什么比已知的别的算法要好, 是一般情形下都要好还是只在特定

条件下要好, 都是不清楚的. You 等 [120] 从随机数学理论的角度详细研究了这个问题, 发现这种增强

抽样方法,其实就是熟知的模拟回火算法的无限切换极限.更进一步地,利用耦合扩散过程的 Donsker-

Varahdan大偏差理论, You等 [120] 严格证明了, 模拟回火算法的收敛速度是随着不同温度间切换速度

递增的, 于是就给出了温度积分增强抽样方法之所以有效的严格数学基础.

在本文作者进行学科交叉的过程中,所涌现出的数学理论问题并不太多,而且大多呈散点状态,还

未连成一片. 希望在不久的将来可以有像混沌现象这样的兼具科学和数学双重意义的深刻发现在随机

数学理论和生物物理化学的交叉中涌现出来, 从而开辟新的数学分支, 对随机数学自身的发展起到促

进作用.

6 结论和展望

随机过程和生物物理化学交叉,一方面可以借助随机过程在过去这一百年积累起来的丰富理论知

识, 为亚宏观尺度的生物物理化学过程提供合理的抽象数学模型和数学分析方法, 揭示深层次的逻辑

关系, 从而加深对实验现象的理解, 从中揭示出新的科学机制和规律, 同时也发展出数学新的应用; 另

一方面,在这些应用的过程中,也会提出随机过程数学理论中原本没有的问题,反过来促进随机过程自

身的理论发展. 总而言之, 虽然迄今为止生物学对随机数学理论的反哺还不算多, 且大都零散, 但是随

机数学理论的确已经在单细胞和单分子的生物物理化学领域中大展拳脚, 发展出了很多的崭新应用,

而且特别值得一提的是, 在这些应用过程中所使用的随机过程理论大都并不是浅显的, 需要研究者具

有一定程度这方面的专业训练.

数学和生物物理化学的交叉学科, 往往不容易产生系统性的工作, 更多的是在每一个具体的生物

物理化学问题的解决中, 发挥数学的优势. 但是坦白而言在 100 个我们接触到的生物物理化学领域的

问题中, 可能只有不到 5 个是数学模型可以发挥作用并解决的科学问题, 剩下的大多数问题其症结都

还在原学科内部, 数学工具鞭长莫及. 而就在这剩下的几个数学模型可以发挥作用的科学问题中, 可

能有 3 个的背景知识是我们所缺乏的, 且不是一朝一夕可以弥补上的. 由于我们缺乏这方面的基本训

练和知识, 从而就没有正确的直观, 因此所建立的数学模型有可能南辕北辙. 这就需要和合作者通力

合作,取长补短,但即使如此,可能最终也只有 2到 3个可以有所进展.这就是做交叉学科的困难所在,

找到合适的问题, 既在能力范围以内, 又具有真正的科学意义是很不容易的.

以上是本文作者从自身的知识背景和科研体会出发,提到的一些对于随机数学理论和生物物理化

学这一交叉学科的历史和现状的粗浅观点. 该方向方兴未艾, 还有很多没有解决的科学和数学问题亟

待解决; 该领域也远未成熟, 它的发展依赖于数学和科学的深度交融, 需要熟悉和欣赏彼此的思维方

式和解决问题的方法, 发挥各自的专长, 解决单一学科很难甚至是无法解决的复杂问题.

致谢 我从事交叉学科, 是我的博士导师钱敏先生和华盛顿大学钱纮教授带我入门的, 后来有幸在哈佛大学谢晓亮教
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授实验室访问一年, 再后来返回北京大学后同时在北京国际数学研究中心和北京大学生物医学前沿创新中心工作, 使

得我和实验学家进一步紧密接触, 也促成了很多的合作. 感谢复旦大学数学科学学院在本文作者刚博士毕业的时候对

我从事交叉学科的支持, 感谢北京大学各位老师、同事多年来的支持. 本文作者曾分别申请到数学学部、化学学部和交

叉学部的自然科学基金, 感谢国家自然科学基金委员会一直以来的大力支持.

我自己在随机数学和生物物理化学的交叉领域已经从事科研接近二十年, 前面所提到的理论和方法都被总结在两

本书中, 都是我和华盛顿大学钱纮教授合作撰写的. 一本是中文教材《数学动力学模型: 在生物物理和生物化学中的

应用》以及与之相对应的华文慕课网站上常年开放的在线课程 (http://www.chinesemooc.org/mooc/4986); 另一本

是 2021 年 11 月出版的英文专著Stochastic Chemical Reaction Systems in Biology, 里面涵盖了从基础知识到最新

科研结果的一系列相关内容 [94]. 对于非数学专业的学生, van Kampen [109] 的经典教材是随机过程很好的入门读物.

当然, 现在随机数学和生物物理化学的交叉, 还有一条新的途径, 那就是通过人工智能、神经网络、统计学习和深

度学习这些工具. 北京大学鄂维南教授领导的 “AI for Science” 就是这样一个途径, 其中的优化算法也涉及很多随机

数学理论, 如随机梯度下降法的理论基础等. 同时, 高维概率论也正在成为这些新兴领域中数学理论的语言和基石, 在

各种应用中扮演着越来越重要的角色 (参见文献 [111]).

最后, 我想说, 随机数学理论和生物物理化学的交叉学科, 大有可为. 记得 2012 年我刚回到北京大学工作不久, 鄂

维南教授有一次就跟我们说, 做应用数学, 要么创建非常深刻的理论, 要么非常接地气地解决实际问题, 尽量不要只是

去做中间状态的科研. 这十年来, 我一直以此作为自己的追求. 当然我肯定距离此目标还很远, 但是这个目标就像一盏

明灯, 一直在那里指引着我做交叉学科的努力方向. 我也将这句话和所有同道共勉.
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The intersection of stochastic mathematical theory and
single-molecule/single-cell biophysical chemistry

Hao Ge

Abstract The intersection of stochastic mathematical theory and biophysical chemistry is a new direction that
has emerged in the recent two decades. In this paper, we first briefly review the history of the intersection between
stochastic mathematical theory and biophysical chemistry, especially at the single-molecule and single-cell levels,
and then present the progress of this discipline over the recent two to three decades in several directions with
which the author is familiar, including some of the work done by the author’s research group.
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