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斜齿轮传动的啮合刚度计算及其主共振分析
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摘　要:斜齿轮是机械装备的重要传动元件，其啮合刚度的准确计算和传动系统的稳定性分析具有重要的实际意

义。根据斜齿轮轮齿接触线的变化规律，结合斜齿轮单对齿单位长度啮合刚度变化规律和ISO刚度计算准则，提

出一种斜齿轮啮合刚度计算方法，分析了不同参数下斜齿轮传动的啮合刚度波动特性；基于分析所得的啮合刚

度变化规律建立了斜齿轮传动的动力学模型，并利用多尺度法对动力学模型进行了求解，研究了外加载荷和啮

合刚度波动对斜齿轮传动主共振的影响。结果表明：给出的斜齿轮啮合刚度计算方法能够较快速、准确地获取啮

合刚度波动变化规律，将其引入斜齿轮动态特性分析中，能够更加准确地反映斜齿轮啮合刚度波动和载荷波动

对系统主共振稳定性的影响规律；在其他条件不变时，斜齿轮主共振稳定性随静载荷和啮合刚度波动增加而增

加，但较大静载荷会导致主共振频率增大，而且在高频激励下，即使较小的啮合刚度波动也会触发主共振的不稳

定；载荷波动增加会使斜齿轮主共振幅值增大，使系统稳定性变差。
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Abstract: Helical gear is an important element of mechanical equipment. The accurate calculation of meshing stiffness and the stability analysis

of the transmission system have important practical significance. Based on the change rule of tooth contact line of helical gear, the change law of

mesh stiffness about single gear pair in unit length and the ISO calculation method of mesh stiffness, a kind of approximate method was put for-

ward for calculating the mesh stiffness of helical gear and used to study effects of the structural parameters of helical gear on mesh stiffness fluc-

tuation. A dynamic model  of  helical  gear  transmission which included the change rule of  mesh stiffness obtained from the analysis  was estab-

lished and solved by using multi-scale method. The influence of the loads and meshing stiffness fluctuation of helical gear on the primary reson-

ance was analyzed. The results showed that the calculation method of meshing stiffness could be used to determine the meshing stiffness fluctu-

ation rule of helical gear quickly and accurately. By applying the meshing stiffness fluctuation obtained to study the dynamic characteristics of

helical gear transmission, some more accurate variation rules of primary resonance caused by meshing stiffness fluctuations and load fluctuation

were  gained.  When  other  parameters  remained  unchanged,  the  increase  of  the  static  load  and  meshing  stiffness  fluctuate  could  improve  the

primary resonance stability accordingly. But larger static loads resulted in higher primary resonant frequencies and very small meshing stiffness

fluctuations could cause the primary resonance unstable under the condition of high-frequency excitation. The amplitude of primary resonance in-

creased with the load fluctuation and the stability of helical gear transmission deteriorates. Through the proposed calculation method of meshing

stiffness and the dynamic analysis of helical gear transmission by multi-scale method, the general characteristics of helical gear transmission had

been revealed more universally.

Key words: mesh stiffness; helical gear; primary resonance; nonlinear

收稿日期:2018 – 07 – 08

基金项目:国家自然科学基金项目（11672121；11862011）；甘肃省自然科学基金项目（17JR5RA100）；兰州市创新创业人才项目

（2014–RC–33）；甘肃省高等学校科研项目（2018D–10）

作者简介:石慧荣（1979—），男，副教授，博士. 研究方向：机械振动控制；机械系统动力学. E-mail：shrz98@aliyun.com

网络出版时间:2019 – 08 – 19 13 : 10 : 42        网络出版地址:http://kns.cnki.net/kcms/detail/51.1773.TB.20190819.0856.001.html

————————— http://jsuese.ijournals.cn　　http://jsuese.scu.edu.cn —————————

第 51 卷 第 5 期 工 程 科 学 与 技 术 Vol. 51 No. 5

2019 年 9 月 ADVANCED ENGINEERING SCIENCES Sept. 2019

http://dx.doi.org/10.15961/j.jsuese.201800763
http://dx.doi.org/10.15961/j.jsuese.201800763
mailto:shrz98@aliyun.com
http://jsuese.ijournals.cn
http://jsuese.scu.edu.cn


斜齿轮具有传动平稳、精度高、可靠性好等特

点，在汽车、船舶、航空等领域得到广泛应用，但由于

受制造误差和时变啮合刚度的影响，其应用又受到

一定限制，而且时变啮合刚度是齿轮振动的一个重

要因素。准确计算啮合刚度是齿轮动态特性分析的

基础，因此对斜齿轮啮合刚度的研究一直是一个重

要课题。Hedlund等[1]组合结构分析法、接触分析法和

有限元法分析了斜齿轮啮合刚度的时域和频域变化

特性。Gu等[2]应用切片法提出一种实体直齿和斜齿

轮啮合刚度计算方法，通过数值分析计算比较证实

该方法的有效性。Wan等[3]提出一种利用积分势能法

计算斜齿轮啮合刚度的方法，分析了斜齿轮参数与

啮合刚度之间的关系。然而这些方法的计算量一般

比较大，计算准确性还有待进一步深入研究。

时变啮合刚度作为影响齿轮传动特性的重要因

素，一直被广泛关注。 Moradi等[4]利用多尺度法分析

了含间隙的直齿圆柱齿轮系统的动力学特性。Lu
等[5]利用数值计算法研究了影响直齿圆柱齿轮传动

非线性特性的因素。但是很多研究主要针对直齿轮

啮合特性，对斜齿轮传动参数激励振动研究还需深

入探讨。

目前很多文献将啮合刚度近似为一类谐波形

式，而且主要研究了特定参数下斜齿轮传动的动态

性能，因此对斜齿轮啮合性能与其动力学行为的关

系还有待进一步深入研究。根据斜齿轮接触线变化

规律，结合单对齿单位长度啮合刚度变化规律和

ISO刚度计算准则，提出一种斜齿轮啮合刚度计算方

法，获取不同参数下啮合刚度变化规律，并根据斜齿

轮啮合刚度变化机理建立了斜齿轮传动动力学模

型，利用多尺度法分析了载荷波动、啮合刚度波动和

静载荷对斜齿轮系统主共振稳定性的影响。

1   斜齿轮啮合刚度计算原理

1.1   斜齿轮轮齿接触线变化规律

εα

εβ (εγ)

(εγ) εγ =

εβ+εα

pbt B βb

di i (i = εγ, εβ, εα) µ

在斜齿圆柱齿轮啮合过程中，单对轮齿接触线

长度从进入到退出啮合先增加而后减小，由于啮合

区内通常具有两对或两对以上轮齿同时啮合，轮齿

接触线在整个啮合区变化如图1所示。其中， 为端

面重合度， 为轴面重合度，虚线区域为ceil 对轮

齿接触区，实线区域为floor 对轮齿接触区，

为总的重合度，ceil为向上取整函数，floor为向

下取整函数， 为端面基圆齿距， 为齿宽， 为基

圆螺旋角， 表示 的小数部分 ， 为啮合

过程中轮齿接触线与前端面交点到进入端的距离在

基圆的投影。

µ

εγ · pbt

εβ · pbt

εγ

l

由图1可知，在一个啮合周期内 由0逐渐增大到

到后端面退出啮合，由于螺旋角的存在，斜齿

轮相对于直齿轮啮合区增加了 ，接触线不再与

轴线平行，不同的轮齿宽度引起轴面重合度发生改

变，使轮齿接触线分布形式变化比较复杂。当一对轮

齿初始进入啮合区时，已有轮齿处于啮合状态，根据

传动特点一般在齿顶或齿根啮合时，都有ceil（ ）对

轮齿在同时啮合。假定 表示单对轮齿接触线的长

度，针对不同的端面和轴面重合度关系可以表示为：

εβ ≤ εα当 时，有：

l (µ) =


µ/sin βb,µ ≤ L2;
B/cos βb,L2 < µ ≤ εαpbt;(
εγpbt−µ

)
/sin βb,εαpbt < µ ≤ εγpbt

（1）

εβ ≥ εα当 时，有：

l (µ)=


µ/sin βb,µ ≤ εαpbt;
εαpbt/sin βb,εαpbt < µ ≤ εβpbt;(
εγpbt−µ

)
/sin βb,εβpbt < µ ≤ εγpbt

（2）

tan βb= tan βcos αt L1=εαpbt−L2 pbt = pt cos αt =

πmn

cos β
cos αt tan αn = tan αt cos β L2 = B tan βb pt

β αt αn

mn

式中： ， ，

， ， ； 为端

面分度圆齿距， 为螺旋角， 为端面压力角， 为法

面压力角， 为法面模数。

µ∈
[
0,dεγ pbt

]
(εγ)

µ ∈
[
dεγ pbt, pbt

]
εγ

pbt

n (µ)

由于齿轮啮合过程中在 时，有ceil

对轮齿接触，在 时有floor（ ）对轮齿接

触，所以接触线总长以 为周期不断变化，假定同时

啮合的轮齿对数 为：

n (µ) =
{

ceil
(
εγ
)
,µ ≤ dεγ pbt;

ceil
(
εγ
)−1,dεγ pbt < µ ≤ pbt

（3）

Lb则在一个基圆齿距内接触线的总长 可以表示为：

Lb (µ) =
n−1∑
i=0

l (µ+ ipbt),µ ∈
[
0, pbt
]

（4）
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图 1　斜齿圆柱齿轮啮合平面

Fig. 1　Meshing plane of helical gear
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1.2   轮齿接触线计算验证

εγ

εγ dεγ

轮齿接触线长度与斜齿轮传动的啮合刚度时变

特性直接相关，计算的准确性是保证齿轮传动动态

分析的关键。为了验证本文轮齿接触线长度计算的

准确性，利用本文的计算方法针对参考文献[6]中的

H501和H951变位斜齿圆柱齿轮传动进行计算，在单

个轮齿的一个啮合周期内轮齿接触线变化如图2所
示。由图2可知，本文的计算结果与文献结果完全一

致，由于H501和H951的重合度 均接近整数2，此时

总重合度 的小数部分 近似为0，因此啮合刚度最

小值处出现尖点。

1.3   斜齿圆柱齿轮的啮合刚度计算

µ

ku

Kmin

Kmax

αk=
BKmin

Kmax cos βb
=0.8

k[6]

斜齿轮的啮合刚度和轮齿接触线总长成正比，

但在不同接触点又具有不同的啮合刚度，文献[6–8]
分别对直齿和斜齿圆柱齿轮的啮合刚度计算进行了

详细分析，研究表明单对轮齿单位长度啮合刚度可

以近似地看作是类抛物线或半正弦波形式变化，将

文献[6–8]中单对齿啮合刚度改写成本文坐标 的形

式，利用H951做出的单对齿单位长度啮合刚度

（u表示文献[6–8]）近似曲线如图3所示。其中：文献

[7]和[8]都是针对直齿轮传动，最小刚度 与最大

刚度 比值都近似等于0.55；文献[6]主要针对斜齿

圆柱齿轮传动，当 时，其准确性已

经进行了论证，因此本文采用 作为单对齿单位长

度啮合刚度计算公式。

由于斜齿轮可以看作是由端面上厚度无限小的

一系列直齿圆柱齿轮按照特定的转角位错关系堆叠

而成，因此可利用接触线长度和单对齿单位长度啮

合刚度求得其啮合刚度。假定轮齿接触线均匀受载，

一个齿距内轮齿接触线长度变化由式（4）计算，则斜

齿轮啮合刚度的计算公式为：

Kb (µ)=Kmax

n−1∑
i=0

l (µ+ipbt)ku
i (µ+ipbt),µ ∈

[
0, pbt
]
（5）

ku
i =k[6] Kmax式中， ，轮齿的最大啮合刚度 可以根据ISO

6336—1标准计算得到。

2   斜齿轮啮合刚度波动影响因素分析

εα εβ Kmax

δ

由式（5）可以看出，当斜齿轮参数变化时，主要

影响端面重合度 、轴面重合度 和 的变化，本

节主要考虑重合度对啮合刚度波动的影响，因此定

义啮合刚度变化变化因子 为：

δ=(Kmax−Kmin)/Kave （6）

Kave式中， 为齿轮的平均啮合刚度。

υ ρ

针对斜齿轮传动系统，斜齿轮的弹性模量E=
2.11×1011 Pa，泊松比 =0.33，密度 =7 850 kg/m3。初

选传动参数由表1给出。

δ

εβ

β

δ εα εβ

δ

不同重合度时啮合刚度波动 的变化如图4所
示。由图4可知，在轴面重合度 较小时，啮合刚度波

动较大，因为螺旋角 较小时，轮齿进入和退出啮合

轮齿接触线具有较大变化，从而导致较大的最大最

小啮合刚度差，使得 较大；在 或 接近整数时，齿

轮传动中轮齿啮合对数变化幅度较小，此时啮合刚

度波动 相对较小，这与文献[2]结果一致。

 

表 1　斜齿轮参数

Tab. 1　 Parameters of the helical gear
 

参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值

z1 21 J1/(kg·m2) 1.458 8×10–3 b/mm 0.03

z2 40 J2/(kg·m2) 4.613 6×10–3 ξ0 0.08

m1/kg 1.452 rb1/mm 41.68 k0/(N·m–1) 5.5×107

m2/kg 1.232 rb2/mm 79.39 T1/(N·m) 80
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图 2　轮齿接触线变化

Fig. 2　Change of tooth contact line
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图 3　单对轮齿单位长度啮合刚度

Fig. 3　Meshing stiffness of gear pair in unit length
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3   斜齿轮传动的主共振分析

g0(x)

主要研究齿轮啮合刚度波动、载荷波动和静载

荷对系统传动的影响，可以将斜齿轮传动系统简化

成一个单自由度系统，假定轴承和轴组合的支撑刚

度和阻尼远大于齿轮的啮合刚度，因此可以近似认

为齿轮与支座刚性连接，斜齿轮系统仅包含扭转自

由度。根据文献[4]的方法，可以将间隙函数 近似

表示为：

g0(x) = d1x+d2x3=d1

(
x+d0x3

)
（7）

x d0 = d2/d1

d1 = 0.463 d2

fT = f0+ fe f0

fe= f cos ωτ

式中： 为无量纲化的齿轮动态误差； ，当

， =0.016 04时，拟合的均方差为0.21，确定

系数为0.989 8，此时该函数能够较精确地表示齿轮

系统的接触、脱齿和齿背冲击现象；同时考虑轮齿受

到的载荷波动，假定 ， 为静载荷，载荷波

动 ，此时系统方程类似于Duffing方程：

ẍ+ηẋ+d1 (1+δcos ωτ)
(
x+d0x3

)
= f0+ f cos ωτ （8）

η ω τ

ε |ε| ≪ 1 Tr = ε
rτ

ω = ω0+ω1ε+ω2ε
2+ · · · ω0=

√
d1

式中， 为阻尼比， 为激励频率， 为无量纲时间。本

文应用多尺度法对系统的振动特性进行分析，引入

高阶小量 ， ，时间尺度 ，轮齿的啮合频

率 ，  为无量纲化的系

统固有频率。假定方程（8）的解可表示为：

x (t) = x0 (T0,T1, · · ·)+εx1 (T0,T1, · · ·)+ε2x2 (T0,T1, · · ·)+ · · ·
（9）

3.1   主共振的稳态响应

η=2εµ δ=εk

d0=εd0 f=ε f

在实际齿轮传动系统中，当激励频率接近系统

固有频率时发生主共振，此参数激励波动以及激励

频率波动均为高阶小量，因此必须重新标度阻尼、非

线性项、激励波动和啮合刚度波动，令 ， ，

， ，则有：

ẍ+2εµẋ+d1 (1+εk cos ωτ)
(
x+εd0x3

)
= f0+ε f cos ωτ

（10）

σ ω = ω0+εσ引入激励频率失调参数 使得 ，设导

Dn =
∂

∂Tn

ε

算子 ，将近似解式（9）代入齿轮的系统方程（10），

令 同次幂的系数相等可得：
D2

0x0+ω
2
0x0= f0,

D2
0x1+ω

2
0x1= f cos ωτ−2D0D1x0−

2µD0x0−d2x3
0 −ω2

0k cos ωτx0

（11）

假定方程（11）的解为：

x0=A (T1,T2, · · ·)eiω0T0+ f0+A (T1,T2, · · ·)e−iω0T0 （12）

A A cos ωτ=
(
eiωτ+e−iωτ)/2式中， 为 的复共轭，令 ，将式

（12）代入式（11）可得：

D2
0x1+ω

2
0x1=

f eiωτ

2
−
ω2

0k
2

[
Aei(ω0T0+ωτ)+ f0eiωτ+Aei(ω0T0−ωτ)

]
−

2iω0
[
D1A+µA

]
eiω0T0 −d2

[
A3e3iω0T0+

f 3
0

2
+3 f0A2e2iω0T0 +3|A|2Aeiω0T0+

3 f 2
0 Aeiω0T0 +3 f0|A|2

]
+cc （13）

cc A (T1) =
a (T1)

2
eiβ(T1)

φ=β−σT1

式中， 表示前面各项的共轭。设 ，

将其代入式（13），为了消去永年项，并且分离其实部

和虚部，令 ，可得：
D1a=−aµ+

(
f0ω

2
0k− f

)
2ω0

sin φ,

aD1φ = −σa+
(
f0ω

2
0k− f

)
2ω0

cos φ+

3d2a
8ω0

(
a2+4 f 2

0

) （14）

a φ D1a D1φ

为确定微分系统式（14）对应稳态运动的振幅

和相位 ，令 和 为0，通过确定自治系统式

（14）雅克比矩阵在平衡点的特征值变化，可以得到

系统稳定的条件为：[
σ− 3d2

8ω0

(
3a2
+4 f 2

0

)] [
σ− 3d2

8ω0

(
a2
+4 f 2

0

)]
+µ2 > 0

（15）

3.2   主共振的数值分析

f0

f k µ

ε

在主共振分析中，斜齿轮传动参数与表1一致，

无量纲化的初始静载荷 =0.215，载荷波动幅度

=0.2，啮合刚度波动幅值 =0.2，啮合阻尼 =0.1，分
析中取小参数 =0.02。为了更加全面了解齿轮传动系

统的动态特性，主要探讨载荷波动、啮合刚度波动和

静载荷变化对传动的影响，本文响应曲线的灰色部

分为不稳定分支。

3.2.1    外加激励波动对传动的影响

f

f

f

图5（a）为不同载荷波动 时主共振的幅频变化

曲线，当 逐渐增大时，主共振稳态幅值和触发主共

振不稳定的最小频率增大，灰色不稳定分支扩展，主

共振稳定性变差，但只有当 增大到一定值后才会导
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ω a

f f

ω f

a

ω

a f

ω0

f

f

致主共振稳态振幅的“跳跃”。图5（b）为 与振幅 的

变化关系，当激励频率 小于系统的临界频率时， 随

增大而增大， 变化不会导致主共振的不稳定；当

大于临界频率后，特定的 会导致主共振出现多个

振幅分支，同时 也大幅增加，从而引起系统的不稳

定，这也称为滞后现象；还可以看出随着 的增大，

增加， 诱发主共振不稳定的可能性增大。因此，传

动载荷波动直接影响斜齿轮传动的稳定性，在 附

近工作的斜齿轮传动中，较小的 都有可能引起系统

不稳定，较大的 有时甚至可能引起齿轮的破坏。

3.2.2    啮合刚度波动对传动的影响

k a
k

k a k

k
k a ω

ω k
k

k

图6（a）分别比较了不同啮合刚度波动 时 的变

化曲线。由图6（a）可知，随着 的增加，主共振的最大

稳态幅值逐渐减小，不稳定分支也不断缩减，因此一

定的 可以缩减 ，有利于主共振的稳定性，但是 对

主共振的影响较小。图6（b）表明：齿轮系统工作在低

于主共振临界频率的工况下， 的改变不会触发主共

振的不稳定， 的增加会使 减小；当 大于临界频率

后， 越大触发主共振不稳定的最小 越小，因此较小

的 亦可诱发系统高速传动的大幅振动。一般齿轮传

动中啮合刚度波动始终存在，当工作在接近主共振

频率的不稳定高速传动中时，较小的 就会导致齿轮

系统主共振的不稳定。

ω

ω

εβ εα k

ω

k εβ

εα k

在齿轮结构从参数变化时，斜齿轮的重合度随

之改变，从而引起啮合刚度的波动。图7给出斜齿轮

重合度变化对主共振稳定性的影响，其中，灰色区域

为稳定区域， =0.424和0.423时对应的为不稳定区

域。当 大于临界频率处于不稳定区域内时，高频激

励作用下，多数斜齿轮传动会出现主共振的不稳定，

而且也注意到在 <0.2， 在1.4附近时，虽然 较大但

不会出现主共振的不稳定；当 =0.422时，在图6（b）
中较大的 也会导致主共振不稳定，但是在0< <2，
1< <2.5范围内 <1.5时，也不会引起主共振的不

稳定。

3.2.3    静载荷变化对主共振的影响

f0

f0 a

图8（a）为不同静载荷 时主共振幅频曲线的变

化情况。由图8（a）可知， 增大， 减小，灰色不稳定
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f0

f0 f f

ω f0

a ω f0

ω f0

f0

分支也逐渐缩短，系统的频率响应曲线右移，主共振

峰值频率增大，主共振的稳定性增加。在应用中由于

增大，轮齿表面形变增加，使得轮齿接触面积增

大，而且当 增加， 不变时， 对系统的相对作用下

降，因此适当增大外载荷有利于齿轮系统的稳定传

动。图8（b）为不同激励频率时静载荷对主共振稳态

幅值的影响曲线，当 =0.423小于临界频率时， 增

加， 减小；当 大于临界频率时， 在一定范围内会

引起主共振的不稳定， 越小， 引起主共振不稳定

的可能性越大，而且主共振稳态峰值随 的增大逐渐

减小，进一步说明在较大载荷传递中的齿轮系统稳

定性更好。

4   结　论

通过对斜齿圆柱齿轮传动特点的分析，得到斜

齿轮啮合刚度计算方法，并将啮合刚度变化规律应

用于斜齿轮的动力学分析，利用多尺度法获得了斜

齿轮主共振的影响因素，主要得到以下结论：

1）本文提出的啮合刚度计算方法能够较快速、

准确地确定斜齿轮啮合刚度变化规律。

2）将斜齿轮啮合刚度波动引入斜齿轮的动态特

性分析中，能够更加准确、普遍地反映斜齿轮传动的

一般特性。

3）特定啮合刚度波动时，静载荷增加，斜齿轮传

动主共振频率增大，稳定性增加，载荷波动增加，主

共振幅值增大，稳定性变差。

4）外加载荷一定时，啮合刚度波动增加时，主共

振幅值有小幅减小，稳定性增加，但随激励频

率增加，斜齿轮传动主共振发生不稳定的可能性增

加，即使较小的啮合刚度波动也会触发主共振的不

稳定。
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