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摘要 本文概述作者承担的国家自然科学基金项目所获得的部分成果,特别是从源头出发系统地培育

强不定问题变分方法的特色方向, 并开启一些应用问题的研究, 包括 (1) 建立强不定问题的变分框架

的基本方法; (2)建立局部凸拓扑线性空间的形变理论,相应得到处理强不定问题的临界点定理; (3)首

次研究非自治稳态 Dirac 系统解的存在性, 特别是突破强不定困难获得其半经典解的存在性、集中现

象和指数衰减性; (4)首次得到非线性 (非自治、无界 Hamilton型)反应 -扩散系统整体解的存在性和

多重性, 特别是奇异扰动下其基态解的存在性、集中现象和衰减性; (5) 深入研究 Hamilton 系统的同

宿轨和 Schrödinger 方程的全局解; (6) 其他初始性工作, 如自旋流形上的 Dirac 方程的分歧现象.
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1 强不定问题的变分理论

在国家自然科学基金的资助下, 我们致力于培育强不定问题的变分方法这一特色研究方向, 该理

论的基础由两部分组成: 强不定问题的变分框架; 非距离拓扑空间的形变理论及相应的处理强不定问

题的临界点定理.

1.1 强不定问题的变分框架

我们所建立的强不定问题统一的变分框架已成为研究的基本方法. 原创点: 利用自共轭算子的绝

对值构造工作空间; 利用线性算子插值理论研究空间的嵌入性质, 利用算子的谱进行空间分解, 进而

给出非线性条件, 得到泛函的规范结构以适合应用临界点理论.

考虑形如

Au = N(u), u ∈ H (1.1)



丁彦恒: 强不定问题的变分方法

的半线性方程,其中H代表 Hilbert空间, A是 (无界)自共轭算子,其定义域D(A) ⊂ H, N : D(A) → H

是 (非线性) 梯度映射, 换言之, 存在函数 Ψ : D(A) ⊂ H → H 使得 N(u) = ∇Ψ(u). 形式上, (1.1) 的解

是泛函

Φ(u) =
1

2
(Au, u)H −Ψ(u) (1.2)

的临界点, 其中 (·, ·)H 记 H 的内积 (其对应的范数记作 ∥ · ∥H). 一般而言, 形式 (1.2)没有提供足够的

信息.注意 Φ仅定义于 H 的一个真子空间上,应用中很难对 Ψ给出可验证的条件以保证 (1.1)的解的

存在. 例如, 如何处理量子力学中的非线性 Dirac 系统、力学中的无穷维 Hamilton 系统、反应 - 扩散

系统?于是需要选择合适的工作空间 E (既不能 “太大”也不能 “太小”),在 E 上重新恰当地表示 Φ使

得它的临界点对应问题 (1.1) 的解, 且具有易于研究的表达形式. 这就是建立变分框架 (或变分原理).

我们对此的贡献是找到利用算子插值理论予以研究的方法, 系统地处理相关的问题. 这里介绍的

思路首先出现在文献 [1] (用以研究 1 阶 Hamilton 系统的同宿轨), 随后在文献 [2] 中得以完善.

以 σ(A)、σe(A) 和 σd(A) 分别记 A 的谱、本质谱和有限重特征值集合. 根据算子理论, Hilbert 空

间 H 具有正交分解:

H = H− ⊕H0 ⊕H+, u = u− + u0 + u+,

使得 A 在 H− 和 H+ 分别是负定和正定的, H0 是 A 的零空间. 以 {E(λ) : λ ∈ R} 记 A 的谱族,

U = I − E(0) − E(−0), |A| 记 A 的绝对值, |A|1/2 记 |A| 的平方根. 由定义知, U 与 |A| 可交换, 从而

与 |A|1/2 可交换. 取 E = D(|A|1/2), 并在 E 上引进内积

(u, v)E = (|A|1/2u, |A|1/2v)H + (u, v)H .

以 ∥ · ∥E 记 (·, ·)E 导出的范数, 则 E 有关于内积 (·, ·)H 和 (·, ·)E 都正交的分解:

E = E− ⊕ E0 ⊕ E+, u = u− + u0 + u+, (1.3)

其中 E± = E ∩H±, E0 = H0.

设 Ψ ∈ C1(E,R) 且 Ψ′(u) = N(u) (在应用中, 只要对非线性项作适当的假设, 就能满足这一要

求). 在 E 上定义泛函

Φ(u) =
1

2
(∥|A|1/2u+∥2H − ∥|A|1/2u−∥2H)−Ψ(u), ∀u = u− + u0 + u+ ∈ E, (1.4)

则 Φ ∈ C1(E,R). 进一步, 当 u ∈ D(A) 是 Φ 的临界点时, 它就是方程 (1.1) 的解. 事实上, 对任何

v ∈ E, 有

0 = (|A|1/2u+, |A|1/2v+)H − (|A|1/2u−, |A|1/2v−)H − (N(u), v)H

= (|A|(u+ − u−), v)H − (N(u), v)H

= (|A|Uu, v)H − (N(u), v)H

= (Au−N(u), v)H .

注 1 当 0 至多是 A 的有限重特征值时, 为更方便起见, 通常在 E 上定义下述等价内积:

(u, v) = (|A|1/2u, |A|1/2v)H + (u0, v0)H .

此时, 以 ∥ · ∥ 记由 (·, ·) 导出的范数, Φ 可表示为

Φ(u) =
1

2
(∥u+∥2 − ∥u−∥2)−Ψ(u). (1.5)
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注 2 在应用中建立变分框架时, 重要的是要利用算子插值理论得到 E 到有关空间中的嵌入性

质, 从而对非线性项做出合理的假设.

注 3 1973 年, 数学家 Ambrosetti 和 Rabinowitz [3] 发表了著名的 “Mountain-Pass” (山路) 定

理. 自此, 近代变分方法迅速发展. 特别是在 20 世纪 80 年代, 大批数学工作者置身于 Minimax 方

法、Lusternik-Schnireman 理论和 Morse 理论的研究 (参见文献 [3–8] 及其参考文献). 当时人们把大

量的精力投放在研究下述情形: σ(A) = σd(A) 且下方有界 (如有界区域上的椭圆边值问题); ∅ ̸= σ(A)

∩ (−∞, 0) ⊂ σd(A) 且 ∅ ≠ σ(A) ∩ (0,∞) ⊂ σd(A) (如一阶 Hamilton 系统的周期解和波方程的周期解).

一般而言, 对于这些情形, 利用分部积分或人们熟知的特征值和特征函数表示容易建立方程 (1.1) 对

应的 Lagrange 泛函 Φ. 20 世纪 90 年代以来, 人们越来越对强不定问题感兴趣 (参见文献 [9]).

定义 1 称问题 (1.1)是强不定的,如果 σ(A)∩(−∞, 0)和 σ(A)∩(0,∞)都是无限集. 称问题 (1.1)

是非常强不定的, 如果 σe(A) ∩ (−∞, 0) ̸= ∅ 且 σe(A) ∩ (0,∞) ̸= ∅.
显然, 如果 (1.1)是非常强不定的, 则其必是强不定的, 如后面将展开讨论的一阶 (非自治) Hamil-

ton 系统的同宿轨、非线性 Dirac 方程的稳定态和反应 - 扩散系统的同宿型解等, 都是非常强不定的.

变分框架 (1.3) 和 (1.4) 不仅可用以处理以前的问题, 重要的是可用以处理这里所指非常强不定问题.

1.2 局部凸拓扑线性空间中的形变理论

观察对于非常强不定泛函 (1.4),由于一方面 σe(A)∩ (−∞, 0) ̸= ∅且 σe(A)∩ (0,∞) ̸= ∅,从而导致
E± 都是无穷维的子空间;另一方面通常用以处理无界区域上的变分问题,而无界区域上的 Sobolev型

嵌入是非紧的, 因此, Φ 一般不具有紧性 (即常说的 Palais-Smale 条件 (简称 (PS) 条件)), 所以问题十

分复杂. 特别是不能应用 Leray-Schauder度以判别所谓的 “相交数”问题.下面主要介绍文献 [2,10,11]

在这方面相对系统的工作, 其原创点: 引入规度空间 (gage space, 非距离拓扑) 的 Lipschitz 正规性概

念, 建立 Lipschitz 单位分解; 建立局部凸拓扑线性空间上的常微分方程的 Cauchy 问题流的存在唯一

性这一基础性理论; 获得新的形变理论, 把无穷维水平集依弱拓扑局部形变到有限维空间中. 基于此,

我们得到了一系列新的 Minimax 方法, 发展了指标、畴数理论及其他几何拓扑方法. 非距离拓扑空间

的形变理论,特别是规度空间的 Lipschitz正规型概念等都是首次出现的, 具有基础及应用基础理论两

方面的重要价值.

1.2.1 形变理论

以往的形变理论通常依赖于距离拓扑, 有标准的关于常微分方程流的存在唯一性定理作为支撑,

参见文献 [5, 6, 8, 12, 13] (也可参见文献 [9] 的简述). 因弱拓扑是非距离的, 故须从源头出发建立定义

其上的 Cauchy 问题的流的存在唯一性理论. Banach 空间上的存在唯一性定理的建立需要标准的 (局

部) Lipschitz 连续的单位分解理论. 如何谈论非距离空间上的 Lipschitz 连续单位分解?

设 X 是一个集合, D 为 X 上的一族半距离, 称 (X,D) 为规度空间, 用 Td 记 d 导出的拓扑

(∀ d ∈ D), TD 记由所有 Td (d ∈ D) 生成的拓扑. 称 D 是饱和的, 如果当 d, d′ ∈ D 时, max{d, d′} ∈ D.

下面不妨假设 D 是饱和的.

定义 2 [10] 称从 X 到半距离空间 (M,dM ) 的映射 f 是 Lipschitz (连续) 的, 如果存在 d ∈ D 和

λ > 0 使得

dM (f(x), f(y)) 6 λd(x, y), ∀x, y ∈ X.

称 f 是局部 Lipschitz 的, 如果每个 x ∈ X 有邻域 Ux 使得 f |Ux 是 Lipschitz 的. 称规度空间 (X,D)
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和 (Y, E) 是等价的, 如果存在同胚映射 h : X → Y 使得 ∀ f : (Y, E) → (M,dM ) 成立: f 是 (局部)

Lipschitz 的当且仅当 f ◦ h 是 (局部) Lipschitz 的.

引理 1 [10] f : X →M 是局部 Lipschitz 的当且仅当 ∀x ∈ X, 存在 d ∈ D, ε > 0, λ > 0 使得

dM (f(y), f(z)) 6 λd(y, z), ∀ y, z ∈ Uε(x; d),

其中 Uε(x; d) 表示 x 的一个 Td 邻域.

定义 3 [10] 称规度空间 (X,D) 是 Lipschitz 正规的, 如果 X 是 Hausdorff 的, 且任给两个不相

交的闭集 A,B ⊂ X, 存在一个局部 Lipschitz 映射 f : X → [0, 1] 满足 f |A≡ 0 和 f |B ≡ 1.

Lipschitz 正规性概念的重要性主要表现在建立非距离拓扑空间的单位分解.

引理 2 [10] 假设 (X,D) 是 Lipschitz 正规的和仿紧的, 则对 X 的每个开覆盖 U 都有从属于它
的局部有限的单位分解 Π 使得每个 π ∈ Π 是局部 Lipschitz 映射.

引理 3 [10] 下述结论成立:

(i) 若 X 是 σ- 紧的 (即 X1 ⊂ X2 ⊂ · · · , Xn紧,
∪
nXn = X), 则 X 是 Lipschitz 正规的;

(ii) Lipschitz 正规空间的 Fσ- 子空间是 Lipschitz 正规的;

(iii) 若 X 是 σ- 紧的, Y 是仿紧且 Lipschitz 正规的, 则 X × Y 是 Lipschitz 正规的.

下面, 设 E 是一个实向量空间, P 是一族半范数 (从而 E 是局部凸拓扑线性空间, 显然是规度

空间), 记相应的拓扑为 TP. 考虑 E 的开子集 W , 设 {πj : j ∈ J} 是 W 的一个局部有限单位分解

(πj : E → [0, 1] 是一族 Lipschitz 映射), {wj : j ∈ J} ⊂ E. 令

f :W → E, f(u) =
∑
j∈J

πj(u)wj ,

直接验证可知, ∀u ∈W , 下述 Cauchy 问题:
d

dt
φ(t, u) = f(φ(t, u)),

φ(0, u) = u
(1.6)

具有唯一解 φ(·, u) : Iu = (T−(u), T+(u)) →W 定义于最大区间 Iu ⊂ R. 令

O := {(t, u) : u ∈W, t ∈ Iu} ⊂ R×W.

显然, φ : O →W 是 W 上的流.

定理 1 [10] 下述断言成立:

(i) O 是 R×W 的开子集;

(ii) φ 是局部 Lipschitz 的.

粗糙地讲, 上述理论的重要性在于, 这样的流把每一元素的某个 (弱) 开邻域映到有限维空间中.

为了临界点理论的需要, 进一步假设 E 上存在范数 ∥ · ∥ : E → R 使得 (E, ∥ · ∥) 是 Banach 空间.

∀ p ∈ P, 存在 u∗p ∈ E∗ 满足 p(u) = |u∗p(u)|. 于是 TP 包含在 E 的弱拓扑中. 显然, 若 f 映 (E,P) 入距

离空间 (M,d) 是 (局部) Lipschitz 的, 则 f : (E, ∥ · ∥) → (M,d) 也是 (局部) Lipschitz 的.

假设泛函 Φ : E → R 关于 ∥ · ∥ 是 C1 的. ∀ a, b ∈ R, 记 Φa := {u ∈ E : Φ(u) 6 a}, Φa := {u ∈ E :

Φ(u) > a}, Φba := Φa ∩ Φb. 在应用中, Φ 通常是 P- 上半连续的, 但不必是 P- 连续的.

定理 2 [10] 设 a < b, Φa 是 P- 闭的, Φ′ : (Φba, TP) → (E∗, Tw∗) 连续, 且

α := inf{∥Φ′(u)∥ : u ∈ Φba} > 0, (1.7)
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则存在形变 η : [0, 1]× Φb → Φb 满足:

(i) η 在 Φb 上关于 P- 拓扑和范数拓扑都连续;

(ii) ∀ t, 从 Φb 到 η(t,Φb) 上的映射 u 7→ η(t, u) 关于 P- 拓扑和范数拓扑都是同胚的;

(iii) η(0, u) = u, ∀u ∈ Φb;

(iv) η(t,Φc) ⊂ Φc, ∀ c ∈ [a, b], ∀ t ∈ [0, 1];

(v) η(1,Φb) ⊂ Φa;

(vi) 每个 u ∈ Φb 有 P- 邻域 U ⊂ Φb 使得集 {v − η(t, v) : v ∈ U, 0 6 t 6 1} 包含在 E 的有限维子

空间中;

(vii) 若有限群 G 等距作用于 E 使得 Φ 是 G- 不变的, 则 η 关于 u 是 G- 等变的.

回顾, 称 {un} ⊂ E 是 Φ 的 (PS)c- 序列 (c ∈ R), 如果 Φ(un) → c 和 Φ′(un) → 0; 称 Φ 满足

(PS)c- 条件, 如果任何 (PS)c- 序列都有收敛子序列. 称 {un} 是 Φ 的 (C)c- 序列, 如果 Φ(un) → c 且

(1+ ∥un∥)Φ′(un) → 0; 称 Φ满足 (C)c-条件,如果任何 (C)c-序列都有收敛子序列 (参见文献 [14]). 集

合 A ⊂ E 称为 (PS)c-吸引集,如果 ∀ ε, δ > 0, ∀ (PS)c-序列 {un},存在 n0 ∈ N使得 un ∈ Uε(A∩Φc+δc−δ),

∀n > n0. 类似地, 定义 (C)c- 吸引集, 如果这个性质对任何 (C)c- 序列成立. 任给 I ⊂ R, 称 A 是
(PS)I - 吸引集 (或 (C)I - 吸引集), 如果任给 c ∈ I, A 是 (PS)c- 吸引集 (或 (C)c- 吸引集). (PS)c- 吸引

集和 (C)c- 吸引集的概念参见文献 [2, 10,15].

定理 3 [10] 假设 c ∈ R 是 Φ 的正则值, 且存在 ε0 > 0 使得 Φc−ε 是 P- 闭的, ∀ 0 < ε 6 ε0,

Φ′ : (closP(Φc+ε0c−ε0), TP) → (E∗, Tw∗) 连续. 若 Φ 满足 (PS)c- 条件, 则存在 δ > 0 和形变 η : [0, 1]×Φc+δ

→ Φc+δ 满足定理 2 的断言 (i)–(vii), 其中 a := c− δ, b := c+ δ.

处理强不定问题时,我们遇到下面的情形: E = X⊕Y ,其中 X 和 Y 是 Banach空间,且 X 可分又

自反.设 S ⊂ X∗ 稠密, Q记 X 上的半范数 qs(x) := |⟨x, s⟩X,X∗ | (s ∈ S)作成的集合, D = {ds : s ∈ S}
记对应的 X ∼= X∗∗ 上的半距离. 以 P 记 E 上的所有下述形式的半范数作成的集合:

ps : E = X ⊕ Y → R, ps(x+ y) = qs(x) + ∥y∥, s ∈ S.

令 PX : E = X ⊕ Y → X 表到 X 的投影, PY := I − PX : E → Y 表到 Y 的投影.

定理 4 [10] 设 a < b, Φa 是 P- 闭的, Φ′ : (Φba, TP) → (E∗, Tw∗) 是连续的. 又设

α := inf{(1 + ∥u∥)∥Φ′(u)∥ : u ∈ Φba} > 0, (1.8)

并且

存在 γ > 0 使得 ∥u∥ < γ∥PY u∥, ∀u ∈ Φba, (1.9)

则存在形变 η : [0, 1]× Φb → Φb 满足定理 2 中的断言 (i)–(vii).

定理 5 [10] 设 c ∈ R 是 Φ 的正则值, 且存在 ε0 > 0 使得 Φc−ε 是 P- 闭的, ∀ 0 < ε 6 ε0,

Φ′ : (closP(Φc+ε0c−ε0), TP) → (E∗, Tw∗) 是连续的. 若 Φ 满足 (3.4) 和 (C)c- 条件, 则存在 δ > 0 和形变

η : [0, 1]× Φc+δ → Φc+δ 满足定理 2 的性质 (i)–(vii), 其中 a := c− δ, b := c+ δ.

当 (1.2) (或 (1.3)) 不满足时, 我们有下面的定理:

定理 6 [10] 设 a < b, I := [a, b], Φa 是 P- 闭的, Φ′ : (closP(Φba), TP) → (E∗, Tw∗) 是连续的, 且

Φ′(u) ̸= 0, ∀u ∈ closP(Φba), (1.10)

则有下述断言:
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(i) 若 Φ 有 (PS)I - 吸引集 A 使得 PXA ⊂ X 有界, 且

β := inf{∥PY u− PY v∥ : u, v ∈ A, PY u ̸= PY v} > 0, (1.11)

则存在形变 η : [0, 1]× Φb → Φb 满足定理 2(i) 和 2(iii)–2(vii);

(ii) 若 Φ 有 (C)I - 吸引集 A 使得 (1.6) 成立, PYA ⊂ Y 有界, (1.4) 成立, 则存在与 (i) 同样的 η.

当临界点出现时, 有下面的定理 (处理多重临界点存在性时用):

定理 7 [10] 设 a < b, I := [a, b], Φ : (Φba, TP) → R 上半连续, Φ′ : (Φba, TP) → (E∗,Tw∗) 连续.

(1) 若 Φ 有 (PS)I - 吸引集 A, 则 ∀ c ∈ (a, b), ∀σ > 0, 存在形变 η : [0, 1]× Φb → Φb 满足定理 2 中

的 (i)–(iv)、(vi) 和 (vii), 及

(viii) η(1,Φc+δ) ⊂ Φc−δ ∪ Uσ, η(1,Φc+δ \ Uσ) ⊂ Φc−δ, ∀ δ > 0 充分小 Uσ = X × Uσ(PYA).

(2) 若 Φ 有 (C)I - 吸引集 A 使得 PYA ⊂ Y 有界且 (1.4) 满足, 则 (1) 的断言成立.

1.2.2 几个临界点定理

基于新的形变理论,我们可建立一系列 (处理强不定问题)临界点定理,下面陈述其中常用的几个.

本节总假设 E = X ⊕ Y 是 Banach空间,其中 X 可分自反.以 ∥ · ∥记 X、Y 和 E 的范数. 取 S ⊂ X∗

为稠密子集, D = {ds : s ∈ S} 记 X ∼= X∗∗ 上对应的半范数族. 如前令 P 记 E 上的半范数族: ps ∈ P

当且仅当

ps : E = X ⊕ Y → R, ps(x+ y) = |s(x)|+ ∥y∥, s ∈ S.

我们的基本假设是

(Φ0) Φ ∈ C1(E,R); Φ : (E, TP) → R 上半连续 (换言之, Φa 是 P- 闭的, ∀ a ∈ R), 且 Φ′ : (Φa, TP)

→ (E∗, Tw∗) 连续, ∀ a ∈ R.
命题 1 [10] 如果 Φ ∈ C1(E,R) 有形式

Φ(u) =
1

2
(∥y∥2 − ∥x∥2)−Ψ(u), ∀u = x+ y ∈ E = X ⊕ Y,

且

(i) Ψ ∈ C1(E,R) 下有界;

(ii) Ψ : (E, Tw) → R 下半序列连续;

(iii) Ψ′ : (E, Tw) → (E∗, Tw∗) 序列连续;

(iv) ν : E → R, ν(u) = ∥u∥2, 是 C1 的, ν′ : (E, Tw) → (E∗, Tw∗) 序列连续,

则 Φ 满足 (Φ0).

下面, 对于局部凸拓扑线性空间 Z 的子集 A, 以 L(A) := span(A) 表示含 A 的最小线性子空间,

∂A 记 A 在 L(A) 中的边界. 对线性子空间 F ⊂ Z, 记 AF := A ∩ F . 令 I = [0, 1].

定义 4 [10] 任给 Q,S ⊂ Z 使得 S ∩ ∂Q = ∅, 称 Q 与 S 有限地环绕, 如果对任何与 S 相交的有

限维线性子空间 F ⊂ Z, 任何连续的 h : I ×QF → F +L(S), h(0, u) = u (任给 u), h(I × ∂QF )∩ S = ∅
的形变, 必有 h(t,QF ) ∩ S ̸= ∅, ∀ t ∈ I.

考虑 Φ : E → R. 若 Q ⊂ E 与 S ⊂ E 有限地环绕, 令

ΓQ,S := {h ∈ C(I ×Q,E) : h 满足 (h1)–(h5)},

其中
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(h1) h : I × (Q, TP) → (E, TP) 连续;

(h2) h(0, u) = u, ∀u ∈ Q;

(h3) Φ(h(t, u)) 6 Φ(u), ∀ t ∈ I, u ∈ Q;

(h4) h(I × ∂Q) ∩ S = ∅;
(h5) 每点 (t, u) ∈ I ×Q 有 P- 开邻域 W 使得集 {v − h(s, v) : (s, v) ∈W ∩ (I ×Q)} 包含于 E 的

有限维子空间中.

定理 8 [10] 假设 Φ满足 (Φ0), P可数; Q,S ⊂ E, Q是 P-紧的, Q与 S有限地环绕. 若 supΦ(∂Q)

6 inf Φ(S), 则存在 (PS)c- 序列, 其中

c := inf
h∈ΓQ,S

sup
u∈Q

Φ(h(1, u)) ∈ [inf Φ(S), supΦ(Q)].

若 c = inf Φ(S), 且对任何 δ > 0 集合 Sδ := {u ∈ E : dist∥ . ∥(u, S) 6 δ} 是 P- 闭的, 则存在 (PS)c- 序

列 (un)n 满足 un → S (关于范数).

早先 Kryszewski 和 Szulkin [16] 的广义环绕定理 (基于距离) 处理 Hilbert 空间 E 上的形如命

题 1 中的泛函 Φ, 并要求 inf Φ(S) > Φ(0) > supΦ(∂Q) (值分离). 定理 8 提供了更多的信息, 即当

c = inf Φ(S) 发生时, 仍然有 (PS)c- 序列趋于 S. 在应用中是重要的, 因当 c = Φ(0) 仍可得到非平凡

临界点.

类似地, 有限地环绕也产生 (C)c- 序列. 为此假设:

(Φ+) 存在 ζ > 0 使得 ∥u∥ < ζ∥PY u∥, ∀u ∈ Φ0.

定理 9 [10] 假设 Φ满足 (Φ0)和 (Φ+). 又设 Q和 S 有限地环绕且 Q是 P-紧的. 若 κ := inf Φ(S)

> 0, supΦ(∂Q) 6 κ, 则 Φ 有 (C)c- 序列满足 κ 6 c 6 supΦ(Q).

定理 10 [10] 考虑 Φ : E → R 如命题 1. 设 (Φ0) 满足, P 可数. 又设存在 R > r > 0 和 e ∈ Y ,

∥e∥ = 1, 使得对于 S := {u ∈ Y : ∥u∥ = r} 和 Q = {v + te ∈ E : v ∈ X, ∥v∥ < R, 0 < t < R}, 成立
inf Φ(S) > Φ(0) > supΦ(∂Q), 则存在 (PS)c- 序列

c := inf
h∈ΓQ,S

sup
u∈Q

Φ(h(1, u)) ∈ [inf Φ(S), supΦ(Q)].

如果 c = inf Φ(S), 则存在 (PS)c- 序列 (un)n 满足 un → S (关于范数).

定理 11 [10] 设 Φ满足 (Φ0)和 (Φ+),且存在 R > r > 0和 e ∈ Y , ∥e∥ = 1,使得对于 S := {u ∈ Y :

∥u∥ = r}和 Q = {v+ te ∈ E : v ∈ X, ∥v∥ < R, 0 < t < R},有 κ := inf Φ(S) > 0和 supΦ(∂Q) 6 κ,则 Φ

有 (C)c- 序列满足 κ 6 c 6 supΦ(Q).

为了研究泛函的多个临界点的存在性, 假设紧对称群 G 线性等距地作用于 X 和 Y , 从而 E = X

×Y , 使得 EG := {u ∈ E : gu = u,∀ g ∈ G} = {0}. 设
(Φ1) Φ 是 G- 不变的;

(Φ2) 存在 r > 0 使得 κ := inf Φ(SrY ) > Φ(0) = 0, 其中 SrY := {y ∈ Y : ∥y∥ = r};
(Φ3) 存在有限维 G- 不变子空间 Y0 ⊂ Y 和 R > r 使得 b := supΦ(E0) < ∞ 且 supΦ(E0 \ B0)

< inf Φ(BrY ), 其中 E0 := X × Y0, B0 := {u ∈ E0 : ∥u∥ 6 R}.
定理 12 [10] 假设 (Φ0) 和 (Φ1)–(Φ3) 成立, 且要么 P 可数而 Φ 满足 (PS)c- 条件, ∀ c ∈ [κ, b]; 要

么 (Φ+) 为真而 Φ 满足 (C)c- 条件, ∀ c ∈ [κ, b], 则 Φ 至少有 n := dimY0 条临界点 G- 轨道.

为得到更多的临界点, 可用下面的条件取代 (Φ3):
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(Φ4) 存在递增的有限维 G- 不变子空间序列 Yn ⊂ Y 和数列 Rn > r 使得 supΦ(X × Yn) < ∞ 和
supΦ(X × Yn \ Bn) < β := inf Φ({u ∈ Y : ∥u∥ 6 r}), 其中 r > 0 源于 (Φ2), Bn := {u ∈ X × Yn : ∥u∥
6 Rn}.
此外需要下面的紧性条件:

(ΦI) 下述之一成立:

(i) P 可数, Φ 满足 (PS)c- 条件, ∀ c ∈ I;

(ii) P 可数, Φ 有 (PS)I - 吸引集 A, PXA ⊂ X \ {0} 有界, 满足 (1.6);

(iii) (Φ+) 成立, Φ 有 (C)I - 吸引集 A, PYA ⊂ Y \ {0} 有界, 满足 (1.6).

定理 13 [10] 若 Φ 满足 (Φ0)、(Φ2)、(Φ4) 和 (ΦI) (任给紧区间 I ⊂ (0,∞)), 则 Φ 具有无界的临

界值序列.

最后陈述一个抽象定理,它有效应用于处理半经典 (或奇异摄动)问题.下面令 G表 Lie群, E = X

⊕Y 是 G-Hilbert 空间, 其内积为 (·, ·). 设
(i) {Aε}ε>0 ⊂ L(E) 是 G- 等变的自伴算子族;

(ii) {Ψε}ε>0 ⊂ C2(E,R) 是 G- 不变泛函族, ψε = ∇Ψε : E → E.

考察

Φε : E → R, Φε(z) :=
1

2
(∥x∥2 − ∥y∥2) + 1

2
(Aεz, z)−Ψε(z), ∀ z = x+ y.

设 A0 ∈ L(E) 是一个 G- 等变自伴算子且 Ψ0 为 G- 不变的 C2 泛函, 记 ψ0 := ∇Ψ0 : E → E, 则作为

奇异极限泛函,

Φ0 : E → R, Φ0(z) :=
1

2
(∥x∥2 − ∥y∥2) + 1

2
(A0z, z)−Ψ0(z).

取 E = [0, 1], 我们关心这样的泛函族 {Φε}ε∈E := {Φ0} ∪ {Φε}ε∈(0,1]:

(A1) 存在 θ ∈ (0, 1) 使得 supε∈(0,1] ∥Aε∥ 6 θ.

(A2) 在 L(E) 中, 当 ε→ 0 时, Aε → A0.

(N1) 对每个 ε ∈ E , Ψε 是非负凸泛函, 且 ψε : Ew → Ew 序列连续.

(N2) 对任意的 z ∈ E, 在 E 中, 当 ε→ 0 时, 有 ψε(z) → ψ0(z).

(N3) 存在函数 κ ∈ C(R+,R+) (R+ = [0,∞)), 与 ε 选取无关, 使得对所有的 z, v, w ∈ E 和 ε ∈ E
都有

|Ψ′′
ε (z)[v, w]| 6 κ(∥z∥) · ∥v∥ · ∥w∥.

(N4) 对所有的 ε ∈ E 和 z ∈ E \ {0}, 有 Ψ̂ε(z) :=
1
2Ψ

′
ε(z)z −Ψε(z) > 0, 并且 Ψ̂ε : Ew → R 是序列

下半连续的.

(N5) 对任意的 ε ∈ E , 任取 z ∈ E \ {0} 和 w ∈ E, 都成立

(Ψ′′
ε (z)[z, z]−Ψ′

ε(z)z) + 2(Ψ′′
ε (z)[z, w]−Ψ′

ε(z)w) + Ψ′′
ε (z)[w,w] > 0.

下面, 称一个 G- 不变泛函 Φ ∈ C1(E,R) 满足 G- 弱 (C)c- 条件, 如果对任意 (C)c- 序列 {zn} 都
存在相应的 {gn} ⊂ G 使得 {gnzn} 在子列意义下弱收敛并且弱极限在 E \ {0} 中.

定理 14 [17] 设泛函族 {Φε}ε∈E 满足 (A1)、(A2) 和 (N1)–(N5), 并且

(I1)存在 ρ, τ > 0,与 ε ∈ E 无关,使得 Φε |BX
ρ
> 0并且 Φε |SX

ρ
> τ ,其中 BX

ρ := Bρ ∩X = {z ∈ X :

∥z∥ 6 ρ}, SX
ρ := ∂BX

ρ = {z ∈ X : ∥z∥ = ρ};
(I2) 对任意的 e ∈ X \ {0}, 记 Ee = R+e⊕ Y , 则 supz∈Ee

Φ0(z) = +∞ 或 Φ0(z) → −∞, 当 z ∈ Ee

且 ∥z∥ → ∞ 时 (其中 R+ = [0,∞)).
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若对任意的 c ∈ R \ {0} 和 ε ̸= 0, Φε 还满足 G- 弱 (C)c- 条件, 且

c0 = inf
e∈X

sup
z∈Ee

Φ0(z) < +∞

是 Φ0 的临界值, 则

(1) 对任意小的 ε, Φε 都有一个临界值

cε = inf
e∈X

sup
z∈Ee

Φε(z);

(2) cε 是 Φε 的极小能量, 并且当 ε→ 0 时, cε 6 c0 + o(1).

2 非线性 Dirac 系统

我们发展的前述变分理论相当成功地应用于研究非线性 Dirac 方程. 因为 Dirac 算子具有上方和

下方均无界的本质谱, 是典型的强不定问题, 在变分学中 “具有挑战性”. 我们的工作主要围绕两个方

面: 开启了对非自治非线性 Dirac 系统的稳定态的存在性和多重性研究; 突破了强不定的困难建立起

半经典稳定态的存在性和集中现象.

粒子物理学中出现的 Dirac 方程是由英国物理学家 Dirac 提出的一种相对论下的复向量方程, 其

中 R× R3 上自由的 (即无外力场) Dirac 方程:

−i~∂tψ = ic~
3∑
k=1

αk∂kψ −mc2βψ, ψ : R× R3 → C4,

已经被公认为是用于描述带有质量的相对论电子的基本模型. 方程中的 c是光速, ~是 Planck常数, m

是带电粒子的质量, α1、α2、α3 和 β 是 4× 4 的 Pauli 矩阵:

β =

(
I 0

0 − I

)
, αk =

(
0 σk
σk 0

)
, k = 1, 2, 3,

此处,

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 − i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 − 1

)
.

这个自由模型很好地给出了自然界许多真实粒子的近似描述. 为了更进一步地刻画真实的粒子运动,

我们就必须引入 (新的) 非线性项. 一般来讲, 在非线性外力场下 Dirac 方程可表为

−i~∂tψ = ic~
3∑
k=1

αk∂kψ −mc2βψ −N(x)ψ +∇ψF (x, ψ). (2.1)

此方程中出现的函数 N(x) (对称矩阵值函数) 和 ∇ψF (x, ψ) 来自于非线性粒子物理中的数学模型, 主

要用于逼近刻画真实的外力场. 其中非线性耦合项 ∇ψF (x, ψ) 刻画了量子电动力学中的自耦合作用,

给出了一个与真实粒子非常接近的描述. 关于非线性项 F 的例子可以在标量自耦合作用理论中找到,

它既可以是多项式型的, 也可以是非多项式型的函数 (这里就包括了 |ψ|λ 和 sin |ψ| 等特殊情形). 大

量的非线性函数已经被公认为是统一场论中合理的基本数学模型.

对于 Dirac 方程的研究, 从变分学的角度讲, 人们关心形如 ψ(t, x) = exp(iξt/~)u(x) 的稳态解 (也

可称为驻波解). 于是在研究稳定态问题中, 一个自然的假设是

∇ψF (x, e
iξϕ) = eiξ∇ψF (x, ϕ)
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对所有的 ξ ∈ R 和 ϕ ∈ C4 成立. 在此条件下, 稳态解 ψ 满足方程 (2.1) 当且仅当函数 u 满足方程

−ic~
3∑
k=1

αk∂ku+mc2βu+ (N(x) + ξ)u = ∇ψF (x, u). (2.2)

整理并令 α = (α1, α2, α3),

α · ∇ =

3∑
k=1

αk∂k,

我们就得到了如下的 (一般型) 稳态 Dirac 方程 (a > 0, M(x) 是对称矩阵值函数):

−iα · ∇u+ aβu+M(x)u = Gu(x, u) (2.3)

或

−i~α · ∇u+ aβu+M(x)u = Gu(x, u). (2.4)

2.1 稳态解的存在性和多重性

稳态 Dirac 方程吸引着众多学者的关注. 文献中较早研究非线性 Dirac 方程 (2.3) 的工作只是自

治系统, 即 M = ω 是常数, G(x, u) = G(u) 不依赖于空间变量 x. Balabane 等 (参见文献 [18] 的评述

及其参考文献) 研究了所谓 Soler 模型, 即 G 满足

G(φ) =
1

2
F (βφ · φ), F ∈ C1(R,R), 其中 βφ · φ := (βφ, φ). (2.5)

与此对应的 (2.3) 等价于一个常微分方程组, 于是, 在适当的关于 F (t) 的条件下, 他们用 “打靶” 方

法得到了解的存在性 (多重性). 在假设了 M(x) ≡ ω ∈ (−a, 0) 后, Esteban 和 Séré [18] 率先用变分法

研究了 Soler 模型和一些更一般的非线性模型并得到解的存在性. 需强调的是, 文献 [18] 的变分公式

依赖于常系数微分算子的 Fourier 分析, 不适合研究非自治系统. 而量子理论着实关注非自治系统 (如

Coulomb 位势), 为推动变分研究量子力学的数学理论, 势必要建立一般的非自治非线性 Dirac 系统的

变分框架. 我们建立的强不定问题的变分理论正是适应了这一要求.

令

A := −iα · ∇+ aβ +M, Ψ(u) =

∫
R3

G(x, u)dx,

则 (2.3)呈 (1.1)的形式. 此时 σ(A)既无上界又无下界,一般而言, σe(A)∩ (−∞, 0) ̸= ∅, σe(A)∩ (0,∞)

̸= ∅. 这表明 (2.3) 是非常强不定的. 继续前面的记号: 令空间 E = E− ⊕ E0 ⊕ E+ 由 (1.3) 定义, 泛函

Φ(u) 由 (1.5) 给出.

命题 2 下述结论为真:

(1) σ(A) = σc(A) = R \ (−a+ ω, a+ ω), 如果

(V1) M(x) ≡ ω.

(2) σ(A) = σc(A) 是一列两两无交的闭区间的并, 如果

(V2) M(x) 关于 xj 是 Tj > 0 周期的, j = 1, 2, 3.

(3) σ(A) = {±µj : j = 0, 1, . . .}, 每个 µj 是有限重特征值, limj→∞ µj = ∞, 如果

(V3) ∀ b > 0, Bb := {x :M(x) 6 b} 的测度有限.

命题 3 E 连续地嵌入 Lq, ∀ q ∈ [2, 3], 紧地嵌入 Lqloc,∀ q ∈ [1, 3).
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2.1.1 周期外力场

文献 [19] 研究了周期外力场下方程 (2.3) 稳定态的存在性和多重性. 该文献的要紧处在于开启了

用变分法对非线性非自治 Dirac 系统的研究. 精确地, 假设

(V1) M(x) 是连续的 4× 4 矩阵值函数, 且关于 xj 是 Tj > 0 周期的, j = 1, 2, 3.

(G0) G(x, u) 关于 xj 是 Tj > 0 周期的, j = 1, 2, 3.

命题 4 [19] 在条件 (V1) 下, σ(A) = σc(A) 是一列两两无交的闭区间的并. E 连续地嵌入 Lq,∀ q
∈ [2, 3], 紧地嵌入 Lqloc,∀ q ∈ [1, 3). 此外, ∀ q ∈ [2, 3], 存在 γq > 0 使得

γq|u±|q 6 ∥u∥, (2.6)

这里 (及以后) 用 | · |q 表示通常的 Lq 范数.

记 Ĝ(x, u) := 1
2Gu(x, u) · u−G(x, u). 首先考虑如下超二次、次临界非线性:

Gu(x, u) = o(|u|) (u→ 0) 关于 x 一致,

G(x, u)|u|−2 → ∞ (|u| → ∞) 关于 x 一致,

Ĝ(x, u) > 0, ∀u ̸= 0, ∃σ > 3, r, c1 > 0 使得 |Gu(x, u)|σ 6 c1Ĝ(x, u)|u|σ, ∀ |u| > r.

(2.7)

定理 15 [19] 假设 (V0)、(G0)、0 ̸∈ σ(A) 和 G(x, u) 满足 (2.7), 则 (2.3) 至少有 1 个非平凡解

u ∈
∩
τ>2W

1,τ (R3,C4). 如果 G 关于 u 还是偶的, 则 (2.3) 有无穷多个 (几何上不同的) 解

u ∈
∩
τ>2

W 1,τ (R3,C4).

注 4 在 (V1) 条件下, 0 ̸∈ σ(A) 意味着 0 在 σ(A) 的谱隙 (gap) 中. 典型的例子, 如 M(x) ≡ µ

∈ (−a, a) 或 M(x) = βV (x), V : R3 → R 等.

其次, 考虑如下渐近二次非线性:
Gu(x, u) = o(|u|) (u→ 0) 关于 x 一致,

∃ b ∈ C1(R3,R), inf b(R3)>supM(R3)+a 使得 G(x, u)|u|−2→∞ (|u| → ∞) 关于 x 一致,

Ĝ(x, u) > 0, ∀u ̸= 0, Ĝ(x, u) → ∞ (|u| → ∞) 关于 x 一致.

(2.8)

定理 16 [19] 假设 (V0)、(G0)、0 ̸∈ σ(A) 和 G(x, u) 满足 (2.8), 则 (2.3) 至少有 1 个非平凡解

u ∈
∩
τ>2W

1,τ (R3, 4). 若 G 关于 u 还是偶的, 则 (2.3) 有无穷多个 (几何上不同的) 解

u ∈
∩
τ>2

W 1,τ (R3,C4).

注 5 对于渐近二次问题通常只能证明有限多个解的存在性. 这个结果的十分有趣之处在于我

们首次发现可得到无穷多个解 (参见文献 [20] 关于 Hamilton 系统的类似结果).

注 6 顺便指出, 当 V (x) 和 G(x, u) 周期地依赖于 x ∈ R3, 即 (V0) 和 (G0) 成立时, 人们自然关

心 (2.3) 是否具有周期解. 应用强不定问题的变分方法, 文献 [21, 22] 建立了 Dirac 方程周期解的变分

框架, 并对凹凸非线性和渐近线性等系统得到周期解的存在性和多解性.
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2.1.2 非周期外力场

关于全空间上的方程或系统的同宿型解, 由于无界区域上的 Sobolev 嵌入一般而言是非紧的, 为

了得到 (PS) 条件, 之前人们考虑的非线性 (及线性位势) 通常要求满足周期性假设. 文献 [23] 首开研

究并得到了部分结果, 引起多人推广 (参见文献 [24] 关于一阶 Hamilton 系统的类似工作).

首先, 一个很有趣的工作是关于所谓强制位势的非线性系统. 假设

(V2) M(x) = V (x)β, V ∈ C1(R3,R), ∀ b > 0, 集合 Vb := {x;V (x) 6 b} 的测度有限.

我们建立了下述基础性嵌入结果:

命题 5 [15] 在条件 (V2) 下, σ(A) = σd(A) = {±µj : j ∈ N}, limj→∞ µj = ∞, E 连续地嵌入 Lq,

∀ q ∈ [2, 3], 紧地嵌入 Lq,∀ q ∈ [1, 3).

由此结果, 我们得到下面的定理:

定理 17 [15] 设 (V2)成立, G(x, u)满足 (2.7),则 (2.3)至少有 1个非平凡解 u∈
∩
τ>2W

1,τ (R3,C4).

如果 G 关于 u 还是偶的, 则 (2.3) 有无穷多个 (几何上不同的) 解 u ∈
∩
τ>2W

1,τ (R3,C4).

其次, 考虑位势非强制的情形. 假设 (渐近二次情形)

G(x, u) > 0, Gu(x, u) = o(|u|) (u→ 0) 关于 x 一致,

∃对称 Q ∈ C(R3,R4×4)使得 Gu(x, u)−Q(x)u = o(|u|) (|u| → ∞) 关于 x 一致,

或 0 ̸∈ σ(A−Q), 或 Ĝ(x, u) > 0, 且 ∃ δ0, ν0 > 0使得 Ĝ(x, u) > δ0, ∀ |u| > δ0,

q0 := inf Qmin(x) > inf σ(A) ∩ (0,∞).

(2.9)

令

q∞ := lim sup
|x|→∞

(
sup
u

|Gu(x, u)|
|u|

)
.

定理 18 [23] 考虑 Coulomb 型位势:

(M1) M(x) 在 R3 \ {0} 上连续, 且 0 >M(x) > − κ
|x| , 其中 κ <

√
3
2 .

假设 (2.9) 成立, q∞ < a, 则 (2.3) 至少有 1 个非平凡解. 如果 G(x, u) 关于 u 还是偶的, 则 (2.3) 至少

有 ℓ := #{(0, q0) ∩ σ(A)} 个非平凡解.

定理 19 [23] 考虑如下位势:

(M2) M(x) 连续且有界, 且 ∃ b > 0 使得 Ωb := {x : βM(x) < b} 的测度有限 |Ωb|.
记 bmax := sup{b : |Ωb| < ∞}. 假设 (2.9) 成立, q∞ < a + bmax, 则 (2.3) 至少有 1 个非平凡解. 如果

G(x, u) 关于 u 还是偶的, 则 (2.3) 至少有 ℓ := #{(0, q0) ∩ σ(A)} 个非平凡解.

注 7 (1) 关于 Coulomb 型位势, 众所周知, σd(A) ∩ (0, a) ̸= ∅.
(2) 对非周期情形, 我们还有关于超二次非线性的存在性和多重性结果 (参见文献 [25]).

2.2 半经典解的存在性、集中性和指数衰减性

所谓奇异扰动,是指在微分方程 (或方程组)中的最高阶导数项前带有一个小参数 (趋于零). 奇异

扰动问题出自于数学和物理等不同的领域,问题中出现的小参数往往刻画了动力学作用之间的标量倍

数. 这类扰动问题, 区别于正则扰动 (regular perturbation), 将不能通过简单地逼近来刻画或是研究参

数消失的过程.

在量子力学中,一个很自然的奇异扰动问题就是动力学方程的半经典问题.所谓半经典问题,其物

理解释就是对应原理 (correspondence principle), 即当 Planck 常数 ~ 趋于零时所有量子力学的规律将
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回归于经典力学. 作为对应原理的重要体现, 量子理论中的两大动力学方程 (Schrödinger 和 Dirac) 的

解在随着 ~ 消失的过程中的渐进行为尤其值得关注. 所谓的集中现象是指, 在预先给定的集中集合以

外, 动力学方程的解随着参数的消失而一致衰减到零. 在这样的定义下, 从数学上来讲, 寻找并刻画集

中集合成为最本质的问题.

早先对于带小参数的变分问题,学者们主要关注非线性 Schrödinger方程的半经典解,获得了丰富

的成果. 而对于非线性 Dirac 方程的相关问题的研究, 因为其研究比前者困难得多, 直到 2010 年才由

我们突破强不定性引起的极大障碍得到了第一个结果 (参见文献 [26]), 引发了一系列后续研究.

2.2.1 Dirac 系统

记 ε = ~, 利用伸缩变换 x 7→ εx, (2.4) 等价于

−iα · ∇u+ aβu+Mε(x)u = Gu(εx, u), (2.10)

其中 Mε(x) =M(εx). 为了反映 M 的性质,取 A0 = −iα ·∇+aβ. 注意到 σ(A) = σc(A0) = R\ (−a, a),
因此, L2 将有如下的正交分解:

L2 = L+ ⊕ L−, u = u+ + u− (2.11)

使得 A0 在 L+ 和 L− 上分别是正定的和负定的. 取 E := D(|A0|1/2) = H1/2(R3,C4), 并赋予内积

(u, v) = ℜ(|A0|1/2u, |A0|1/2v)2,

以及诱导范数 ∥u∥ = (u, u)1/2. 我们可以得到对所有 u ∈ E, 有 a|u|22 6 ∥u∥2. 注意到如此定义的范数
与一般的 H1/2- 范数等价, 所以, E 连续地嵌入到 Lq 当 q ∈ [2, 3] 时, 并且紧嵌入到 Lqloc 当 q ∈ [1, 3)

时. 我们研究下述形式的泛函:

Φε(u) =
1

2
(∥u+∥2 − ∥u−∥2) +

∫
R3

Mε(x)u · ū−
∫
R3

G(εx, u). (2.12)

(1) 集中于非线性位势的最大点集. 文献 [26] 研究了

−iεα · ∇w + aβw =W (x)g(|w|)w. (2.13)

假设

(W) inf W > 0, lim sup|x|→∞W (x) < max W .

记

κ = maxW, W = {x :W (x) = κ}, κ∞ = lim sup
|x|→∞

W (x).

利用 “山路型” 导出、与极限方程的联系、极限方程的性质等, 我们得到下面的定理:

定理 20 [26] 假设 (W) 成立, κ∞ < κ, 且 g(|w|) ∼ |w|p−2, p ∈ (2, 3), 则

(i) ∀ ε > 0 充分小, (2.13) 至少有 1 个最小能量解 wε ∈
∩
s>2W

1,s.

(ii) ∃ |wε| 的最大值点 xε, dist(xε,W ) → 0 (ε→ 0), 使得 ∀xε → x0, 序列 uε(x) := wε(εx+ xε) 一

致收敛于下述极限方程的最小能量解:

−iα · ∇u+ aβu = κg(|u|)u.

(iii) |wε(x)| 6 C exp(− c
ε |x− xε|).
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注 8 文献 [26] 的要紧之处在于它表明, 对于诸如 Dirac 方程这类问题, 人们亦能够建立最小能

量解的存在性和集中性等, 它的证明技巧可用以研究广泛的强不定问题.

(2) 竞争型位势. 文献 [27,28] 考虑了同时具有线性和非线性位势的情形:

−iεα · ∇w + aβw + V (x)w =W (x)g(|w|)w. (2.14)

令 G(|w|) :=
∫ |w|
0

g(s)sds,

τ := minV, V := {x ∈ R3 : V (x) = τ}, τ∞ := lim inf
|x|→∞

V (x),

κ := maxW, W := {x ∈ R3 :W (x) = π}, κ∞ := lim sup
|x|→∞

W (x).

假设

(P0) V,W ∈ C1(R3,R), max |V | < a, infW > 0;

(P1) τ < τ∞, ∃xv ∈ V 使得 W (xv) >W (x), ∀ |x| > R, 某充分大的 R > 0;

(P2) κ > κ∞, ∃xw ∈ W 使得 V (xw) 6 V (x), ∀ |x| > R, 某充分大的 R > 0;

(g1) g(0) = 0, g ∈ C1(0,∞), g′(s) > 0, ∀ s > 0, ∃ p ∈ (2, 3), c1 > 0使得 g(s) 6 c1(1+ s
p−2), ∀ s > 0;

(g2) ∃ θ > 2 使得 0 < θG(|w|) 6 g(|w|)|w|2, ∀w ̸= 0.

不失一般性, 设 W (xv) = maxx∈V W (x), V (xw) = minx∈W V (x), 并令

Av := {x ∈ V :W (x) =W (xv)} ∪ {x /∈ V : W (x) > W (xv)},

Aw := {x ∈ W : V (x) = V (xw)} ∪ {x /∈ W : V (x) < V (xw)}.

定理 21 [27] 假设 (g1)、(g2) 和 (P0) 成立.

(A) 设 (P1) 成立, 则 ∀ ε > 0 充分小, (2.14) 具有最小能量解 wε ∈
∩
s>2W

1,s 满足:

(a1) 存在 |wε| 的最大点 xε 和 c, C > 0 使得 limε→0 dist(xε,Av) = 0, 且

|wε(x)| 6 C exp

(
− c

ε
|x− xε|

)
.

(a2) 记 vε(x) := wε(εx+ xε), ∀xε → x0 (ε→ 0), vε 在 H1 中收敛于极限方程的最小能量解

−iα · ∇v + aβv + V (x0)v =W (x0)g(|v|)v. (2.15)

特别地, 若 V ∩ W ̸= ∅, 则 limε→0 dist(xε,V ∩ W ) = 0, 且 (2.15) 变为

−iα · ∇v + aβv + τv = κg(|v|)v.

(B) 设 (P2) 成立, 则以 Aw 取代 Av 后, (A) 的所有断言成立.

(3) 具有磁场的方程. 文献 [29] 研究了带磁场 A⃗(x) 的 Dirac 方程

α · (−iε · ∇+ A⃗(x))w + aβw +M(x)w = g(|w|)w,

得到了半经典解的存在性、集中性和指数衰减性.

(4) 临界非线性. 文献 [30] 就下述临界非线性情形:

−iεα · ∇w + aβw + V (x)w =W1(x)g(|w|)w +W2(x)|w|w
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得到了半经典解的存在性、集中性和指数衰减性.

注 9 前面的文献 [23, 27,29] 都需要 M 满足所谓 “全局” 性条件, 如对 M(x) = V (x)I4,

lim inf
|x|→∞

V (x) > inf
x∈Rn

V (x) > 0. (2.16)

一个自然的问题就是,集中集合能否出现在别的地方,或者说位势函数 V (x)是否可以摆脱全局性条件

(2.16)? 文献 [31] 回答了此问题, 证明了必然存在一个单峰解, 且随着 ~ 的消失该正解将集中于 V (x)

在 Λ 内的最小值处.

(5) 局部最小条件. 文献 [31] 研究了

−iεα · ∇w + aβw + V (x)w = g(|w|)w. (2.17)

假设

(V0) ∃ 有界开集 Ω ⊂ R3 使得 −a < c := minΩ V < min∂Ω V.

(g1) g(0) = 0, g ∈ C1(0,∞), g′(s) > 0.

(g2) s 7→ g(s) + g′(s)s 在区间 [0,∞) 上单增.

此外, g 可以是超二次的或渐近二次的:

(g3) 超二次.

(i) ∃ p ∈ (2, 3) 使得 g(s) 6 c1(1 + sp−2), ∀ s ̸= 0;

(ii) ∃ θ > 2 使得 0 < G(s) 6 1
θg(s)s

2.

(g′3) 渐近二次.

(i) ∃ b > 1 + sup |V | 使得 g(s) → b (s→ ∞);

(ii) Ĝ(s) := 1
2g(s)s

2 −G(s) > 0, ∀ s > 0, Ĝ(s) → +∞ (s→ ∞).

定理 22 [31] 假设 (V0)、(g1) 和 (g2) 成立. 此外, (g3) 或 (g′3) 成立, 则

(i) ∀ ε > 0 充分小, (2.17) 有最小能量解 wε ∈
∩
s>2W

1,s;

(ii) |wε| 有最大点 xε ∈ Ω, limε→0 V (xε) = c, 且 |wε(x)| 6 C exp (− c
ε |x− xε|);

(iii) 令 vε(x) = wε(εx+ xε), 则当 ε→ 0 时, vε 在 H1 中收敛于极限问题的最小能量解

−iα · ∇v + aβv + cv = g(|v|)v.

2.2.2 Maxwell-Dirac 系统和 Klein-Gordon-Dirac 系统

Dirac 方程作为描述相对论电子的基本模型, 对于真实粒子的运动描述依然存在一定的误差. 所

谓的这些误差, 其来源就是粒子运动所产生的电磁效应对其自身的影响以及周围粒子的相互耦合作

用. 为了将这样的误差考虑在内, 我们将面对如下形式的复杂方程组: Maxwell-Dirac 系统和 Klein-

Gordon-Dirac 系统.

Maxwell-Dirac 系统
i~∂tψ + α · (ic~∇+ qA)ψ − qϕψ −mc2βψ = ∇ψF (x, ψ),

∂tϕ+ c
3∑
k=1

∂kAk = 0, ∂2t ϕ−∆ϕ =
4π

c
q|ψ|2,

∂2tAk −∆Ak =
4π

c
q(αkψ) · ψ̄, k = 1, 2, 3,
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其中 q 代表粒子所带电量, 向量函数 A = (A1, A2, A3) : R × R3 → R3 表示变化的磁场分布, ϕ :

R×R3 → R表示变化的电场分布. A和 ϕ遵循电动力学中的 Maxwell方程组,真实地刻画出带电粒子

高速运动下产生的电磁效应. 为简单计, 考虑形如 Fu(x, u) = P (x)g(|u|)u 的非线性, 记 ε = ~, a = mc,

其稳态方程可表为α · (iε∇+Q(x)A(x))w − aβw − ωw −Q(x)A0w = P (x)g(|w|)w,

−∆Ak = 4πQ(x)(αkw)w̄, k = 0, 1, 2, 3,
(2.18)

其中记 A0 = ϕ, ω ∈ R, Q := q/c, α0 := I, 这里 Q(x) 和 P (x) 均作为有界的非负连续函数出现, Q(x)

将表示变化的电量分布出现在方程中, 其包含了恒等于常数的特殊情形. 作为非线性耦合项出现的 g,

记 G(s) :=
∫ s
0
g(t)t dt, 并假设

(N) 存在常数 p ∈ (2, 3), c1 > 0 使得 |g(s)| 6 c1(1 + |s|p−2).

利用伸缩变换 u(x) = w(εx), 不难得到 (2.18) 的等价问题α · (i∇+Qε(x)Aε(x))u− aβu− ωu−Qε(x)Aε,0u = Pε(x)g(|u|)u,

−∆Aε,k = ε24πQε(x)Jk, k = 0, 1, 2, 3,
(2.19)

其中 Qε(x) = Q(εx), Pε(x) = P (εx), Aε(x) = A(εx), Aε,k(x) = Ak(εx),

Jk = (αku)ū, k = 0, 1, 2, 3.

取 H0 = iα · ∇ − aβ. 注意到 σ(H0) = σc(H0) = R \ (−a, a), 因此, L2 将有如下的正交分解:

L2 = L+ ⊕ L−, u = u+ + u− (2.20)

使得 H0 在 L+ 和 L− 上分别是正定的和负定的. 取 E := D(|H0|1/2) = H1/2(R3,C4), 并赋予内积

⟨u, v⟩ = ℜ(|H0|1/2u, |H0|1/2v)2,

以及诱导范数 ∥u∥ = ⟨u, u⟩1/2. 我们可以得到对所有 u ∈ E, 有

a|u|22 6 ∥u∥2.

注意到如此定义的范数与一般的 H1/2- 范数等价, 所以, E 连续地嵌入到 Lq, 当 q ∈ [2, 3] 时, 并且紧

嵌入到 Lqloc, 当 q ∈ [1, 3) 时.

令 D1,2 表示 C∞
c (R3,R) 在范数

∥u∥2D1,2 :=

∫
R3

|∇u|2

之下的完备化. 以 Akε,u ∈ D1,2 (k = 0, 1, 2, 3) 记 Poisson 方程 −∆Akε,u = ε24πQε(x)Jk 的唯一解. 将

Akε,u (k = 0, 1, 2, 3) 的表达式代入 (2.24) 后, 我们得到

H0u− ωu−Qε(x)A
0
ε,uu+

3∑
k=1

Qε(x)αkA
k
ε,uu = Pε(x)g(|u|)u. (2.21)
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在如此的准备工作下, 在 E 上, 定义 (2.21) 的能量泛函

Φε(u) =
1

2
(∥u+∥2 − ∥u−∥2 − ω|u|22)− Γε(u)−Ψε(u),

此处, u = u+ + u−,

Γε(u) =
1

4

∫
R3

Qε(x)A
0
ε,u(x)J0 dx− 1

4

3∑
k=1

∫
R3

Qε(x)A
k
ε,uJk dx,

以及

Ψε(u) =

∫
R3

Pε(x)G(|u|) dx,

则 Φε(u) 的临界点对应 (2.18) 的解.

假设

(Q0) Q ∈ C0,1(R3), Q(x) > 0, a.e.;

(P0) P ∈ C0,1(R3), inf P > 0, lim sup|x|→∞ P (x) < maxP (x).

令 m = maxP ,

P := {x ∈ R3 : P (x) = m}.

定理 23 [32] 假设 ω ∈ (−a, a), (Q0)、(P0) 和 (g1)–(g3) 成立, 则

(1) ∀ ε > 0 充分小, (2.18) 至少有一个最小能量解 wε ∈
∩
q>2W

1,q;

(2) |wε| 有最大点 xε, dist(xε,P) → 0 使得 ∃ C, c > 0 满足 |wε(x)| 6 C exp (− c
ε |x− xε|);

(3) 令 uε(x) := wε(εx+ xε), 则 ∀xε → x̄, uε 一致收敛于下述问题的最小能量解:

iα · ∇u− aβu− ωu = κg(|u|)u.

注 10 关于 Maxwell-Dirac 系统, 文献 [33] 讨论了临界非线性问题, 得到了存在和多重性结果.

注 11 一个有趣的问题是, (2.18) 是否有多解? 文献 [34] 率先得到了半经典解的多重性. 精确

地, 考虑 (2.18), 假设 g(|w|)w = |w|p−2w, p ∈ (2, 3), 我们证明了下述定理:

定理 24 [34] 假设 ω ∈ (−a, a), infW > 0 且 κ∞ < κ, 则 ∀m ∈ N, 只要

m <

(
κ

κ∞

)2/(p−2)

,

(2.18)就存在 εm > 0使得当 ε 6 εm 时, (2.18)至少有 m对半经典解 wε ∈
∩
s>2W

1,s,且存在 C, c > 0,

|wε(x)| 6 C exp (− c
ε |x− xε|), 其中 xε 记 |wε| 的最大值点.

这一工作的基本思想引出了后续不少延拓.

Klein-Gordon-Dirac 系统
i
~
c
∂tψ + i~α · ∇ψ −mcβψ − λϕβψ = ∇ψF (x, ψ),

~2

c2
∂2t ϕ− ~2∆ϕ+ m̂ϕ = 4πλ(βψ) · ψ̄,

(2.22)

这里 m表示介子质量, λ > 0表示耦合系数. 方程组 (2.22)通过 Dirac场 ψ与标量场 ϕ之间的 Yukawa

作用, 刻画出 Dirac 方程与 Klein-Gordon 方程之间的耦合关系, 描述了在介子影响下原子核之间的强

作用力.
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关于方程组 (2.22) 的变分学研究, 依然关注下述形式的稳态方程解的存在性. 为简单计, 考虑形

如 Fu(x, u) =W (x)g(|u|)u 的非线性, 记 ε = ~, a = mc, 其稳态方程可表为iεα · ∇φ− aβφ− λϕβφ− ωφ =W (x)g(|φ|)φ,

−~2∆ϕ+ m̂ϕ = 4πλ(βφ) · φ̄.
(2.23)

为了建立方程组 (2.23) 的变分框架, 作变换 u(x) = φ(εx), V (x) = ϕ(εx), (2.23) 等价于iα · ∇u− aβu+ ωu− λV βu =Wε(x)g(|u|)u,

−∆V + m̂ V = 4πλ(βu) · u,
(2.24)

其中 Wε(x) =W (εx). 此处作为次临界非线性耦合项出现的 g, 我们仍然记 G(s) :=
∫ s
0
g(t)t dt, 并假设

增长性条件 (N).

记 Hω = iα · ∇− aβ + ω, 则 Hω 为 L2 ≡ L2(R3,C4) 上的自共轭算子, 且其定义域为 D(Hω) = H1

≡ H1(R3,C4). 注意到 σ(Hω) = σc(Hω) = R \ (−a + ω, a + ω), 若令 ω ∈ (−a, a), 则此时 L2 就自然具

有如下正交分解:

L2 = L+ ⊕ L−, u = u+ + u−

使得 Hω 在 L+ 和 L− 上分别是正定与负定算子. 取 E := D(|Hω|1/2) = H1/2(R3,C4), 并赋予内积

⟨u, v⟩ = ℜ(|Hω|1/2u, |Hω|1/2v)2,

以及诱导范数 ∥u∥ = ⟨u, u⟩1/2, 这里 |Hω| 和 |Hω|1/2 分别表示算子 Hω 的绝对值和 |Hω| 的平方根. 由

于 σ(Hω) = R \ (−a+ ω, a+ ω), 不难得出对所有的 u ∈ E, 都有

(a− |ω|)|u|22 6 ∥u∥2. (2.25)

同样地, 由于此范数等价于 H1/2- 范数, 因而 E 连续地嵌入到 Lq, 当 q ∈ [2, 3] 时, 并且紧嵌入到 Lqloc,

当 q ∈ [1, 3) 时. 通过定义, 函数空间 E 具有一个自然分解

E = E+ ⊕ E−, 其中 E± = E ∩ L±, (2.26)

并且该分解关于 (·, ·)2 和 ⟨·, ·⟩ 都是正交的. 与之前的分析一样, 空间 E 的分解自然地导出 Lp 上的空

间分解, 即存在常数 dp > 0 使得对所有的 u ∈ E, 都有

dp|u±|pp 6 |u|pp. (2.27)

在空间 H1(R3,R) 上, 我们赋予等价范数

∥v∥H1 =

(∫
R3

|∇v|2 + m̂v2dx

)1/2

, ∀ v ∈ H1(R3,R).

易证: ∀u ∈ E, 存在唯一的 Vu ∈ H1 满足 Schrödinger 型方程

−∆Vu + m̂ · Vu = 4πλ(βu)ū, (2.28)

并且 Vu 具有表达式

Vu(x) = λ

∫
R3

[(βu)ū](y)

|x− y|
e−M |x−y| dy. (2.29)
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现在将 Vu 代入 (2.24), 我们即得到方程

Hωu− λVu(x)βu =Wε(x)g(|u|)u. (2.30)

至此, 我们在 E 上就可定义方程 (2.30) 的能量泛函

Φε(u) =
1

2
(∥u+∥2 − ∥u−∥2)− Γλ(u)−Ψε(u),

其中 u = u+ + u−,

Γλ(u) =
λ

4

∫
R3

Vu · (βu)ū dx =
λ2

4

∫
R3

∫
R3

[(βu)ū](x)[(βu)ū](y)

|x− y|
e−M |x−y| dy dx,

以及

Ψε(u) =

∫
R3

Wε(x)G(|u|) dx.

假设

(P0) W ∈ C(R3) ∩ L∞(R3), infW > 0, lim sup|x|→∞W (x) < maxW (x);

(G1) g(0) = 0, g ∈ C1(0,∞), g′(s) > 0, ∀ s > 0, ∃ p ∈ (2, 3), c1 > 0使得 g(s) 6 c1(1+s
p−2), ∀ s > 0;

(G2) ∃σ > 2, θ > 2, c0 > 0 使得 c0s
σ 6 G(s) 6 1

θg(s)s
2, ∀ s > 0.

令 m := maxx∈R3 W (x),

C := {x ∈ R3 :W (x) = m}.

定理 25 [35] 假设 ω ∈ (−a, a), (P0)、(G1)和 (G2)成立,则 ∃λ0 > 0使得当 λ ∈ (0, λ0]时, ∀ ε > 0

充分小,

(1) 系统 (2.23) 具有至少 1 个基态解 (φε, ϕε) ∈
∩
q>2W

1,q(R3,C4)× C2
loc(R3,R).

(2) 所有基态解的集合在 H1(R3,C4)×H1(R3,R) 是紧的.

(3) 若还有 ∇W 有界, 则

(i) |φε|有最大点 xε, limε→0 dist(xε,C) = 0,使得 (uε, Vε), uε(x) := φε(εx+xε)和 Vε := ϕε(εx+xε)

在 H1 ×H1 中收敛到下极限方程的基态解:iα · ∇u− aβu+ ωu− λV βu = mg(|u|)u,

−∆V +mV = 4πλ(βu) · u.
(2.31)

(ii) ∃C, c > 0 使得 |φε(x)| 6 C exp (− c
ε |x− xε|).

注 12 关于 Dirac系统半经典解的研究,由于涉及 “集中现象”,除了把问题表示成抽象形式 (1.1),

进而应用所发展的关于强不定问题的临界点理论外,这里简述一下处理它们的别的共通技术性思路如

下 (对于后面处理反应 - 扩散系统也实用).

(i) 强不定泛函的约化. 注意到能量泛函 Φε 限制在 E+ 上具有 “山路结构”, 此外, Φε 限制在 E−

上又是严格凹的, 可把 Φε 约化成为 E+ 上的 “新泛函” 使得 Nehari 流形方法能够使用, 即作约化映

射 hε : E
+ → E−,

Φε(z + hε(z)) = max
w∈E−

Φε(z + w), ∀z ∈ E+.

定义新泛函

Iε : E
+ → R, Iε(z) = Φε(z + hε(z)).
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(ii) 讨论约化映射的参数依赖性. 记 h0 为奇异极限泛函 Φ0 所对应的约化映射, 则当 ε → 0 时,

我们就得到对每个固定的 z ∈ X, 都有

hε(z) → h0(z), 在范数意义下.

进一步地, 我们得到在任何固定的闭区间 [0, t0] 上都有 Iε(tz) → I0(tz), 或者等价地有 Φε(tz + hε(tz))

→ Φ0(tz + h0(tz)) 随着 ε→ 0 一致成立.

(iii) 通过最优路径, 获取极小能量解的充分刻画. 在子空间 E+ 中找到一条射线 tz (t > 0) 使得

其在约化映射的作用下成为能量泛函 Φε 在整个 E 上的最优极小能量路径.

3 反应 - 扩散系统

3.1 解的存在性和多重性

考虑下述系统: ∂tu−∆xu+ V (x)u = Hv(t, x, u, v), (t, x) ∈ R× Ω,

−∂tv −∆xv + V (x)v = Hu(t, x, u, v), (t, x) ∈ R× Ω,
(3.1)

z = (u, v) : R × Ω → RM × RM . 我们求 z ∈ L2(R × Ω,R2M ), 这里, 或者 Ω = RN , 或者 Ω ⊂ RN 是一
有界光滑区域. 当 Ω 有界光滑时, 还要求 z(t, ·) |∂Ω = 0. 该系统出现在 Schrödinger 方程的研究中, 也

是优化控制论中所谓的无穷维 (或无界) Hamilton系统.早先由文献 [36,37]等在 Ω ⊂ RN 有界的条件
下研究了这类系统 (文献 [36] 研究了另类解; 文献 [37] 考虑了自治情形).

令

J :=

(
0 − I

I 0

)
, J0 :=

(
0 I

I 0

)
, A0 = J0(−∆x + V ),

则 (3.1) 可表为

J ∂tz = −A0z +Hz(t, x, z), z = (u, v) ∈ R2M ,

或 Az = Hz(t, x, z), 其中

A = J ∂t +A0. (3.2)

考虑下述各向异性 (anistropic) 空间 (r > 1):

Br = Br(R× Ω,R2M ) :=W 1,r(R, Lr(Ω,R2M )) ∩ Lr(R,W 2,r ∩W 1,r
0 (Ω,R2M )), (3.3)

其范数定义为

∥z∥Br =

(∫
R×Ω

(
|z|r + |∂tz|r +

N∑
j=1

|∂2xj
z|r

))1/r

.

显然, B2是 Hilbert空间. A是 L2 = L2(R×Ω,R)上的自共轭算子, D(A) = B2 ⊂ L2. 设 E = D(|A|1/2)
= E− ⊕ E0 ⊕ E+ 由 (1.3) 定义.

引理 4 [15] 下述结论成立:

(1) E 连续地嵌入 Lr(R×Ω,R2M ),其中,若 N = 1,则 ∀ r > 1;若 N > 2,则 ∀ r ∈ [2, 2(N +2)/N ].

E 紧地嵌入 Lrloc(R× Ω,R2M ), 其中, 若 N = 1, 则 ∀ r > 1; 若 N > 2, 则 ∀ r ∈ [2, 2(N + 2)/N).
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(2) 若 0 ̸∈ σ(−∆x + V ), 则 0 ̸∈ σ(A) (此时有 E0 = {0}).
根据此引理, 我们对非线性作如下假设:

(H1) V ∈ C(Ω,R), H ∈ C1(R× Ω× R2M ,R);
(H2) 存在 β > 2 使得 0 < βH(t, x, z) 6 Hz(t, x, z)z, ∀ t ∈ R, x ∈ Ω, z ̸= 0;

(H3) 存在 α ∈ (2, 2(N + 2)/N) 和 a1 > 0 使得 |Hz(t, x, z)|α
′ 6 a1Hz(t, x, z)z, ∀ t ∈ R, x ∈ Ω,

|z| > 1, 其中 α′ := α/(α− 1);

(H4) Hz(t, x, z) = o(|z|), 当 z → 0 时关于 t 和 x 一致成立.

定义 Ψ(z) =
∫
R×Ω

H(t, x, z),则在 (H1)–(H4)假设下, Ψ ∈ C1(E,R),而系统 (3.1)被表示为抽象的

形式 (1.1): Az = Ψ′(z). 在 E 上定义泛函

Φ(z) =
1

2
(∥z+∥2 − ∥z−∥2)−Ψ(z).

引理 5 [15] 假设 0 ̸∈ σ(−∆x+V ), (H1)–(H4)被满足,则 Φ ∈ C1(E,R), Φ的任何临界点 z是 (3.1)

的弱解, 而且 z ∈ Br(R× Ω,R2M ), ∀ r > 2.

为使得 Φ 满足 (PS)- 条件, 我们需对 H 作些技术性假设. 这里给一个周期性条件:

(P1) V (x) 关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周期的, 且 0 ̸∈ σ(−∆x + V );

(P2) H(t, x, z) 关于 t 是 T0- 周期的, 而且当 Ω = RN 时, 它关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周期的.

定理 26 [15] 假设 (P1)、(P2)、(H1)–(H4) 被满足, 则有下述结果:

(1) 系统 (3.1) 具有至少一个非平凡解 z ∈ Br(R× Ω,R2M ), ∀ 2 6 r <∞.

(2) 若进一步 H 关于 z 是偶的, 且

(H5) 存在 p ∈ (2, 2(N + 2)/N) 和 δ, a2 > 0 使得

|Hz(t, x, z + w)−Hz(t, x, z)| 6 a2(1 + |z|p−1)|w|, ∀ (t, x, z) ∈ R× Ω× R2M , |w| 6 δ,

则 (3.1) 具有无穷多解 z ∈ Br(R× Ω,R2M ), ∀ 2 6 r <∞.

注 13 注意到因位势 V 周期地依赖于 x, S = −∆x+V 的谱 σ(S)是纯连续的, σ(S) = σc(S)且

是若干不相交的闭区间之并. 一个有趣的问题是, 当 0 是 σ(S) 的边界点时的情形. 为简单起见, 考虑

H(t, x, z), z := (u, v) 有如下表示:

(h0) H(t, x, z) = h(t, x)|z|p, 其中 p ∈ (2, 2(N +2)/N), h ∈ C(R×Ω,R), h(t, x) > 0 且关于 t是 T0-

周期的, 关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周期的.

定理 27 [2] 假设 (V1) 成立, 0 ∈ σ(S), ∃ a > 0 使得 (0, a) ∩ σ(S) = ∅ 成立. 又设 H(t, x, z) 满

足 (h0), 则 (3.1) 具有无穷多几何不同的解 z ∈ Br(R× Ω,R2M ), ∀ r ∈ [p,∞).

注 14 多解性结果中,偶性条件可用更一般的对称群作用替换,如所谓的 “相容”紧 Lie群作用.

设 ρ : G → GL(2M,R) 是紧 Lie 群 G 在 V = R2M 上的一个辛表示. 称 ρ 是相容的, 如果每一个等变

映射 ∂O → V k−1 都具有零点, 这里 O 代表 V k (k > 2) 的 0 元素的开不变邻域. 定理 26 的结论 (2)

的条件 (H5) 可替为, 存在紧 Lie 群 G 在 R2M 上的相容辛表示 ρ 使得 H(t, x, ρ(g)z) = H(t, x, z),

∀ (t, x, z), g ∈ G.

注 15 在更一般的非线性条件下, 定理的结论仍然正确. 例如, 考虑

H̃(t, x, z) :=
1

2
Hz(t, x, z)z −H(t, x, z),

则 (H2) 和 (H3) 可替换为渐近线性条件或超线性条件, 即
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(A) 渐近线性条件.

(A1) Hz(t, x, z)− V∞(t, x)z = o(|z|), 当 |z| → ∞ 时一致对 (t, x) 成立, 且 inf V∞ > supV ;

(A2) H̃(t, x, z) > 0, 若 z ̸= 0, H̃(t, x, z) → ∞, 当 |z| → ∞ 时一致对 (t, x) 成立;

(S) 超线性条件.

(S1) H(t, x, z)/|z|2 → ∞, 当 |z| → ∞ 时一致对 (t, x) 成立;

(S2) H̃(t, x, z) > 0, ∀ z ̸= 0, 且 ∃ r > 0 和 σ > 1, 满足若 N = 1, 则 σ > 1 + N
2 ; 若 N > 2, 则

|Hz(t, x, z)|σ 6 c1H̃(t, x, z)|z|σ, ∀ |z| > r.

注 16 对更一般的系统有类似结果. 例如, 考虑 (参见文献 [38])∂tu−∆xu+ b⃗(t, x)·∇xu+ V (x)u = Hv(t, x, u, v),

−∂tv −∆xv − b⃗(t, x)·∇xv + V (x)v = Hu(t, x, u, v),
(F̂S)

其中 b⃗ ∈ C1(R× RN ,RN ), V ∈ C(RN ,R), H ∈ C1(R× RN × R2M ,R). 假设
(V0) a := minV > 0, V 关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周期的;

(B0) b⃗ ∈ C1(R×RN ,RN ), div b⃗(t, x) = 0, b⃗ 关于 t 是 T0- 周期的, 关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周

期的.

在 (H1)、(H4) 及 (A) 或 (S) 条件下, 可得到解的存在性 (多解性).

注 17 此外, 关于扩散系统, 文献 [39–41] 等在不同的条件下得到了多个结果.

3.2 奇异摄动解的存在性、集中性和衰减性

3.2.1 无界 Hamilton 系统

考虑系统 
−ε2∆u1 + u1 + V (x)u2 =W (x)Gu2(u), x ∈ RN ,

−ε2∆u2 + u2 + V (x)u1 =W (x)Gu1(u), x ∈ RN ,

u1(x) → 0, u2(x) → 0, |x| → ∞,

(3.4)

其中 u = (u1, u2), |u|2 = u21 + u22, G幂型超二次增长, V 允许取负值, W 取正值.目的是研究基态解的

存在性和集中性等.

记

Vmin := minV, V := {x ∈ RN : V (x) = Vmin}, V∞ := lim inf
|x|→∞

V (x),

Wmax := maxW, W := {x ∈ RN :W (x) =Wmax}, W∞ := lim sup
|x|→∞

W (x).

假设

(A0) V,W ∈ C1(RN ,R), ∥V ∥∞ < 1, infW > 0.

(A1) Vmin < V∞, ∃xv ∈ V 使得 W (xv) >W (x), ∀ |x| > R, R > 0.

(A2) Wmax > W∞, ∃xw ∈ W 使得 V (xw) 6 V (x), ∀ |x| > R.

对 (A1) 情形可假设 W (xv) = maxx∈V W (x), 而令

Av := {x ∈ V :W (x) =W (xv)} ∪ {x /∈ V :W (x) > W (xv)};
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对 (A2) 情形可假设 V (xw) = minx∈W V (x), 而令

Aw := {x ∈ W : V (x) = V (xw)} ∪ {x /∈ W : V (x) < V (xw)}.

关于 G 作如下假设:

(G0) G(u) = G(|u|) =
∫ |u|
0

g(t)tdt;

(G1) g ∈ C1(R+,R+), g(0) = 0, g′(t) > 0, ∀ t > 0, 这里 R+ = [0,∞);

(G2) ∃C > 0, s ∈ (2, 2∗) 使得

|g(t)| 6 C(1 + ts−2), ∀ t ∈ [0,∞);

(G3) ∃ θ > 2 使得 0 < θG(u) 6 g(|u|)|u|2, ∀u ̸= 0.

定理 28 [42] 假设 (A0) 和 (G0)–(G3) 成立.

(I) 假设 (A1) 成立, 则对充分小的 ε > 0, (3.4) 有基态解 uε = (uε,1, uε,2). 如果还有 ∇V 和 ∇W
都有界, 则 uε 满足

(i) |uε| 有最大点 xε, limε→0 dist(xε,Av) = 0, 使得某 c, C > 0,

|u(xε)| 6 C exp

(
− c

ε
|x− xε|

)
.

(ii) 令 vε(x) := uε(εx + xε), 对任一序列 xε → x0 (ε → 0), vε 在 H2(RN ,R2) 中收敛到下述极限

系统的基态解: −∆u1 + u1 + V (x0)u2 =W (x0)g(|u|)u2, x ∈ RN ,

−∆u2 + u2 + V (x0)u1 =W (x0)g(|u|)u1, x ∈ RN .

特别地, 若 V ∩W ̸= ∅, 则 limε→0 dist(xε,V ∩W ) = 0, vε 在 H2(RN ,R2) 中收敛到下述系统的基态解:−∆u1 + u1 + Vminu2 =Wmaxg(|u|)u2, x ∈ RN ,

−∆u2 + u2 + Vminu1 =Wmaxg(|u|)u1, x ∈ RN .

(II) 假设 (A2) 成立, 则当用 Aw 取代 Av 时, (I) 的所有结论为真.

注 18 对于临界系统也有同样的结果. 例如, 考虑
−ε2∆u1 + u1 + V (x)u2 =W (x)(Gu2(u) + |u|2∗−2u2), x ∈ RN ,

−ε2∆u2 + u2 + V (x)u1 =W (x)(Gu1
(u) + |u|2∗−2u1), x ∈ RN ,

u1(x) → 0, u2(x) → 0, |x| → ∞,

(3.5)

再进一步假设

(G4) 存在 c0 > 0 和 2 < p 6 s 使得 c0|u|p 6 G(u), ∀u;
在 (G4) 条件下, 我们得到类似于次临界情形的结果.

3.2.2 反应 - 扩散系统

通常情形下, 作为描述两个化学物质之间反应和扩散行为的方程组有如下形式:∂tU = DU∆xU + f(U, V ),

∂tV = DV∆xV + g(U, V ),
(3.6)

801



丁彦恒: 强不定问题的变分方法

其中 U 和 V 分别代表不同化学物质的浓度分布, DU 和 DV 作为扩散系数分别刻画了化学物质的扩散

程度, 整个反应与扩散的动力学过程将被非线性函数 f(U, V )和 g(U, V ) 控制—补充与消耗. 方程中正

的扩散系数所对应的扩散项, 如 DU∆xU , 将描述为, 当 U 的数值低于周边区域时, U 将增加 (这也就

是 Fick第一法则,自由扩散将从高浓度向低浓度进行). 而负的扩散系数所对应的扩散项,如 DV∆xV ,

将描述为, 该物质进行着所谓的反向扩散过程 (非自由扩散, 如捕食和凝聚等, 刻画物质聚集到高浓度

的过程). 耦合的反应 - 扩散系统将给出空间中一系列的斑图分布 (称为图灵斑图). 理解或探寻反应 -

扩散参数与空间斑图分布之间的关系成为了一个有趣而本质的问题.

我们将考虑如下 RN 上由 2M 个分量组成的反应 - 扩散系统:∂tu = ε2∆xu− u− V (x)v + ∂vH(u, v),

∂tv = −ε2∆xv + v + V (x)u− ∂uH(u, v),
(3.7)

其中 (u, v) : R× RN → RM × RM 表示不同的化学物质的浓度场. 线性位势函数 V : RN → R 刻画了
外界的增量分布 (如人为地增加、减少一些反应物) 非线性部分 (由函数 H : RM × RM → R 构成) 描

述了介质带来的影响以及反应物质的自身损耗等. 作变量替换 x→ εx 就得到∂tu = ∆xu− u− Vε(x)v +Hv(u, v),

−∂tv = ∆xv − v − Vε(x)u+Hu(u, v),
(3.8)

其中 Vε(x) = V (εx). 如 (3.2) 定义算子 A0 = J0(−∆x + 1), A := J ∂t +A. 此时 (3.8) 可被抽象地写为

Az + Vε(x)z = ∇zH(z), 其中 z = (u, v),

恰好是如下能量泛函的 Euler 方程:

Φε(z) =
1

2

∫
R

∫
RN

Hz · z + Vε(x)|z|2dxdt−
∫
R

∫
RN

H(z)dxdt.

设 E = D(|A|1/2) = E− ⊕ E0 ⊕ E+ 由 (1.3) 定义. 观察

σ(A) = R \ (−1, 1),

则得表示

Φε(z) =
1

2
(∥z+∥2 − ∥z−∥2) + 1

2

∫
R

∫
RN

Vε(x)|z|2dxdt−
∫
R

∫
RN

H(z)dxdt.

假设条件:

(V1) V 局部 Hölder 连续, 并且 max |V | < 1;

(V2) 存在一个有界开集 Λ ⊂ RN 使得 c := minΛ V < min∂Λ V.

对于非线性, 不失一般性, 要求 H : RM × RM → R 满足形式 H(ξ) = G(|ξ|) :=
∫ |ξ|
0
g(s)sds, 并假设

(H1) g(0) = 0, g ∈ C1(0,∞), g′(s) > 0;

(H2) s 7→ g(s) + g′(s)s 在区间 [0,∞) 上是递增函数.

此外, g 既可以是超线性的, 也可以是渐进线性的, 即

(H3) 超线性条件:

(i) 存在 β > 2 使得当 s ̸= 0 时 0 < βG(s) 6 g(s)s2;

(ii) 存在 α > 0 和 p ∈ (2, 2(N + 2)/N) 使得对所有的 s > 1 都有 g(s) 6 αsp−2.
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(H′
3) 渐进线性条件:

(i) 存在 b > 1 + sup |V | 使得当 s→ ∞ 时 g(s) → b;

(ii) Ĝ(s) > 0, 当 s > 0 且 Ĝ(s) → +∞ (当 s→ ∞).

定理 29 [17] 假设条件 (V1)、(V2)、(H1)–(H3) 或 (H′
3) 成立, 则对所有充分小的 ε > 0, 反应 - 扩

散系统 (3.7) 存在一个解 z̃ε = (uε, vε) 使得

(i) 存在 Λ 中的一族点列 {yε} 满足 limε→0 V (yε) = c, 并且

lim inf
ε→0

ε−N
∫
R

∫
Bερ(yε)

|z̃ε|2 dxdt > 0, ∀ ρ > 0,

lim
R→∞
ε→0

∥z̃ε(t, ·)∥L∞(RN\BεR(yε)) = 0, ∀ t ∈ R;

(ii) 平移后的解 wε(t, x) = z̃ε(t, εx+ yε) 在 B2(R× RN ,R2M ) 中随 ε→ 0 收敛到极限方程组∂tu = ∆xu− u− c v + ∂vH(u, v),

∂tv = −∆xv + v + c u− ∂uH(u, v)

的极小能量解.

4 其他应用

4.1 Schrödinger 方程

揭示位势井的几何性质与正解个数的关系, 证明 −∆u+ (λa(x) + b(x))u = up−1 至少有 2k − 1 个

正解 (k 是 a−1(0) 的连通分支个数).

文献 [43] 研究了带参数的 Schrödinger 方程: 2 < p < 2N
N−2 ,

−∆u+ (λa(x) + b(x))u = up−1, u > 0, u ∈ H1(RN ). (Pλ)

假设

(a1) a ∈ C(RN ,R), a(x) > 0, ∀x ∈ RN , 位势井 Ω = inta−1(0) 是非空有界开集, Ω =
∪k
i=1 Ωj 有 k

个分支, 且 ∂Ω 光滑, a−1(0) = Ω̄.

(a2) ∃M0 > 0 使得 A := {x : a(x) 6M0} 具有有限测度.

(b1) ∃M1 > 1 使得 |b(x)| 6M1(a(x) + 1), ∀x ∈ RN .

(b2) 任给 j ∈ {1, . . . , k}, 边值问题

−∆u+ b(x)u = µu, 在 Ωj 内,

u = 0, 在 ∂Ωj 上

的第一特征值 > 0.

对 O = Ω 或 Ωj (j = 1, . . . , k), 问题

−∆u+ b(x)u = |u|p−2u, 在 O 内,

u = 0, 在 ∂O 上
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的非负解对应于泛函

IO(u) :=

∫
O

1

2
(|∇u|2 + b(x)u2)− 1

p
up+ (4.1)

的临界点. 记 (4.1) 的最小能量为 c(O).

令

E :=

{
u ∈ H1(RN ) :

∫
RN

a(x)u2 <∞
}
.

定理 30 [43] 假设 (a1)、(a2)、(b1) 和 (b2) 成立, 则 ∀ ε > 0, ∀ ∅ ≠ J ⊂ {1, . . . , k}, ∃Λ = Λ(ε) > 0

使得对任何 0 < ε 6 Λ, 当 λ > Λ 时, (Pλ) 具有一个正解 uλ ∈ E 满足∣∣∣∣ ∫
Ωj

(
|∇uλ|2 + (λa(x) + b(x))u2λ −

2p

p− 2
c(Ωj)

)∣∣∣∣ 6 ε, ∀ j ∈ J,∫
ΩJ

(|∇uλ|2 + (λa(x) + b(x))u2λ) 6 ε, ΩJ =
∪
j∈J

Ωj .

此外, 任何序列 λn → ∞ 有子列使得 uλni
在 H1(RN ) 中收敛于 u(x), 满足 u(x) = 0, ∀x ̸∈ ΩJ , 且 u

是下述问题的最小能量解: ∀ j ∈ J, 有

−∆u+ b(x)u = up−1, u > 0, 在 Ωj 内, u |∂Ωj= 0.

推论 1 [43] 在上述定理的假设下, 存在 Λ > 0, 当 λ > Λ 时, (Pλ) 具有 2k − 1 个正解.

首次在 0 是 Schrödinger 算子的连续谱情形下证明 Schrödinger 方程非平凡解的存在性和多重性.

之前, 人们用变分方法研究非线性方程 (1.1) 时, 总是假设要么 0 ̸∈ σ(A), 要么 0 是有限重特征值

(如有界域上的椭圆边值问题、Hamilton 系统的周期解), 至多 0 是 A 的唯一的孤立特征值 (如波方程

的周期解). 我们第一次考虑了 0 是带周期位势的 Schrödinger 算子的连续谱情形. 具体地, 考虑

−∆u+ V (x)u = g(x, u), u(x) → 0, |x| → ∞. (4.2)

假设

(V1) V ∈ C(RN ,R) 关于 xj 是 Tj- 周期的.

我们知道周期 Schrödinger 算子 A = −∆+ V 只有连续谱, 且 σ(A) = σc(A) 由若干闭区间并成, 于是

假设

(V2) 0 ∈ σ(A), 且 ∃ b > 0 使得 (0, b] ∩ σ(A) = ∅.
关于非线性, 令 G(x, u) =

∫ u
0
g(x, s)ds, 2∗ = 2N

N−2 , 若 N > 3; 2∗ = ∞, 若 N = 1, 2, 假设

(g1) g(x, u) ∈ C(RN ,R) 关于 xj (j = 1, . . . , N) 是 Tj- 周期的.

(S2) ∃ a1 > 0, 2 < γ 6 µ < 2∗ 使得 a1|u|µ 6 γG(x, u) 6 g(x, u)u, ∀ (x, u).
(g3) ∃ a2 > 0, 2 < p < 2∗ 使得 |g(x, u)| 6 a2(|u|p−1 + |u|q−1), ∀ (x, u).
定理 31 [15] 假设 (V1)、(V2) 和 (g1)–(g3) 成立, 则 (4.2) 至少有一个非平凡解 u ∈ H2

loc(RN )

∩Lt(RN ), ∀µ 6 t 6 2∗. 进一步, 若 g(x, u) 关于 u 是奇的, 且 ∃ a3, ε > 0 使得只要 |v| 6 ε, 就有

|g(x, u+ v)− g(x, u)| 6 a3(|u|p−2 + |v|p−2 + |u|q−1)|v|,

则 (4.2) 有无穷多个几何不同的解 u ∈ H2
loc(RN ) ∩ Lt(RN ), ∀µ 6 t 6 2∗.

我们还得到了其他一些结果.
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文献 [44] 考虑了具有临界非线性的摄动问题

−ε2∆u+ V (x)u = K(x)|u|2
∗−2u+ h(x, u), u ∈ H1(RN ,R), (4.3)

其中 h(x, u) ∼ P (x)|u|p−2u, p ∈ (2, 2∗), inf V = 0. 在适当条件下, 我们得到了最小能量正解的存在性、

集中性和衰减性, 解的多重性, 以及一对各仅改变一次符号的解等. 此外有趣的是该文献指出次临界

项 h(x, u) ̸≡ 0 是 (4.3) 有解的必要条件.

文献 [45] 考虑了更一般的问题

−ε2∆u+ V (x)u = g(x, u), u ∈ H1(RN ,R).

与文献 [44] 的主要区别是, 这里的位势 V (x) 可改变符号, 集合 {x ∈ RN : V (x) 6 0} ̸= ∅ 且其测度有
限. 至于 g(x, u) 可以是超线性次临界的, 或是形如 (4.3) 的临界扰动非线性. 在常见的假设下, 建立了

解的存在性和多解性, 以及最小能量解的集中性等.

这方面我们另外的工作参见文献 [46–53] 等.

4.2 Hamilton 系统的同宿轨

用变分法研究一阶 Hamilton系统的同宿轨最早参见文献 [54]. 须指出的是,该文献考虑的情形是

自治系统 (即 Hamilton 函数不依赖于时间变量), 且 Hamilton 函数是严格凸的. 文献 [1, 55] 利用所建

立的强不定问题的变分方法首次得了到非自治非凸的 Hamilton 系统同宿轨.

考虑下述 Hamilton 系统同宿轨问题:
ż = JHz(t, z),

lim
|t|→∞

z(t) = 0,
(4.4)

其中 z = (p, q) ∈ R2N , J 记 R2N 的标准辛结构为

J :=

(
0 − I

I 0

)
,

Hamilton 函数 H ∈ C1(R× R2N ,R) 可表为

H(t, z) =
1

2
L(t)z · z +R(t, z),

这里 L(t) 是连续的对称 2N × 2N - 矩阵值函数, Rz(t, z) = o(|z|) (z → 0). 称 (4.4) 的解 z 是同宿轨,

如果 z(t) ̸≡ 0, z(t) → 0 (|t| → ∞).

为叙述方便, 将使用 2N × 2N - 矩阵 J0 :=
(
0 I
I 0

)
和 J1 :=

(−I 0
0 I

)
, 及记号 R̃(t, z) := 1

2Rz(t, z)z

−R(t, z). 此外, 对任何对称矩阵值函数 M ∈ C(R,R2N×2N ), 令 ℘(M(t)) 记 M(t) 的所有特征值, 并令

λM := inf
t∈R

min℘(M(t)), ΛM := sup
t∈R

max℘(M(t)).

特别地, 对 M(t) = J0L(t), 记 λ0 := λJ0L, Λ0 := ΛJ0L.
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4.2.1 周期情形

假设

(L0) L(t) 关于 t 是 1- 周期的, J0L(t) 是正定的;

(R0) R(t, z) 关于 t 是 1- 周期的, R(t, z) > 0, Rz(t, z) = o(|z|) 当 z → 0 时关于 t 一致.

首先处理超线性情形. 假设

(S1) R(t, z)|z|−2 → ∞ 当 |z| → ∞ 时关于 t 一致;

(S2) R̃(t, z) > 0, ∀ z ̸= 0, 且存在 r1 > 0, ν > 1 使得 |Rz(t, z)|ν 6 c1R̃(t, z)|z|ν , ∀ |z| > r1.

定理 32 [20] 假设 (L0)、(R0)、(S1)和 (S2)成立,则 (4.4)具有至少 1条同宿轨. 若 R(t, z)关于 z

还是偶的, 则 (4.4) 具有无穷多条几何不同的同宿轨.

其次考虑渐近线性情形. 除 (L0) 外, 假设

(L1) L(t) 与 J1 是反交换的, 即 J1L(t) = −L(t)J1, ∀ t ∈ R.
例如, 设 B(t) 是 N ×N 对称矩阵值函数, 则矩阵值函数 ( 0 B(t)

B(t) 0
) 满足 (L1). 关于非线性, 假设

(A1)Rz(t, z)−L∞(t)z = o(|z|) (|z| → ∞)关于 t一致,其中 L∞(t)是对称矩阵值函数,且 λL∞ > Λ0;

(A2) R̃(t, z) > 0, ∃ δ0 ∈ (0, λ0) 使得若 |Rz(t, z)| > (λ0 − δ0)|z|, 则 R̃(t, z) > δ0;

定理 33 [20] 设 (L0)、(L1)、(R0)、(A1) 和 (A2) 满足, 则 (4.4) 有至少 1 条同宿轨. 进一步, 若

R(t, z) 关于 z 是偶的且满足

(A3) ∃ δ1 > 0 使得 R̃(t, z) ̸= 0, ∀ 0 < |z| 6 δ1,

则 (4.4) 具有无穷多条几何不同的同宿轨.

上述两个定理的证明主要基于我们建立的抽象变分框架、临界点定理和下述关于 Hamilton 算子

A = −(J d
dt + L) 的谱分析:

命题 6 [2] 假设 (L0) 满足, 则

(i) A 仅有绝对连续谱: σ(A) = σc(A) (参见文献 [55]);

(ii) σ(A) ⊂ R \ (−λ0, λ0);
(iii) 若 (L1) 也成立, 则 σ(A) 是对称的: σ(A) ∩ (−∞, 0) = −σ(A) ∩ (0,∞), 而且 µe 6 Λ0.

注 19 之前人们只知道周期 Schrödinger 算子仅有连续谱.

4.2.2 非周期情形

假设

(H0) ∃ b > 0 使得集合 Λb := {t ∈ R : J0L(t) < b} 非空且测度有限;

(H1) R(t, z) > 0, 且 Rz(t, z) = o(|z|) (z → 0) 关于 t 一致;

(H2) Rz(t, z) =M(t)z+rz(t, z),其中M 是有界、连续对称的 2N×2N -矩阵值函数, rz(t, z) = o(|z|)
(|z| → ∞) 关于 t 一致;

(H3) m0 := inft∈R[inf(ξ∈R2N ,|ξ|=1)M(t)ξ · ξ] > inf σ(A) ∩ (0,∞);

(H4) 要么 0 ̸∈ σ(A−M), 要么 R̃(t, z) > 0, ∀ (t, z) 且 ∃ δ > 0 使得 R̃(t, z) > δ0 只要 |z| 充分大;

(H5) γ < bmax, 其中对某 t0 > 0, 有

γ := sup
|t|>t0,z ̸=0

|Rz(t, z)|
|z|

,

而

bmax := sup{b : |Λb| <∞}.
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以 ℓ 记 A 的位于 (0,m0) 中的特征值个数.

定理 34 [24] 假设 (H0)–(H5)满足,则 (4.4)至少有 1条同宿轨. 若进一步 R(t, z)关于 z 是偶的,

则 (4.4) 至少有 ℓ 对同宿轨.

注 20 文献 [56]还得到了关于非周期超线性 Hamilton系统 (4.4)的同宿轨的存在性、多重性和

指数衰减性的若干结果. 顺便指出, 文献 [57] 中关于一阶 Hamilton 系统周期解的结果和发展的指标

理论也是处理强不定问题的新鲜有趣工作. 此外, 文献 [58] 研究了一阶离散的超线性 Hamilton 系统

的同宿轨存在性问题.

4.3 自旋流形上 Dirac 方程的分歧现象

设 (M, g) 是 m- 维的紧自旋流形, S(M) 是 M 上的自旋丛,

D : C∞(M, S(M)) → C∞(M, S(M))

是 Atiyah-Singer Dirac 算子

Dψ =
m∑
j=1

ej · ∇ejψ,

其中 {ej}16j6m 是 TM 上的一组局部正向标准正交基, h : S(M) → S(M) 是保持纤维的非线性映射.

考虑方程

µDψ(x) = ψ(x) + h(ψ(x)), x ∈M, (4.5)

其中 ψ(x) ∈ C∞(M,S(M)) 代表旋量丛的光滑截面. 此方程可看作 Dirac 算子 D 的摄动特征值问题.

在适当条件下, 我们分别证明在原点和无穷远处出现分歧现象.

假设 h 是一位势算子, 换言之, 存在实值连续可微函数 H 使得 ∇ψH(ψ) = h(ψ).

首先考虑下述非线性 H:

(H1) H(θ) = 0, H(ψ) > 0, ∀ψ ∈ C1(M,S(M)).

(H2) 存在正数 α 和 β 满足 1 < β < α 6 m+1
m−1 及常数 C1, C2 > 0 使得

C1|ψ|β 6 |∇ψH(ψ)| 6 C2|ψ|α.

定理 35 [59] 设 0 /∈ σ(D). 设 h ∈ C1(S(M)) 及 H 满足 (H1) 和 (H2), 则对任何 1/µk ∈ σ(D),

k ∈ Z, (µk, θ) 是 (4.5) 的分歧点. 精确地,

(i) 若 µk > 0, 则 µk 有右邻域 Λ;

(ii) 若 µk < 0, 则 µk 有左邻域 Λ,

使得 ∀µ ∈ Λ \ {µk}, (4.5) 在 θ 的附近至少有 2 个不同的非平凡解属于 W 1/2,2(M, S(M)).

其次考虑下述非线性:

(h1) 存在 0 < α < 1, 及 a > 0, b > 0 使得 |h(ψ)| 6 a|ψ|α + b;

(h2) 假设 µ ∈ R, µ ̸= 0, 对任意的收敛序列 {ωn} ⊂ ker(µD − I), ωn → ω, ∥ω∥ = 1, 任意的有界序

列 {φn} ⊂ ker(µD − I)⊥ 及任意的无界正数序列 {tn} ⊂ R, 成立

lim inf
n→∞

∫
M

h(tnωn + φn)ωdx > 0.

定理 36 [59] 设 0 /∈ σ(D), k ∈ Z. 若 1/µk ∈ σ(D), h 全连续, 在 W 1/2,2(M, S(M)) 中,

h(ψ) = o(∥ψ∥), ∥ψ∥ → ∞,
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则 (µk,∞) 是 (4.5) 在无穷远处的一个分歧点. 此外, 若 h 满足 (h1) 和 (h2), 则 µk 有右邻域 Λ 使得,

任给 µ ∈ Λ \ {µk}, (4.5) 至少有一个非平凡解 ψµ 使得 ∥ψµ∥ → ∞ (µ→ µk).
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8 Willem M. Minimax Theorems. Basel: Birkhäuser, 1996
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Variational methods for strongly indefinite problems

DING YanHeng

Abstract This paper reviews some recent development in studying variational methods for strongly indefinite

problems under the support of National Natural Science Foundation of China. We firstly describe the ideas for

establishing the variational setting, then state a deformation theory in locally convex topological linear spaces

and several critical point theorems for dealing with strongly indefinite problems based on the deformation. Some

applications of the theory are given including mainly: Existence and multiplicity of solutions to non-autonomous

stationary Dirac system, in particular, the existence, concentration phenomena and the exponential decay of

semi-classical states; existence and multiplicity of global solutions to the nonlinear (non-autonomous, unbounded

Hamilton-type) reaction-diffusion system, especially the existence, concentration phenomena and decay of its

ground states of the system with singular perturbation; depth study of homoclinic orbits Hamiltonian system,

global Schrödinger equation; other initial work, such as bifurcation of Dirac equation on spin manifolds.

Keywords strongly indefinite problem, variational setting, deformation theory, Dirac system, unbounded

Hamiltonian system, spin manifold
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