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资助项目

摘要 对固定的 (a, b) ∈ R × R, Gini 平均值 S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 的

Schur 凸性或 Schur 凹性问题是目前的一个公开问题. 本文证明了 S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈
(0,∞) × (0,∞) 为 Schur 凸当且仅当 (a, b) ∈ {(a, b) : a � 0, b � 0, a + b � 1} 以及 Schur 凹

当且仅当 (a, b) ∈ {(a, b) : b � 0, b � a, a + b � 1} ∪ {(a, b) : a � 0, a � b, a + b � 1}.
关键词 Gini 平均值 Schur 凸 Schur 凹

MSC(2000) 主题分类 26D15, 26D99, 26B25

1 引言

对 x, y > 0 和 a, b ∈ R, Gini[1] 引入如下的 Gini 平均值 S(a, b; x, y):

S(a, b; x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(
xa + ya

xb + yb

) 1
a−b

, a �= b,

exp
(

xa log x + ya log y

xa + ya

)
, a = b �= 0,

√
xy, a = b = 0.

(1.1)

不难看出, Gini 平均值 S(a, b; x, y) 在域 {(a, b; x, y) : a, b ∈ R; x, y > 0} 上是连续的且对
固定的 a, b ∈ R 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 是可微的, 同时 Gini 平均值分别关于 a 和 b 及

x 和 y 是对称的. 许多平均值是 Gini 平均值的特例, 例如

Ma(x, y) = S(a, 0; x, y) 是幂平均或 Hölder 平均,

A(x, y) = S(1, 0; x, y) 是算术平均,

G(x, y) = S(0, 0; x, y) 是几何平均,

H(x, y) = S(0,−1; x, y) 是调和平均.

由于绝大多数二元平均值是 Gini平均值的特例和对复杂表达式 S(a, b; x, y)的研究本身

是一项具有挑战性的工作, 因此研究 Gini平均值不仅是一项令人感兴趣的工作, 同时也是十
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分重要和有意义的工作 [2]. 文献 [1–5] 研究了 Gini 平均值的基本性质和比较定理以及不等

式 (也可参阅不等式综述专著 [6]).

首先回顾 Schur凸函数的定义. 设 E ⊂ R
n (n � 2)是一具有非空内部的集合, f : E → R

是一定义在 E 上的实值函数. 若对任意满足 x ≺ y 的 n 元组 x = (x1, x2, . . . , xn), y =

(y1, y2, . . . , yn) ∈ E, 恒有 f(x) � f(y), 则称 f 是 E 上的 Schur 凸函数. 这里所提及的控制

关系 x ≺ y 是指
k∑

i=1

x[i] �
k∑

i=1

y[i],

n∑
i=1

x[i] =
n∑

i=1

y[i],

其中 1 � k � n − 1, x[i] 表示 x 中的第 i 个最大分量. 如果 −f 是 Schur 凸函数, 则称 f 是

Schur 凹函数.

Schur 凸函数理论是不等式研究领域中最重要的理论之一. 它在组合优化 [7]、多面体等

周问题 [8]、线性回归 [9]、图和矩阵 [10]、gamma 和 digamma 函数 [11]、可靠性和有效性 [12]、

优化设计 [13] 等其它相关领域均有广泛的应用.

Marshall和 Olkin[14] 证得

定理 A 设 E ⊂ R
2 是一具有非空内部 intE 的对称凸集, ϕ : E → R是 E 上的连续对

称函数. 如果 ϕ 在 intE 上是可微的, 则 ϕ 是 E 上的 Schur 凸 (或 Schur 凹) 函数当且仅当

对所有的 (x, y) ∈ intE, 恒有

(y − x)
(

∂ϕ

∂y
− ∂ϕ

∂x

)
� 0 (或 � 0).

另一类二元平均 E(a, b; x, y) 由 Stolarsky[5,15] 首先引入, 其定义如下:

E(a, b; x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
b

a
· xa − ya

xb − yb

) 1
a−b

, ab(a − b) �= 0,

exp
(
−1

a
+

xa log x − ya log y

xa − ya

)
, a = b �= 0,

(
xa − ya

a(log x − log y)

) 1
a

, a �= 0, b = 0,

√
xy, a = b = 0.

文献 [16–18]研究了 E(a, b; x, y)关于 (a, b)及 (x, y) 的 Schur凸性问题. Qi[16] 首先证明

了如下

定理 B 对固定的 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞), 如果 x �= y, 则 E(a, b; x, y) 关于 (a, b) 在

[0,∞) × [0,∞) 上是 Schur 凹函数, 而在 (−∞, 0] × (−∞, 0] 上是 Schur 凸函数.

对固定的 (a, b), Qi 等 [17] 试图得到 E(a, b; x, y) 关于 (x, y) 的 Schur 凸性, 并宣布如

下一个错误的结果: 对固定的 (a, b), 如果 a, b /∈ (0, 3
2 ) (或 a, b ∈ (0, 1)), 则 E(a, b; x, y) 关于

(x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞)是 Schur 凹 (或 Schur 凸)函数. Shi 等 [18] 发现了上面结果的错误性

并得到了下面

定理 C 对固定的 (a, b) ∈ R
2,

(1) 如果 2 < 2a < b 或 2 � 2b � a, 则 E(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 是 Schur

凸函数;

(2) 如果 (a, b) ∈ {a < b � 2a, 0 < a � 1} ∪ {b < a � 2b, 0 < b � 1} ∪ {0 < b < a �
1}∪{0 < a < b � 1}∪{b � 2a < 0}∪{a � 2b < 0},则 E(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)×(0,∞)
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是 Schur 凹函数.

Chu 和 Zhang[19] 将定理 C 改进为如下完整的结果:

定理 D 对固定的 (a, b) ∈ R
2,

(1) E(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞) Schur凸当且仅当 (a, b) ∈ {(a, b) : a � 1, b �
1, a + b � 3};

(2) E(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凹当且仅当 (a, b) ∈ {(a, b) : a �
1, a + b � 3} ∪ {(a, b) : b � 1, a + b � 3}.
对固定的 (x, y) ∈ {(x, y) : x > 0, y > 0, x �= y}, Sándor [20] 研究了 S(a, b; x, y) 关于 (a, b)

的 Schur 凸性和凹性, 并证明了如下结果:

定理 E 对固定的 (x, y) ∈ {(x, y) : x > 0, y > 0, x �= y}, S(a, b; x, y) 关于 (a, b) ∈
[0,∞) × [0,∞) Schur 凹, 而关于 (a, b) ∈ (−∞, 0] × (−∞, 0] Schur 凸.

但是对于固定的 (a, b), Gini平均值 S(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞)的 Schur凸

性或凹性问题仍然是一个公开问题 (见文献 [20]).

本文的主要目的是给出上面公开问题的解并证明下面

定理 1.1 Gini 平均值 S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凸当且仅当

(a, b) ∈ {(a, b) : a � 0, b � 0, a + b � 1} 以及 Schur 凹当且仅当 (a, b) ∈ {(a, b) : b � 0, b �
a, a + b � 1} ∪ {(a, b) : a � 0, a � b, a + b � 1}.

2 引理

为下节证明本文主要结果定理 1.1 的需要, 本节建立几则引理.

引理 2.1 对 a, b ∈ R 和 f(t) = (a − b)(ta+b−1 − 1) + ata−1 + bta − atb − btb−1, 我们有

(1) 若 0 � b � a 且 a + b � 1, 则 f(t) 在 t ∈ [1,∞) 上非负;

(2) 若 0 < b < a 且 a + b < 1, 则存在 t1, t2 ∈ (1,∞) 满足 f(t1) < 0 和 f(t2) > 0;

(3) 若 b < 0 且 a + b > 1, 则存在 t3, t4 ∈ (1,∞) 满足 f(t3) < 0 和 f(t4) > 0;

(4) 若 b � 0, a + b � 1 且 a � b, 则 f(t) 在 t ∈ [1,∞) 上非正.

证明 令 f1(t) = t2−a−bf ′(t), f2(t) = t1+af ′
1(t) 和 f3(t) = t−a+b+2f ′′

2 (t), 通过简单计算

可得

f(1) = 0, (2.1)

f ′(t) = (a − b)(a + b − 1)ta+b−2 + a(a − 1)ta−2 + abta−1 − abtb−1 − b(b − 1)tb−2,

f1(1) = f ′(1) = 2(a − b)(a + b − 1), (2.2)

f1(t) = (a − b)(a + b − 1) + a(a − 1)t−b + abt1−b − abt1−a − b(b − 1)t−a, (2.3)

f ′
1(t) = ab(1 − a)t−b−1 + ab(1 − b)t−b − ab(1 − a)t−a − ab(1 − b)t−a−1,

f2(1) = f ′
1(1) = 0, (2.4)

f2(t) = ab(1 − a)ta−b + ab(1 − b)ta−b+1 − ab(1 − a)t − ab(1 − b),

f ′
2(t) = ab(1 − a)(a − b)ta−b−1 + ab(1 − b)(a − b + 1)ta−b − ab(1 − a),

f ′
2(1) = −ab(a− b)(a + b − 3), (2.5)
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f ′′
2 (t) = ab(1 − a)(a − b)(a − b − 1)ta−b−2 + ab(1 − b)(a − b)(a − b + 1)ta−b−1,

f3(1) = f ′′
2 (1) = −ab(a − b)2(a + b − 3), (2.6)

f3(t) = ab(1 − a)(a − b)(a − b − 1) + ab(1 − b)(a − b)(a − b + 1)t,

f ′
3(t) = ab(1 − b)(a − b)(a − b + 1). (2.7)

(1) 若 0 � b � a 且 a + b � 1, 则分三种情形来证明.

情形 1.1 a � b � 1. 对 t ∈ [1,∞), 由 (2.3) 式得

f1(t) = (a − b)(a + b − 1) +
a(a − 1)ta − b(b − 1)tb

ta+b
+

ab(ta−1 − tb−1)
ta+b−2

� 0. (2.8)

因此, 由 (2.1) 和 (2.8) 式可知 f(t) 在 t ∈ [1,∞) 上非负.

情形 1.2 0 � b � 1 且 a + b � 3. 易知 a � 2, a � b, 因此 (2.8) 式对 t ∈ [1,∞) 仍然成

立, 进而可得 f(t) 在 [1,∞) 上非负.

情形 1.3 0 � b � 1, 1 � a + b � 3 且 a � b. 由 (2.2) 和 (2.5)–(2.7)式得

f ′
3(t) � 0, (2.9)

f3(1) � 0, (2.10)

f ′
2(1) � 0, (2.11)

f1(1) � 0. (2.12)

因此, 由 (2.1) 和 (2.4) 以及 (2.9)–(2.12)式知 f(t) 在 [1,∞) 上非负.

(2) 若 0 < b < a 且 a + b < 1, 则由 (2.2) 式得 f ′(1) < 0, 进而由 f ′(t) 的连续性可知, 存

在 δ1 > 0, 当 t ∈ [1, 1 + δ1) 时, 恒有 f ′(t) < 0. 结合 (2.1) 式, 不难发现 f(t) 在 (1, 1 + δ1) 上

恒负.

另一方面, 从 f(t) 的表达式易得 limt→+∞ f(t) = +∞. 因此引理 2.1(2) 得证.

(3) 若 b < 0 且 a + b > 1, 则由 (2.2) 式得 f ′(1) > 0, 进而由 f ′(t) 的连续性可知, 存在

δ2 > 0, 当 t ∈ [1, 1 + δ2) 时, 恒有 f ′(t) > 0. 结合 (2.1) 式, 不难发现 f(t) 在 (1, 1 + δ2) 上恒

正.

另一方面, 从 f(t) 的表达式易得 limt→+∞ f(t) = −∞. 因此引理 2.1(3) 得证.

(4) 若 b � 0, a + b � 1 且 a � b, 则分三种情形来完成证明.

情形 1.4 b � 0, a � 0 且 a + b � 1. 易知 a � b, 且由 (2.2) 和 (2.5)–(2.7) 式得

f ′
3(t) � 0, (2.13)

f3(1) � 0, (2.14)

f ′
2(1) � 0, (2.15)

f1(1) � 0, (2.16)

因此, 由 (2.1) 和 (2.4) 以及 (2.13)–(2.16)式可知 f(t) 在 [1,∞) 上非正.

情形 1.5 b + 1 � a � 0. 对 t ∈ [1,∞), 显然有

f(t) = (a − b)(ta+b−1 − 1) + a(ta−1 − tb) + b(ta − tb−1) � 0.

情形 1.6 a � 0 且 b � a � b + 1. 对 t ∈ [1,∞), 不难发现

f(t) � (a − b)(ta+b−1 − 1) + atb−1 + btb − atb − btb−1

= (a − b)(ta+b−1 − 1) + (a − b)(tb−1 − tb) < 0.
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引理 2.2 设 a, b ∈ R, f(t) = a(ta + ta−1) log t + t2a−1 − ta + ta−1 − 1. 如果 0 < a < 1
2 ,

那么存在 t5, t6 ∈ [1,∞) 满足 f(t5) < 0 和 f(t6) > 0.

证明 令 f1(t) = t2−af ′(t), 通过简单计算得

f(1) = 0, (2.17)

f ′(t) = a2ta−1 log t + a(a − 1)ta−2 log t + (2a − 1)t2a−2 + (2a − 1)ta−2,

f1(1) = f ′(1) = 2(2a − 1), (2.18)

f ′
1(t) = a(2a − 1)ta−1 +

a(a − 1)
t

+ a2 log t + a2,

f ′
1(1) = 2a(2a − 1). (2.19)

如果 0 < a < 1
2 , 那么由 (2.18) 和 (2.19) 式得

f ′
1(1) < 0, (2.20)

f1(1) < 0. (2.21)

由 f ′
1(t) 的连续性和 (2.20)式知, 存在 δ > 0, 当 t ∈ [1, 1 + δ) 时, 恒有 f ′

1(t) < 0, 进而由

(2.17) 和 (2.21) 式可得 f(t) 在 (1, 1 + δ) 上恒负.

另一方面, 由 f(t) 的表达式不难验证 limt→+∞ f(t) = +∞. 因此引理 2.2 得证.

对具有非空内部的集合 E ⊂ R
2, 记 E 为 E 的闭包. 由 Gini 平均值 S(a, b; x, y) 的连续

性以及 Schur 凸性或凹性的定义可直接得到下面的引理 2.3.

引理 2.3 设 E 是 ab 平面上具有非空内部的集合. 如果对 (a, b) ∈ E, Gini 平均值

S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凸 (或 Schur 凹), 则对 (a, b) ∈ E, S(a, b; x, y)

关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凸 (或 Schur 凹) .

3 定理 1.1 的证明

对固定的 (a, b) ∈ R
2, 利用定理 A 来讨论 (y − x)(∂S(a,b;x,y)

∂y − ∂S(a,b;x,y)
∂x ) 关于所有

(x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞)的非负性和非正性. 由于 x = y 时, (y−x)(∂S(a,b;x,y)
∂y − ∂S(a,b;x,y)

∂x ) = 0

以及它关于 x 和 y 的对称性, 在下面的讨论中不妨设 y > x.

记

E1 = {(a, b) : a � 0, b � 0, a + b � 1},
E2 = {(a, b) : b < 0, a + b > 1} ∪ {(a, b) : a < 0, a + b > 1} ∪ {(a, b) : a > 0, b > 0, a + b < 1},
E3 = {(a, b) : b � 0, a + b � 1, a � b} ∪ {(a, b) : a � 0, a + b � 1, b � a}.

显然, 如果我们能够证明当 (a, b) ∈ E1, E3 和 E2 时, S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) ×
(0,∞) 分别为 Schur 凸、Schur 凹、既非 Schur 凸也非 Schur 凹, 则定理 1.1 获证. 下面分三

种情形来给予证明.

情形 1 (a, b) ∈ E1. 记 E11 = {(a, b) : a > b > 0, a + b > 1} 和 E12 = {(a, b) : b > a >

0, a + b > 1}, 则显然有
E1 = E11 ∪ E12. (3.1)

1000



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 8 期

若 (a, b) ∈ E11, 则由 (1.1) 式得

(y − x)
(

∂S(a, b; x, y)
∂y

− ∂S(a, b; x, y)
∂x

)

=
y − x

a − b

S(a, b; x, y)
(xa + ya)(xb + yb)

xa+b−1 ×
[
(a − b)

((
y

x

)a+b−1

− 1
)

+a

(
y

x

)a−1

+ b

(
y

x

)a

− a

(
y

x

)b

− b

(
y

x

)b−1]
. (3.2)

由定理 A、引理 2.1(1)、(3.2)式以及假设 y > x知 S(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)×(0,∞)

Schur 凸. 进而由 S(a, b; x, y) 关于 (a, b) 的连续性和对称性及引理 2.3 和 (3.1) 式知, 当

(a, b) ∈ E1 时, S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凸.

情形 2 (a, b) ∈ E2. 对此情形再分五种情形讨论. 记

E21 = {(a, b) : b < 0, a + b > 1},
E22 = {(a, b) : a < 0, a + b > 1},
E23 = {(a, b) : b > 0, a > b, a + b < 1},
E24 = {(a, b) : a > 0, b > a, a + b < 1},
E25 =

{
(a, b) : 0 < a = b <

1
2

}
.

显然

E2 = E21 ∪ E22 ∪ E23 ∪ E24 ∪ E25. (3.3)

情形 2.1 (a, b) ∈ E21. 由定理 A、引理 2.1(3)、(3.2) 式以及假设 y > x 知 S(a, b; x, y)

关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 既非 Schur 凸也非 Schur 凹.

情形 2.2 (a, b) ∈ E22. 由 S(a, b; x, y)关于 (a, b)的对称性及情形 2.1知 S(a, b; x, y)关

于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 既非 Schur 凸也非 Schur 凹.

情形 2.3 (a, b) ∈ E23. 由定理 A、引理 2.1(2)、(3.2) 式以及假设 y > x 知 S(a, b; x, y)

关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 既非 Schur 凸也非 Schur 凹.

情形 2.4 (a, b) ∈ E24. 由 S(a, b; x, y)关于 (a, b)的对称性及情形 2.3知 S(a, b; x, y)关

于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) 既非 Schur 凸也非 Schur 凹.

情形 2.5 (a, b) ∈ E25. 由 (1.1) 式得

(y − x)
(

∂S(a, b; x, y)
∂y

− ∂S(a, b; x, y)
∂x

)

=
y − x

(xa + ya)2
S(a, b; x, y)x2a−1

×
[
a

((
y

x

)a

+
(

y

x

)a−1)
log

y

x
+

(
y

x

)2a−1

−
(

y

x

)a

+
(

y

x

)a−1

− 1
]
. (3.4)

由定理 A, 引理 2.2, (3.4)式及假设 y > x 知 S(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞) 既

非 Schur 凸也非 Schur 凹.

结合上面情形 2.1–2.5及 (3.3)式知, 当 (a, b) ∈ E2 时, S(a, b; x, y)关于 (x, y) ∈ (0,∞)×
(0,∞) 既非 Schur 凸也非 Schur 凹.
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情形 3 (a, b) ∈ E3. 令 E31 = {(a, b) : b < 0, a + b < 1, a > b, a �= 0} 及 E32 = {(a, b) :

a < 0, a + b < 1, b > a, b �= 0},则
E3 = E31 ∪ E32. (3.5)

当 (a, b) ∈ E31 时, 由定理 A、引理 2.1(4)、(3.2) 式以及假设 y > x 知 S(a, b; x, y) 关于

(x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凹. 进而由 S(a, b; x, y) 关于 (a, b) 的连续性和对称性以及引理

2.3 和 (3.5) 式知, 当 (a, b) ∈ E3 时 S(a, b; x, y) 关于 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞) Schur 凹.
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