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摘要 基于作者在同余数问题方面的研究结果, 本文提出一系列问题与猜想. 部分猜想给出了数值
验证.
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1 引言

三条边长都是有理数的直角三角形的面积称为同余数. 同余数问题即判断一个给定的正整数是否
是同余数. 著名的直角三角形莫过于勾三股四弦五, 这表明 6 是同余数. 假设直角三角形三条边长分
别是有理数 a、b 和 c, 并且假设 c 是斜边长, 则这个直角三角形的面积是 1

2ab. 记
1
2ab =

s
t , 其中 s 和

t 是正整数. 将原来的直角三角形的三条边长都延长 t 倍, 得到一个相似的直角三角形, 其面积是 st,

这说明研究同余数时只需要考虑正整数就可以, 而且以上讨论还说明, 只需要考虑没有平方因子的正
整数.

同余数问题非常自然. 所以, 不少人相信古希腊时期这个问题已经有人考虑过. 法国国家图书馆
存有一千年前阿拉伯世界关于同余数问题研究的一些原始档案.那时候的学者们发现了最大是 10,374
的 34 个同余数的例子. 一般认为 5 是同余数是 Fibonacci 证明的. Fermat 证明了 1 (等价地, 一个平
方数)不是同余数, 为此创造了在现代数学中仍然十分有效的无穷递降法. 著名的 Fermat大定理也可
能是受到这个研究结果的启发提出来的. Dickson [7] 收集了较为丰富的同余数研究的历史资料.

同余数问题与椭圆曲线上有理点的存在性有着深刻的联系,这个同样应该归功于 Fermat. 正是这
个联系帮助人们看到了同余数问题的本质, 进而同余数的研究进入了现代数学的范畴.

要证明一个正整数 n 是同余数, 就是要求有理数 a, b, c ∈ Q 满足

a2 + b2 = c2,
1

2
ab = n.

http://doi.org/10.1360/SSM-2024-0091
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:hrqin@nju.edu.cn


秦厚荣: 与同余数相关的若干问题与猜想

如果令

(x, y) =

(
1

2
a(a− c),

1

2
a2(c− a)

)
,

则有

y2 = x3 − n2x,

即 (x, y) 是椭圆曲线 Y 2 = X3 − n2X 上的有理点. 这里 y ̸= 0 意味着这是 Y 2 = X3 − n2X 上的一个

无穷阶的点.

另外, 如果 (x, y) ∈ Q2 是椭圆曲线 Y 2 = X3 − n2X 上的有理点, 当 y ̸= 0 时, 公式(
x2 − n2

y

)2

+

(
2xn

y

)2

=

(
x2 + n2

y

)2

,
1

2

(
x2 − n2

y

)(
2xn

y

)
= n

说明 n 是同余数. 这样就有如下命题.
命题 1.1 假设 n 是没有平方因子的正整数, 则 n 是同余数的充分必要条件是椭圆曲线 En :

Y 2 = X3 − n2X 有 y ̸= 0 的有理点 (x, y).

著名的 BSD 猜想 (Birch and Swinnerton-Dyer conjecture) [2] 是千禧年七大数学问题之一, 这个猜

想推测椭圆曲线有理点与其 L- 函数值有着深刻的联系.

假设 E/Q 是椭圆曲线, 而 p 为素数. 记

ap = p+ 1−#E(Fp),

定义局部 L- 函数

Lp(T ) =



1− apT + pT 2, 当 E 在 p 处有好的约化时,

1− T, 当 E 在 p 处有分裂的乘性约化时,

1 + T, 当 E 在 p 处有非分裂的乘性约化时,

1, 当 E 在 p 处有加性约化时.

定义 1.1 椭圆曲线 E/Q 的 L- 函数定义为

L(E, s) =
∏
p

1

Lp(p−s)
,

其中 p 取遍所有素数.

BSD 猜想 假设 E/Q 是椭圆曲线, E(Q) 表示它所有有理点构成的群 (Mordell-Weil 群),

r = rankE(Q)

是该群的算术秩.

(1) 解析秩等于算术秩: L(E, s) 在 s = 1 处零点的重数等于 r, 即 L(E, s) 在 s = 1 处的 Taylor 展
开为

L(E, s) = C0(s− 1)r + C1(s− 1)r+1 + C2(s− 1)r+2 + · · · ,

其中 C0 ̸= 0.
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(2) 有等式关系

C0 =
ΩE · |XE | · Reg(E) ·

∏
cp

|Etors(Q)|2
,

这里 ΩE 是极小 Néron 微分形式在 E(R) 上的积分, XE 表示 E/Q 的沙群 (Shafarevich-Tate group),
Reg(E)为 E/Q的正则子 (regulator), Etors(Q)是 E(Q)的挠部分, Tamagawa数 cp = [E(Qp) : E0(Qp)],
其中 E0(Qp) 表示 E(Qp) 模 p 后所有非奇异的点, |G| 表示群 G 的阶.

下面的定理将椭圆曲线 Y 2 = X3 − n2X 上的无穷阶有理点的存在性归结为 L- 函数在 1 点值的

计算.
定理 1.1 [6] 假设 E 是定义在 Q 上的有复乘的椭圆曲线, 如果 E(Q) 有无穷阶的有理点, 则

L(E, 1) = 0.

对于 Q 上没有复乘的椭圆曲线, Kolyvagin [12] 和 Kato [10] 也建立了上述定理.
有如下一个自然的推论: 如果 n 是同余数, 则 L(En, 1) = 0. 反过来, 如果假设 BSD 猜想成立, 则

由 L(En, 1) = 0 也可以推导出 n 是同余数.
关于 BSD 猜想, 目前人们已经证明了如下结论:
(1) L(E, 1) ̸= 0, 那么 rankE(Q) = 0;

(2) L(E, 1) = 0, 但是 L′(E, 1) ̸= 0, 则 rankE(Q) = 1.

关于同余数问题, 文献 [19] 证明了下面的定理:

定理 1.2 假设 n 是无平方因子的正奇数 (或者, 偶数). 如果 n 是同余数, 则

#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 32z2} = #{(x, y, z) ∈ Z3 | n = 2x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz}

(或者, #{(x, y, z) ∈ Z3 | n
2 = x2 + 4y2 + 32z2} = #{(x, y, z) ∈ Z3 | n

2 = 4x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz}).
反之, 假设 BSD 猜想对椭圆曲线 Y 2 = X3 − n2X 成立, 则上述等式意味着 n 是同余数.
定理 1.3 (Tunnell 定理 [26]) 假设 n 是无平方因子的正奇数 (或者, 偶数). 如果 n 是同余数, 则

#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 32z2} =
1

2
#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 8z2}

(或者, #{(x, y, z) ∈ Z3 | n
2 = x2 + 4y2 + 32z2} = 1

2#{(x, y, z) ∈ Z3 | n
2 = x2 + 4y2 + 8z2}).

反之, 假设 BSD 猜想对椭圆曲线 Y 2 = X3 − n2X 成立, 则上述等式可以反推导出 n 是同余数.
比较定理 1.2与 1.3. 虽然数值上对无平方因子的正奇数 n有 (仅以定理 1.2和 1.3中第一个等式

为例)

#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 32z2} −#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = 2x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz}

= 2

(
#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 32z2} − 1

2
#{(x, y, z) ∈ Z3 | n = x2 + 2y2 + 8z2}

)
,

但是, 上面的等式对一般的 n 并不成立. 以前者为系数构造的模形式既是尖形式也是特征形式, 而后
者为系数构造的模形式既不是尖形式也不是特征形式. 从这个意义上看, Tunnell 定理给出的是数值

上的等式, 而定理 1.2 给出的是数论意义丰富的等式.
定理 1.2 的证明首次给出了来自二次型的、权为 3/2 的尖形式到权为 2 的尖形式的 Shimura 提

升的方法. 关键点是发现了三元二次型表奇素数的平方与相关的四元二次型表这个奇素数之间存在着
深刻的联系:

#{(x, y, z) ∈ Z3 | p2 = 2x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz}

= #{(x, y, z, w) ∈ Z4 | p = 2x2 + 3y2 + 3z2 + 4w2 + 2yz},
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具体证明参见文献 [19].

假设 BSD 猜想成立, 则模 8 余 5, 6, 7 的无平方因子的正整数都是同余数. Tian [23, 24] 在这方面

有杰出的成果.

根据 Goldfeld猜想,模 8余 1, 2, 3的每一类中几乎所有的无平方因子的正整数都是非同余数, 由
Smith [22]、Burungale和 Tian [4, 5] 的工作知道这一结论成立. 但是,需要特别指出,模 8余 1, 2, 3的每
一类中都有无穷多个同余数. 用 K2R 表示环 R 的 Milnor 群, r2i(G) 表示有限交换群 G 的 2i- 秩. 基

于定理 1.2, 在模 8 余 1, 2, 3 的情形, 文献 [19] 分别给出了如下结果:
定理 1.4 (1) 设 p ≡ 1 (mod 8) 为奇素数, 记 F = Q(

√
p), OF 为其整元环. 如果 p 是同余数, 则

r8(K2OF ) = 1. 所以, 如果 r8(K2OF ) = 0, 则 p 是非同余数.

(2) 如果 p ≡ 1 (mod 16) 且 h(−p) ̸≡ h(−2p) (mod 16), 则 2p 是非同余数.

(3) 如果 p ≡ 1 (mod 8), q ≡ 3 (mod 8) 且 h(−pq) ̸≡ h(−p) (mod 8), 则 pq 是非同余数.

如何在模 8 余 1, 2, 3 这 3 种情形刻画同余数呢? 下文提出了一系列猜想, 推测在上述 3 种情形
下同余数的状况.

本文中讨论的猜想有的是第一次提出, 有的在本文作者的其他论文中已经呈现. 其中部分猜想可
以看作 Cohen-Lenstra 探索 (heuristic) 法的类比.

2 猜想与问题

本节介绍作者在同余数问题研究中产生的一系列猜想与问题. 为了叙述这些猜想与问题, 需要回

顾相关知识与研究结果 (参见文献 [4, 5, 7, 8, 11,13–25,27]). 一些经典结果, 将不给出处地直接引用.

设 K 是数域, MK 是 K 上全体不等价赋值构成的集合. 设 E 和 E′ 是定义在 K 上的椭圆曲线,
而 ϕ : E/K → E′/K 是一个同源映射.
定义 2.1 E/K 的 ϕ-Selmer 群是由下式定义的 H1(GK̄/K , E[ϕ]) 的子群:

S(ϕ)(E/K) = ker
{
H1(GK , E[ϕ]) →

∏
v∈MK

H1(GKv , E)

}
,

其中 E[ϕ] 表示 ϕ 的核.
定义 2.2 沙群XE/K (或者XE) 的定义如下:

XE/K = ker
{
H1(GK , E) →

∏
v∈MK

H1(GKv , E)

}
.

定理 2.1 假设 ϕ : E/K → E′/K 是定义在 K 上的同源, 则

(1) 有正合列

0 → E′(K)/ϕ(E(K)) → S(ϕ)(E/K) → XE/K [ϕ] → 0;

(2) Selmer 群 S(ϕ)(E/K) 有限.
注 2.1 如果取 E = E′ = En, ϕ = [2], 则

0 → E(Q)/2E(Q) → S(2)(E/Q) → XE/Q[2] → 0

是正合的.
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记 s(n) 为满足

|S(2)(E/Q)| = 22+s(n)

的整数,其中 S(2)(E/Q)为同余椭圆曲线 E 的 2-Selmer群. 非负整数 s(n)称之为同余椭圆曲线 E 的

2-Selmer 秩. 用 r(n) 表示 En(Q) 的算术秩. 则有明显的不等式

0 6 r(n) 6 s(n).

因此, 对于无平方因子的正整数 n, 如果 s(n) = 0, 则 n 是非同余数.
定义 2.3 假设 n ∈ N 无平方因子, n′ 是 n 的奇数部分, 且 n′ = p1 · · · pm 是其素因子分解. 设

A = A(n) = (aij) 为 m×m 阶矩阵, 系数满足

aij =

[
pj
pi

]
, 当 i ̸= j 时,

而 aii = [n
′/pi

pi
], 其中 [ ·· ] 是取值在 F2 上的 Legendre 符号. 再设 Du = diag([ upi

]), 其中 u ∈ {−1,±2}.
Monsky 矩阵 Mo 和 Me 分别定义为

Mo :=

A+D2 D2

D2 A+D−2

 ,

Me :=

 D2 A+D2

AT +D2 D−1

 .

上面所有矩阵都定义在 F2 上.
Monsky (参见文献 [8, 附录]) 证明了以下 s(n) 的公式:

s(n) =

2m− rankF2(Mo), 若 (2, n) = 1,

2m− rankF2(Me), 若 (2, n) = 2,
(2.1)

s(n) =

偶数, 如果 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8),

奇数. 如果 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8).
(2.2)

对于同余椭圆曲线, 假设 BSD 猜想成立, 则有
(1) L(En, 1) ̸= 0 当且仅当 En(Q) 是有限的, 当且仅当 n 是非同余数;
(2) 当 En(Q) 有限时, 有如下等式:

L(En, 1) =
ΩEn · |XEn | ·

∏
cp

|En(Q)|2
.

下面按照模 8 余 1, 2, 3 的情形来讨论.
(I) 模 8 余 1 的情形
考虑两个二次型 f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 32z2 和 g(x, y, z) = 2x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz. 一个重要的事

实是, 它们在同一个种 (genus) 里, 并且是这个类数为 2 的种里的 2 个代表元. 记

rf (n) = #{(x, y, z) | x, y, z ∈ Z, n = f(x, y, z)},

rg(n) = #{(x, y, z) | x, y, z ∈ Z, n = g(x, y, z)}.

作为定理 1.2 的推论, 有如下结果:
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推论 2.1 假设 n 为无平方因子的奇数, 如果 rf (n) ̸= rg(n), 则解析沙群的阶由如下公式给出:

|XEn | =
(
rf (n)− rg(n)

2σ0(n)

)2

,

这里 σ0(n) 表示 n 的正因子的个数. 假设 BSD 猜想成立, 则上式右边的值给出沙群的阶.
为了减少过多记号的引入, 本文用同样的记号 X 来表示解析沙群与算术沙群. 当然, 假设 BSD

猜想成立, 这两个群是一样的.
猜想 2.1 在所有 p ≡ 1 (mod 8) 的素数构成的集合中, 满足 r4(K2OF ) = 1 的素数构成的子

集合具有密度 1
2 , 满足 r8(K2OF ) = 1 的素数构成的子集合具有密度 1

4 . 一般地, 当 n > 1 时, 满足

r2n+1(K2OF ) = 1 的素数构成的子集合具有密度 1
2n , 这里 OF 是 F = Q(

√
p) 的整元环.

表 1 的数据分别显示了前 1,000 个和前 10,000 个模 8 余 1 的素数 r2n = r2n(K2OF ) 的分布情形.
当 n = 1 时, 上述猜想成立. 事实上, 根据文献 [1, 17] 中结果, 当 p ≡ 1 (mod 8) 时, r4(K2OF ) = 1

等价于 p = x2 +32y2, 这样由 Chebotarev密度定理就可以推导出在 p ≡ 1 (mod 8) 的素数构成的集合

中满足 r4(K2OF ) = 1 的素数构成的子集合具有密度 1
2 . 换而言之, 在 p ≡ 1 (mod 8) 的素数构成的集

合中非同余数的密度大于等于 1
2 . 如果上述猜想对 n = 2 时成立的, 利用定理 1.4, 我们推导出非同余

数的密度大于等于 3
4 .

引入记号

P = {p,素数 | p ≡ 1 (mod 8)},

P (4n) = {p ∈ P | 4n ∥#XEp
}.

猜想 2.2 对于任意算术级数 A,如果 A∩P 是无限集合,则 A∩P 中同余数是具有 0密度的无限

子集.
特别地, P 中同余数是具有 0 密度的无限子集. 这是大家早就相信但是难以证明的结论.
下面从沙群的角度来引入一个猜想. 当 n = 0 时,

P (1) = P (40) = {p ∈ P | #XEp 为奇数}.

我们知道, p ∈ P (1) 当且仅当 p 是同余数.
猜想 2.3 (1) 集合 P (1) 有无限多个元素并且有渐近公式

#{p ∈ P (1) | p 6 x} ∼ cx
3
4 (log x)−

5
8 ,

这里 0.2 < c < 0.21 是一个常数. 特别地, P (1) 在 P 中是具有 0 密度的无限子集.
(2) 对于任意整数 n > 1, P (4n) 在 P 中的密度为 1

2n .
本文作者推测如下问题的答案是肯定的.
问题 2.1 (1) 集合 P (1) 有无限多个元素, 其对应的椭圆曲线的沙群是平凡的吗?

(2) 进一步地, 集合 P (1) 中对应的椭圆曲线的沙群非平凡的子集在 P (1) 中是 0 密度吗? 如果不
是 0 密度, 这个密度是多少?

表 1 猜想 2.1 的数值结果

r22 = 1 r23 = 1 r24 = 1 r25 = 1 r26 = 1 r27 = 1 r28 = 1 r29 = 1 r210 = 1 r211 = 1 r212 = 1 r213 = 1 r214 = 1 r215 = 1

1,000 494 252 127 57 29 16 12 8 3 0 1 1 0 0

10,000 4,960 2,464 1,217 611 315 165 81 44 25 16 5 2 1 1
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表 2 是猜想 2.3(2) 的一些数值结果: 第 2 和 3 行分别是前 1,000 个和前 10,000 个模 8 余 1 的素
数满足 4m ∥#X 的分布数据, 为了方便起见, 这里将XEp 简记为X.

前面用 r2n 表示 r2n(K2OF ). 对于一个正整数 n, 记 δ2n 为满足 r2n = 1 和 r2n+1 = 0 的素数个数.
下面的表 3 和 1 实际是同一组数据, 是表 1 的另外一种统计方法.

表 2 和 3 分别是关于沙群和 K2 群的. 可是, 让人意外的是第 2 和 3 列的数值结果完全一致, 这
意味着 Birch-Tate 猜想和 BSD 猜想存在着紧密联系.

Birch-Tate 猜想 设 F 是全实数域, ζF 为该域的 Dedekind ζ 函数, w2(F ) 表示 F (
√
F ) 中单位

根的个数. 那么

#K2OF = w2(F ) · |ζF (−1)|.

注 2.2 Mazur-Wiles和Wiles在 Iwasawa主猜想方面的工作可以推导出 Birch-Tate猜想的奇部
分成立. 文献 [3] 表明, 对 Abel 数域, 这个猜想的偶部分也成立.

现在来解释前面的现象. 实际上, 根据文献 [19] 的结果, 有如下定理:
定理 2.2 设 p ≡ 1 (mod 8) 为素数, F = Q(

√
p), Ep 为方程 Y 2 = X3 − p2X 定义的椭圆曲

线. 则

(1) 8 ∥#(K2OF ) 当且仅当

4 ∥#X(Ep),

这里X(Ep) 表示解析沙群, 下同;

(2) 16 ∥#(K2OF ) 当且仅当

16 ∥#X(Ep);

(3) 32 | #(K2OF ) 当且仅当

64 | #X(Ep),

或者 Ep 的 Mordell-Weil 群的算术秩等于 2.
问题 2.2 对算术沙群证明上述定理中的 (1)–(3).

定理 2.3 设 p ≡ 1 (mod 8) 为素数, F = Q(
√
p), Ep 为方程 Y 2 = X3 − p2X 定义的椭圆曲

线. 则

(1) 8 正好整除 w2(F ) · ζF (−1) 当且仅当 4 正好整除

L(E, 1)(#E(Q)tor)
2

ΩERE

∏
p|N cp

;

表 2 猜想 2.3(2) 的数值结果

p ≡ 1(8) 4 || #X 42 || #X 43 || #X 44 || #X 45 || #X 46 || #X rf = rg

1,000 506 242 114 20 0 0 118

10,000 5,040 2,496 1,186 461 66 1 750

表 3 表 1 的另一种统计方法

δ2 δ22 δ23 δ24 δ25 δ26 δ27 δ28 δ29 δ210 δ211 δ212 δ213 δ214 δ215

1,000 506 242 125 70 28 13 4 4 5 0 2 0 1 0 0

10,000 5,040 2,496 1,247 606 296 150 84 37 19 9 11 3 1 0 1
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(2) 16 正好整除 w2(F ) · ζF (−1) 当且仅当 16 正好整除

L(E, 1)(#E(Q)tor)
2

ΩERE

∏
p|N cp

;

(3) 32 整除 w2(F ) · ζF (−1) 当且仅当 64 整除

L(E, 1)(#E(Q)tor)
2

ΩERE

∏
p|N cp

,

或者 Ep 的 Mordell-Weil 群的算术秩等于 2.

下面考虑 Mordell-Weil 群的算术秩.
猜想 2.4 用 P (t, s) 表示满足下面条件的全体无平方因子的正整数 n 构成的集合:

(1) n 恰有 t 个不同的奇素因子;
(2) n ≡ 1 (mod 8);
(3) s(n) = s.

而 P (t, s, r) 表示 P (t, s) 中满足 r(n) = r 的所有 n 构成的子集.
那么 P (t, s, 0) 在 P (t, s) 中的密度是 1, 并且对于任意偶数 0 6 r 6 s(n), 都有

#P (t, s, r) = ∞.

例 2.1 考虑形如 n = pq 且满足 p ≡ q ≡ 1 (mod 8) 和 (pq ) = 1 的正整数, n = pq, p ≡ q ≡ 1

(mod 8), (pq ) = 1, 此时, Mo = 0, 所以 s(n) = 4.

(1) n = 17 · 257 : r = 0;
(2) n = 17 · 89 : r = 2;
(3) n = 409 · 809 : r = 4.
(II) 模 8 余 2 的情形
与前面类似, 二次型 s = s(x, y, z) = x2 + 4y2 + 32z2 和 t = t(x, y, z) = 4x2 + 4y2 + 9z2 − 4yz 是类

数为 2 的同一个种里的 2 个代表元. 记

rs(n) = #{(x, y, z) ∈ Z3 | n = s(x, y, z)},

rt(n) = #{(x, y, z) ∈ Z3 | n = t(x, y, z)}.

下面的结果也是定理 1.2 的推论.
推论 2.2 假设 n ≡ 2 (mod 8) 为无平方因子的正整数, 如果 rs(n/2) ̸= rt(n/2), 则解析沙群的

阶由

|XEn | =
(
rs(n/2)− rt(n/2)

2σ0(n/2)

)2

给出. 假设 BSD 猜想成立, 上述公式也给出了沙群的阶.

如果 n = 2p ≡ 2 (mod 8), 其中 p 为奇素数, 则有如下 3 种情形:

p ≡ 5 (mod 8), p ≡ 9 (mod 16), p ≡ 1 (mod 16).

定理 2.4 [7] (1) (Genocchi, 1855) 设素数 p ≡ 5 (mod 8), 则 2p 不是同余数.
(2) (Bastien, 1915) 设素数 p ≡ 9 (mod 16), 则 2p 不是同余数.
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但是 Bastien 之后一百多年, p ≡ 1 (mod 16) 情形哪怕是猜想的结论也没有出现. 在文献 [19] 给
出同余数新的判别法后, 本文作者证明了如下结果:
定理 2.5 设 p ≡ 1 (mod 16) 是素数. 如果 h(−p) ̸≡ h(−2p) (mod 16), 则 2p 不是同余数.
接下来解释为什么之前没有 p ≡ 1 (mod 16) 情形的结果. 对于 p ≡ 1 (mod 16), 有

16 | rs(p)− rt(p).

如果 rs(p) ̸= rt(p), 并假设 BSD猜想成立, 则得 16 | #XE2p , 而之前所有同余数 (非同余数)方面的结
果都是 #XE2p 偶部分至多是 4. 因为以前的方法处理不了 16 | #XE2p 的情形.

再看前面 7 个模 16 余 1 的素数. 17, 97, 113, 193, 241, 257, 337, . . . , 其中仅有 2 · 241 是非同余数,
这是一个非常令人困惑的现象.因为,我们应该相信, 在所有 p ≡ 1 (mod 16)的素数集合中, 2p是同余
数的子集是 0 密度. 可是, 这里居然大部分都是同余数. 其实这是数据样本小的原因, 随着选取的范围
不断扩大, 2p 是同余数的 p 会越来越稀疏.

考虑当 p ≡ 1 (mod 16) 为素数时, 如何计数 2p 这样的同余数. 先引入记号

Q = {p,素数 | p ≡ 1 (mod 16)},

Q(4n) = {p ∈ Q | 4n ∥#XE2p}.

当 n = 0 时,
Q(1) = Q(40) = {p ∈ Q | #XE2p 为奇数}.

我们知道, p ∈ Q(1) 当且仅当 2p 是同余数.
猜想 2.5 (1) 集合 Q(1) 有无限多个元素并且有渐近公式

#{p ∈ Q(1) | p 6 x} ∼ cx
3
4 (log x)−

5
8 ,

这里 0.16 < c < 0.17 是一个常数. 特别地, Q(1) 在 Q 中是具有 0 密度的无限子集.
(2) 对于任意整数 n > 1, Q(4n+1) 在 Q 中的密度为 1

2n .
表 4 给出了猜想 2.5(2) 的一些计算结果. 如表 2, 这里将XE2p 简记为X.
问题 2.3 (1) 集合 Q(1) 有无限多个元素, 其对应的椭圆曲线的沙群是平凡的吗?
(2) 进一步地, 集合 Q(1) 中对应的椭圆曲线的沙群平凡的子集在 Q(1) 中是 0 密度吗? 如果不是

0 密度, 这个密度是多少?
与前面一样, 推测 (1) 的答案是肯定的.
Pizer [15] 给出了下列结果:

h(−p) + h(−2p) ≡ p− 1

2
(mod 8). (2.3)

假设 (2.3) 是 h(−p) 和 h(−2p) 之间模 8 唯一的关系. 在模 16 意义下, (h(−p), h(−2p)) 共有 8 种可能
的取值:

X = {(0, 0), (0, 8), (4, 4), (4, 12), (8, 0), (8, 8), (12, 4), (12, 12)},

表 4 猜想 2.5(2) 的数值结果

p ≡ 1 (mod 16) 16 ∥#X 64 ∥#X 256 ∥#X 1024 ∥#X 4096 ∥#X rs(p) = rt(p)

1,000 507 196 34 0 0 263

10,000 4,982 2,356 888 164 2 1,608
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其中 4 个满足 h(−p) ̸≡ h(−2p) (mod 16).

猜想 2.6 设 S = {p ∈ Q | h(−p) ̸≡ h(−2p) (mod 16)}, 则 S 在 Q 中的密度为 1
2 . 表 5 是数值

依据.

猜想 2.6 可以由下面的猜想推导出:
猜想 2.7 任取 (a, b) ∈ X, 令

S(a,b) = {p ∈ Q | (h(−p), h(−2p)) ≡ (a, b) (mod 16)},

则 S(a,b) 在 Q 中的密度为 1
8 .

猜想 2.8 用 Q(t, s) 表示满足下面条件的全体无平方因子的正整数构成的集合:

(1) n 恰有 t 个不同的奇素因子;

(2) n ≡ 2 (mod 8);

(3) s(n) = s.
而 Q(t, s, r) 表示 Q(t, s) 中满足 r(n) = r 的所有 n 构成的子集.

那么 Q(t, s, 0) 在 Q(t, s) 中的密度是 1, 并且对于任意偶数 0 6 r 6 s(n), 都有

#Q(t, s, r) = ∞.

例 2.2 考虑形如 n = 2pq 且满足 p ≡ q ≡ 1 (mod 8), (pq ) = 1 的正整数, n = 2pq, p ≡ q ≡ 1

(mod 8), (pq ) = 1, 此时, Me = 0, 所以, s(n) = 4.

(1) n = 2 · 17 · 137: r = 0.

(2) n = 2 · 17 · 281: r = 2.

(3) n = 2 · 17 · 1361: r = 4.

(III) 模 8 余 3 的情形

下面是一个经典的结果.
命题 2.1 [7] (Genocchi, 1855) 设 p ≡ 3 (mod 8) 是素数, 则 p 是非同余数.

文献 [19] 证明了下面的结果:
定理 2.6 (1) 设 p ≡ 1, q ≡ 3 (mod 8) 是两个素数. 如果 h(−pq) ̸≡ h(−p) (mod 8), 则 pq 不是同

余数.

(2) 设 p ≡ 5, q ≡ 7 (mod 8) 是两个素数. 如果 ( qp ) = −1, 或者 ( qp ) = 1, h(−pq) ≡ 4 (mod 8), 则 pq

不是同余数.

对于模 8余 3的情形,可以提出类似的猜想.但是由于有命题 2.1,我们需要考虑两个素因子乘积,
参考定理 2.6.
猜想 2.9 取定一个素数 p, 则在所有形如 pq ≡ 3 (mod 8) 的整数中, 有无穷多个同余数, 而且渐

近公式也具有猜想 2.5 同样的形式.

对沙群也有类似的猜想.

表 5 猜想 2.6 的数值结果

p ≡ 1 (mod 16) h(−p) ≡ h(−2p) (mod 16)

1,000 493

10,000 5,018
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猜想 2.10 用 R(t, s) 表示满足下面条件的全体无平方因子的正整数构成的集合:
(1) n 恰有 t 个不同的奇素因子;
(2) n ≡ 3 (mod 8);
(3) s(n) = s.

而 R(t, s, r) 表示 R(t, s) 中满足 r(n) = r 的 n 构成的子集.
那么 R(t, s, 0) 在 R(t, s) 中的密度是 1, 并且对于任意偶数 0 6 r 6 s(n), 都有

#R(t, s, r) = ∞.

致谢 感谢审稿人仔细阅读本文并提出了很好的修改意见.
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