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摘要 本文讨论反射天线面设计中出现的一个偏微分方程, 这是一个完全非线性 Monge-Ampère型方

程. 我们先给出一个广义解的定义,然后介绍如何得到广义解的存在性、唯一性和正则性,最后我们给

出求数值解的一个方法.

关键词 反射天线 Monge-Ampère 方程 解的存在性

MSC (2010) 主题分类 78A50, 35J96, 35J66

1 引言

我们考虑的模型是同步静止卫星上的一个反射天线. 以卫星上的信号发射器为坐标原点, 光线或

无线信号从原点出发. 反射天线是一个曲面 Γ, 在极坐标下表示为

Γ = {x · ρ(x) : x ∈ Ω}, (1.1)

其中 Ω 为单位球面 S2 上的一个连通区域. 我们要求光线经 Γ 反射后照到地球上的一个给定区域, 比

如中国版图. 以卫星为原点, 以中国版图为基形成一个锥. 这个锥和以坐标原点为中心的单位球面的

相交面记为 Ω∗ ⊂ S2. 假设从原点出发的光线在 Ω 上的能量分布为函数 f , 光线经反射后在 Ω∗ 上的

能量分布为 g. 再设在反射过程中没有能量损失, 则我们有能量守恒∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω∗
g(y)dy. (1.2)

我们考虑的数学问题是, 给定单位球面上的两个互不相交的区域 Ω, Ω∗, 以及定义在 Ω, Ω∗ 上的两个

非负函数 f , g, 满足条件 (1.2). 问是否存在反射面 Γ, 使从原点 O 处发出的具有能量分布 f 的光线,

经 Γ反射后覆盖区域 Ω∗,并且在区域 Ω∗ 上具有能量分布 g. 如果 Γ存在,我们进一步问 Γ是否唯一,

并且当 f , g 等已知量满足适当条件时, Γ 是否为光滑.

这是一个很实际的问题, 因此我们也想知道如何求出 Γ 的数值解.

本文的目的就是讨论上面提出的问题,注意上述问题中 Ω, Ω∗ 和 f , g 都任意给定. 一种特殊情形

是 Ω∗ 为一点, 这时 Γ 必为抛物面, 因为仅有抛物面才能把所有从原点出发的光线反射到同一方向.
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基于其应用背景, 这一问题在二战后受到很多研究, 比如英国以 Westcott 为首的研究小组发表了

一系列文章,具体参见文献 [1]. 从 20世纪 80年代以来, Oliker和他的学生也发表了一系列文章 [2]. 也

可以参考文献 [3].

我们先推导出 Γ 满足的偏微分方程. 设 x 为从原点出发的一条光线, 它可看成一个单位向量, 也

可以看成单位球面 S2 上的一点. 光线 x 在 Γ 上的点 x · ρ(x) 处反射后, 反射方向为

T (x) = x− 2⟨x, n⃗⟩n⃗, (1.3)

其中

n⃗ = (∇ρ− ρx)/
√
ρ2 + |∇ρ|2 (1.4)

为 Γ 在点 x · ρ(x) 处的单位法向量, ⟨·, ·⟩ 为 R3 中的标准内积, 即

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + x3y3.

记 ∇ 为球面 S2 上的协变导数, 因此可以算出

T (x) =
2ρ∇ρ+ (−ρ2 + |∇ρ|2)x

ρ2 + |∇ρ|2
=

∇ρ+ (η̃ − ρ)x

η̃
,

其中 η̃ = 1
2ρ (ρ

2 + |∇ρ|2).
在研究这个问题时, 我们设 Ω 上任意不相交的两个子区域里的光线在反射后不重复, 则光线反射

T : Ω → Ω∗ 是一个坐标变换. 因此对 Ω 中的任意子区域 ω ⊂ Ω, 有∫
ω

f(x)dx =

∫
T (w)

g(y)dy =

∫
ω

g(T (x))|det J |dx, (1.5)

其中第一式根据能量守恒, 第二式是由积分的坐标变换而来. 我们记 J 为坐标变换 T 的 Jacobi 矩阵.

由于 ω 为任意的子区域, 故我们有方程

det J = f(x)/g(T (x)), x ∈ Ω. (1.6)

(1.6) 左边为矩阵 J 的行列式. 直接计算 det J 很复杂, 但通过微分几何的协变导数可以算出

det J = η−2 det(∇iju+ (u− η)δij), (1.7)

其中

u =
1

ρ
, η =

|∇u|2 + u2

2u
,

∇ij 为 S2 上相对于标准正交基的二阶协变导数, δij 为标准的 Kronecker’s delta 符号, 即 δij = 1, 当

i = j 时; δij = 0, 当 i ̸= j 时. 因此, 我们得到方程

η−2 det(∇iju+ (u− η)δij) = f(x)/g(T (x)), ∀x ∈ Ω. (1.8)

这是一个 Monge-Ampère 方程, 边界条件是

T (∂Ω) = ∂Ω∗, (1.9)
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也就是映射 T 将边界 ∂Ω 映到边界 ∂Ω∗. 这是一种很特殊的边界条件, 在研究其他偏微分方程中还没

有出现过. Monge-Ampère方程 (1.8)是一类完全非线性方程. 因此边值问题 (1.8)和 (1.9)是研究其他

偏微分方程的人所不熟悉的问题.

第 2节先简单介绍一下 Monge-Ampère方程. 在第 3节中, 我们讨论问题 (1.8)和 (1.9)的解的存

在唯一性. 第 4 节讨论解的正则性. 这些想法都来源于文献 [4], 它们后来被应用到更一般的最优运输

问题 [5]. 第 5 节把求方程 (1.8) 和 (1.9) 的数值解的问题转化成一个线性优化问题 [6].

本文的目的是向有兴趣的读者介绍这一问题的数学研究进展, 我们仅给出证明的基本思想, 有关

细节请参见文献 [4,6]. 基于这些思想,近距离光线反射问题也取得了相应的结果,比如 Karahanyan和

汪徐家证明了解的存在性和光滑性; 刘佳堃证明了近距离光线反射可化为非线性优化问题; Gutiérrez

等人则研究了相应的光线折射问题并证明了类似的结果.

2 Monge-Ampère 方程

经典的 Monge-Ampère 方程为

detD2u = f(x, u,Du), ∀x ∈ U, (2.1)

其中 D2u = {uxixj} 为 u 的 Hessian 矩阵, U 为 Rn 中的区域. 这个方程关于最高阶导数为非线性, 这

类方程被称为完全非线性方程. Monge-Ampère 方程应用非常广泛, 下面举几个例子.

例 1 设 M = (x, u(x)) 为 Rn+1 中的超曲面, 则 M 的 Gauss 曲率为

K =
detD2u

(1 + |Du|2)n+2
2

.

因此, 方程 (2.1) 包含预定 Gauss 曲率方程为特例, 其中最知名的问题是 Minkowski 问题 [7].

例 2 在仿射几何里, 仿射球面满足经典的 Monge-Ampère 方程, 仿射极大曲面满足一个由

Monge-Ampère 方程和线性化 Monge-Ampère 方程组成的方程组 [7].

例 3 最优运输问题中的位势函数满足 Monge-Ampère方程. 特别是当运输成本函数为 c(x, y) =

|x− y|2, 则相应的方程就是经典的 Monge-Ampère 方程 (2.1) [5].

例 4 一个经典的几何问题是一个二维的 Riemann 流形是否可以局部等距嵌入到 R3 中, 这个

问题也可以化为 Monge-Ampère 方程的解的存在性. 这个问题至今尚未完全解决.

还有许多其他完全非线性方程也都可以归结为 Monge-Ampère 方程家族的成员, 比如复 Monge-

Ampère 方程、k-Hessian 方程和 k- 曲率方程等. 这些方程也都有变分结构. 由于 Monge-Ampère 方

程的众多应用, 它吸引了许多著名数学家的研究, 从早期的 Lewy 和 Aleksandrov 到后来的 Calabi,

Pogorelov, Nirenberg, Heinz,郑绍远和丘成桐,特别是 20世纪 90年代 Caffarelli做了一系列重要工作.

但国内仅有少数几个人从事 Monge-Ampère 方程的研究, 比如复旦大学的洪家兴教授.

因为 Monge-Ampère 方程为完全非线性, 研究起来困难很大, 比如一个核心问题是对任何的光滑

函数 f 定义在单位圆 B1(0) 上, 方程 (2.1) 在原点附近的一个邻域 Br(0) 上是否有一个光滑解. 注意

这里 r > 0 可以任意小, 并且对解不加任何边界条件. 这一问题至今尚未完全解决.

但如果我们限制到椭圆型 Monge-Ampère 方程, 则到目前为止已经取得比较满意的结果. 对一个

一般形式的偏微分方程

F [u] =: F (D2u,Du, u, x) = 0, (2.2)
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我们说 F 在函数 u 处为椭圆, 如果矩阵{
∂F

∂rij
(r, p, z, x)

}
> 0, (r, p, z, x) = (D2u(x), Du(x), u(x), x). (2.3)

上面公式中 F 看成变量 r = {rij}, p ∈ Rn, z ∈ R 和 x ∈ U 的函数.

类似地, 如果矩阵 { ∂F
∂rij

}(D2u,Du, u, x) < 0, 则方程 (2.2) 也是椭圆的, 因为做变换 F [u] → −F [u]
就可以使相应的矩阵为正定.

对 Monge-Ampère 方程, 由上面的定义, 它为椭圆当且仅当矩阵 D2u 的代数余子式为正定 (或负

定), 这等价于 D2u 本身为正定 (或负定), 也即当且仅当 u 为一致凸函数 (或凹函数).

当 u 为一致凸函数时, detD2u = f > 0, 反之当 f > 0 时, 我们也可以限制到椭圆方程进行研究.

研究椭圆方程的最大优势是它满足极大值原理. 当 Monge-Ampère方程 (2.2)为椭圆时,它的 Dirichlet

问题和 Neumann 问题都已解决 [7]. 相应于 (1.9) 的边界条件是

Du(∂U) = ∂V, (2.4)

其中 U 和 V 为给定的区域.当 U , V 和 f 满足适当的条件时,问题 (2.1)和 (2.4)解的存在性、唯一性

和正则性也都已解决, 可参见文献 [8–10]. 关于 Monge-Ampère 方程的进一步讨论, 可参见文献 [7,11].

3 方程 (1.8) 和 (1.9) 的广义解的存在性和唯一性

现在回到方程 (1.8). 利用 (2.3), 方程 (1.8) 为椭圆当且仅当矩阵

M =: {∇iju+ (u− η)δij} (3.1)

为正定或负定. 从应用中我们有 f, g > 0, 故我们可以限制到椭圆方程. 下面我们刻画一下满足性质

M > 0的曲面的几何性质. 首先注意到以单位向量 y0 为轴线的抛物面 P 可表示为 P = {x · p(x) : x ∈
S2}, 其中

p(x) =
c

1− ⟨x, y0⟩
, x ∈ S2, (3.2)

这里 c 为正常数. 函数 p 的极小值在 x = −y0 时达到. 因此 1
2c 是抛物面 p 到原点的距离. 由于抛物

面把所有光线反射到同一方向, 故对应的 Jacobi 矩阵恒为 0.

现在设 Γ 为由 (1.1) 给出的曲面. 在 Γ 上任意一点 x0 · ρ(x0) 处, 都存在一个抛物面 P 和 Γ 在

x0 · ρ(x0) 处相切. 如果 Γ 在 x0 · ρ(x0) 处为 C1 光滑, 则这个抛物面为唯一. 如果矩阵 M > 0, 则由上

面叙述的抛物面的性质可知, 在点 x0 · ρ(x0) 附近, 我们有ρ(x0) = p(x0),

ρ(x0) 6 p(x).
(3.3)

由抛物面的性质可以进一步证明, 如果 (3.3) 对任何 x0 ∈ Ω 以及 x 在 x0 附近成立, 则 (3.3) 对任何

x0 ∈ Ω 以及 x ∈ Ω 都成立. 因此我们引入如下定义.

定义 1 设 Γ 为 (1.1) 给出的曲面, x0 为 Ω 中一点. 如果存在抛物面 P = {x · p(x) : x ∈ S2},
使得 (3.3) 对任何 x ∈ Ω 都成立, 则称 P 为 Γ 在点 x0 · ρ(x0) 处的支撑抛物面. 如果对于任意的点

x0 ∈ Ω, 曲面 Γ 在点 x0 · ρ(x0) 都有一个支撑抛物面, 则我们称 Γ 为 r- 凸.
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r- 凸只是一个术语, 为的是下面的叙述方便, 在文献 [4] 中我们称之为容许的 (admissible). 这里

我们用文献 [5]中的术语.为方便起见,如果 Γ为 r-凸,则我们也称函数 ρ和 u = 1/ρ为 r-凸,其中 ρ

为 (1.1) 中的函数.

上面的定义中设矩阵 M 为正定, 如果 M 为负定, 按我们的定义, 方程 (1.8) 也是椭圆的, 这时

(3.3) 改为 ρ(x0) = p(x0),

ρ(x0) > p(x).
(3.4)

满足 (3.4) 的曲面我们称之为 r- 凹.

在讨论问题 (1.8) 和 (1.9) 的解的存在性之前, 我们先了解一下边值条件 (1.9). 这个条件只有在

反射面光滑的时候才会满足. 一般情况下解并不都光滑, 边界条件 (1.9) 也不总是严格满足, 比如下面

几个例子.

例 5 设 Ω∗ = Ω∗
1 ∪ Ω∗

2, 即 Ω∗ 为两个不相交区域的并. 设所有的量都关于平面 x1 = 0 对称, 并

且解也关于 x1 = 0 对称, 这时由于 Ω∗
1 和 Ω∗

2 不相交, 故解 Γ 沿 x1 = 0 不全光滑, 而是有一条折线.

例 6 设 Ω∗ 为一个环, Ω 为一个圆, 并设所有的量都是旋转对称. 则解 Γ 在点 (0, 0, ρ(e3)) 处必

然形如一个锥, 其中 e3 = (0, 0, 1) 是 S2 上的北极点.

例 7 设 Ω 为一个环, Ω∗ 为一个圆, 所有量都关于 x3 轴旋转对称. 则 Γ 必将环 Ω 的内边界的

点映到 Ω∗ 内的北极点.

其实, 即使 Ω∗ 是一个经典意义下严格凸的区域, Ω 为一个圆, f 和 g 都为正的光滑函数, 我们也

可以找到例子使得解不一定光滑 [4]. 故我们必须引进弱解的概念.

关于弱解, 对线性和拟线性方程, 一般都是在 Sobolev 空间或者相关的空间中定义的. 但 Monge-

Ampère 方程为完全非线性, 我们不能利用 Sobolev 空间, 必须利用方程本身的特性来引进弱解.

对于经典的 Monge-Ampère方程, Aleksandrov引进了广义解的概念. 对于方程 (1.8),我们参照经

典的 Monge-Ampère 方程广义解的定义, 并结合方程 (1.8) 的光线反射背景来引入一种广义解.

对一个以原点为焦点的抛物面 P , 它总可以写成 (3.2) 的形式. 其中向量 y0 为 P 的轴线方向, 从

原点出发的所有光线都被反射到轴线方向. 利用这一性质, 对任意 r- 凸曲面 Γ, 我们都可以引进一个

多值映射, 它是光线反射 T 这个映射的推广.

对任意一点 q0 = x0 · ρ(x0) ∈ Γ, 令 T̃ (x0) 为点 q0 处 Γ 的所有支撑抛物面的轴线方向的集合. 对

任意子集 ω ⊂ Ω, 记 T̃ (ω) =
∪

x∈ω T̃ (x). 再记

µ(ω) = µρ,g(ω) =

∫
T̃ (ω)

g(y)dy. (3.5)

可以证明, µ 为 Ω 上的一个测度.

定义 2 我们说 Γ 是方程 (1.8) 的广义解, 如果对任意 Borel 可测集合 ω ⊂ Ω, 都有

µ(ω) =

∫
ω

f(x)dx, (3.6)

也即 µ = fdx.

(3.6) 只不过是将 (1.5) 推广到非光滑 r- 凸函数的情形. 要从数学上证明这样的定义合理, 需要说

明不相交子集在映射 T̃ 下的像集的交集测度为 0. 关于边界条件 (1.9) 我们要求的是反射后的光线如
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果不在 Ω∗ 中, 则这样的光线的能量总和为 0. 另一方面, 由能量守恒条件, 我们要求反射光线覆盖整

个区域 Ω∗, 因此边界条件应该写成

Ω∗ ⊂ T (Ω), |{x ∈ Ω : T (x) ̸∈ Ω∗}| = 0, (3.7)

其中 T (Ω) 为 T (Ω) 的闭包, |Ω∗| 记集合 Ω∗ 的测度.

利用上述定义, 我们把问题 (1.8) 和 (1.9) 的解化为问题 (3.6) 和 (3.7) 的解. 为了求 (3.6) 和 (3.7)

的解, 我们先证明测度 µ = νρ,g 的弱收敛性, 即如果有一列 r- 凸函数 ρk → ρ0 > 0, gk 为一列一致有

界可测函数, 设在 L1(Ω∗) 中, gk → g0, 则测度

µρk,gk
弱
⇀ µρ0,g0 .

这个弱收敛性是研究广义解的基础. 利用这个弱收敛性, 我们可以证明广义解的存在性. 但在考虑解

的存在性之前, 我们注意到如果 u 是一个解, 则从方程 (1.8) 可看出对任何正常数 c, 函数 cu 也满足

方程 (1.8). 从 (1.3) 和 (1.4) 也可以看出光线反射映射 T 在函数乘以常数倍后也不变. 因此如果 u 是

(1.8) 和 (1.9) 的一个解, 则 cu 也是它的一个解. 如果 u 是 (3.6) 和 (3.7) 的 r- 凸的非光滑解, 则从定

义不难看出 cu 也是 (3.6) 和 (3.7) 的一个非光滑解.

椭圆偏微分方程的主要特性是满足极大值原理和比较原理. 我们讨论的广义解也满足极大值原理

和比较原理, 因此 Dirichlet 问题的广义解唯一. 对于边值问题 (3.6) 和 (3.7), 我们也可以证明解在相

差一个常数倍的情况下是唯一的.

定理 3 设 Ω, Ω∗ 为单位球面 S2 上两个不相交的区域, 设 f , g 为 Ω, Ω∗ 上的两个正函数并满足

条件 (1.2), 则问题 (3.6) 和 (3.7) 的 r- 凸广义解在相差常数倍下是唯一的.

证明思想是如果有两个广义解 Γ1 = {x · ρ1(x) : x ∈ Ω} 和 Γ2 = {x · ρ2(x) : x ∈ Ω}, 则可设
{ρ1 > ρ2} 和 {ρ1 < ρ2} 这两个集合非空. 记 ρ = min(ρ1, ρ2), 则 ρ 为 r- 凸并且从原点发出的光线经

Γ = {x · ρ(x) : x ∈ Ω} 反射后覆盖 Ω∗ 并且所有能量都落在 Ω∗ 上. 另一方面, 用 (1 + ϵ)ρ1 代替 ρ1, 并

取适当的 ϵ, 可以说明集合 G := {ρ1 = ρ2} 为零测集但 T̂ρ(G) 为非零测集, 这和 (3.6) 矛盾.

现在我们讨论广义解的存在性.

定理 4 设 Ω, Ω∗, f 和 g 满足定理 3 中的条件, 则问题 (3.6) 和 (3.7) 存在一个 r- 凸广义解.

存在性可以用不同的方法证明 [4, 12]. 但我们觉得文献 [4]中的方法比较简洁. 先对方程 (1.8)作一

小扰动, 即我们考虑方程

η−2 det(∇iju+ (u− η)δij) =
f(x)

g(T (x))
eϵ(u−1), (3.8)

其中 ϵ > 0 为参数. 对 ϵ > 0, 方程 (3.8) 满足边界条件 (1.9) 的下解的集合为非空. 所有下解的上确界

为 r- 凸, 并且是 (3.8) 的一个解. 令 ϵ→ 0, 我们利用弱收敛性就得到广义解的存在性.

上面我们讨论了 r- 凸广义解的存在唯一性. 平行地, 我们也可以得到 r- 凹广义解的存在唯一性.

4 广义解的正则性

下面我们考虑广义解的正则性. 所谓正则性就是问在什么条件下解为光滑. 正则性往往是一个困

难的问题, 做 Monge-Ampère 方程解的正则性往往分成两步. 第 1 步先证明如果 Γ = {x · ρ(x) : x ∈ Ω}
是一个光滑解, 则我们可以证明 ρ 的二阶导数和三阶导数有一个上界, 这个上界仅依赖于能量分布函
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数 f 和 g, 以及区域 Ω 和 Ω∗, 但不依赖于解函数 ρ 本身. 第 2 步是证明广义解 Γ 可以局部用光滑解

逼近, 也就是说 ∀x0 ∈ Ω, ∃ 小圆 Br(x0), 以及一个光滑的序列 ρk, 使得 uk = 1/ρk 满足方程

η−2det(∇ijuk + (uk − η)δij) =
fk(x)

gk(T (x))
, ∀x ∈ Br(x0),

其中 fk → f , gk → g, ρk → ρ. 因为 ρk 为光滑, 故由第 1 步, ρk 的二阶导数和三阶导数有不依赖于 k

的上界. 取极限后, 我们就得到广义解 ρ 的二阶和三阶导数的估计.

关于第 1 步, 我们有如下定理.

定理 5 设 Ω, Ω∗ 为 S2 上两个不相交的区域,设 f , g分别为 Ω, Ω∗ 上的两个正函数,满足 c1 6 f,

g 6 c2. 令 u ∈ C4(Ω) 为方程 (1.8) 在 Ω 中的解. 则我们有下面的先验估计, ∀x0 ∈ Ω, ∃ 常数 C > 0,

仅依赖于 dist(x0, ∂Ω), c1, c2, supΩ |∇2f |, supΩ∗ |∇2g|, 使得

|∇2u(x0)|+ |∇3u(x0)| 6 C.

我们这里没有限制条件 (1.2), 但实际上 (1.2) 是必要条件. 也就是说如果 (1.8) 和 (1.9) 有一个广

义解, 则由定义 3, 条件 (1.2) 必然成立. 二阶导数上界的证明是取一个适当的辅助函数, 在极大值点

利用极大值原理进行计算.这是椭圆方程研究里常用的方法,叫做 Bernstein方法. 二阶导数有界以后,

Monge-Ampère方程具有了一致椭圆的性质,因此利用 Krylov关于完全非线性一致椭圆方程的正则性

理论, 就可以得到三阶导数的界.

关于第 2 步, 我们需要对边界 ∂Ω∗ 加条件.

定义 6 我们称 Ω∗ 关于 Ω 为 r- 凸, 如果对任意点 x0 ∈ Ω, y1, y2 ∈ Ω∗, 关于 x0 的连接 y1 和 y2

的 r- 线落在 Ω∗ 内.

这里 r- 线的定义如下. 令 p1(x) =
c1

1−⟨x,y1⟩ , p2(x) =
c2

1−⟨x,y2⟩ 为满足 p1(x0) = p2(x0) 的两个抛物

面. 记 l 为抛物面 p1 和 p2 的交线, Pt 为过点 x0 · ρ(x0) 并与 l 相切的抛物面的集合, 则所有这样的抛

物面的轴线方向就形成 S2 上的一条曲线, 位于 y1 和 y2 之间的这一段就称为关于 x0 的连接 y1 和 y2

的 r- 线.

定理 7 设 Ω, Ω∗ 为 S2 上两个不相交的区域, f , g 分别为 Ω, Ω∗ 上的两个 C2 光滑正函数. 设 Ω∗

为关于 Ω 中的任意点都为 r- 凸, 则反射曲面 Γ 为 C3 光滑.

证明思想是求方程 (1.8)在任意小圆 Br(x0) ⊂ Ω上的 Dirichlet问题的光滑解. 为此我们要建立这

个 Dirichlet问题的整体先验估计并利用连续性方法. 条件 Ω∗ 关于 Ω为 r-凸使得方程 (1.8)在经典的

意义下满足, 也就是说使得所有的反射光线都落在区域 Ω∗ 中. 当 Ω∗ 不是 r- 凸时, 有可能有能量为 0

的部分光线反射后跑到 Ω∗外面,因此方程 (1.8)在这些点没有意义.可以证明,当 Ω∗关于 Ω不是 r-凸

时, 存在光滑正函数 f , g 使得 Γ 不光滑. 比如说如果我们要求反射光线过于集中在两个点 y1, y2

附近, 但连接 y1 和 y2 的 r- 线又不完全落在 Ω∗ 中, 那么这时反射面 Γ 就不光滑. 从广义解的定义我

们知道 Γ 必为 Lipschitz 连续. 直观上看, Γ 不光滑指的是曲面出现折线, 像函数 u(x) = |x1| 一样.

上面我们讨论了 r-凸的反射面的光滑解,我们当然想知道 r-凹的反射面是否有类似的光滑性质.

答案是没有. 可以证明对任意的区域 Ω, Ω∗, 都存在光滑正函数 f , g 使得反射面 Γ 为非光滑, 即使 Ω∗

关于 Ω 为 r- 凸.

从工程的角度人们会问, 能不能对 f 和 g 加条件, 使得 f , g 满足一定条件后 r- 凹的反射面为光

滑. 我们的答案是不知道. 到目前为止, 我们研究正则性的手法都是在偏微分方程研究的几个框架下

进行. 这个问题超出了我们研究的框架. 对这么一个复杂的方程, 就无从下手了.
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5 反射天线的一个数值解法

由于这个问题的应用背景, 我们还想知道如何求问题 (1.8) 和 (1.9) 的数值解. 研究偏微分方程数

值解是计算数学这个学科的主要内容. 对椭圆方程也已经有了几种比较成熟的方法, 其中最熟知的是

有限元法和有限差分法, 其他的还有求变分极小法和解抛物问题的迭代法等.

但Monge-Ampère方程为完全非线性,上面方法并不一定适用,有些需要加新的限制.研究Monge-

Ampère方程数值解最麻烦的是保持解的凸性 (对反射天线问题我们指的是 r-凸),因为前面我们说过

当解为凸或凹时方程才是椭圆的. 我们知道求解偏微分方程的数值解一般是化为一个代数方程组, 求

解非线性代数方程组都需要利用某个迭代. 求方程 (2.1) 的迭代过程中, 解一旦失去凸性, 迭代一般没

有收敛性, 比如有限元法是最常用的方法, 但对 Monge-Ampère 方程 (2.1), 一般来说根本无法解出系

数. 因为相应的代数方程线性化后的系数矩阵不一定正定. 对于有限差分方法, 也有同样的问题,而且

即使能解出精确的数值解, 误差估计也未必可以建立, 因为可以找到例子说明这个数值解不一定保持

凸性. 原因是通常的差分格式已经丢掉了 Monge-Ampère 方程的一个内在性质, 也就是方程 (2.1) 的

左边为梯度映射 Du 的 Jacobi 矩阵, 方程 (1.8) 的左边为映射 T 的 Jacobi 矩阵.

一个自然的想法是迭代过程中当解失去凸性时, 我们用其凸包来代替, 一个定义在区域 Ω 上的连

续函数 u 在经典意义下的凸包的定义是

û(x) = sup{l(x) : l(x)为线性函数并且 l(x) 6 u(x), ∀x ∈ Ω}.

当然考虑反射面时我们指的是 r- 凸包, 也就是把上面的线性函数换成抛物面. 但从计算的角度来看,

计算一个函数凸包的计算量是很大的,不亚于求一个一致椭圆偏微分方程的数值解 [13]. 研究一个曲面

的凸包是计算几何里的一个基本问题, 已有大量的研究成果, 也有现有的软件可以使用. 但对光线反

射问题, 我们需要的是 r- 凸或 r- 凹, 尚没有任何研究成果.

最近几年已有若干篇文章做 Monge-Ampère 方程 (2.1) 的数值解, 但在数学上的误差估计到目前

为止还没有任何工作, 而且由于上面所说的凸性原因, 并不能完全确信这些文章中的算法真的就对任

意的初始条件都收敛. 某些算法可能仅是对部分初始数据收敛.

另外我们的边界条件 (1.9) 也有别于其他偏微分方程通常考虑的边界条件. 从理论研究的角度来

看, 这个边界条件和 Neumann 边界条件以及斜微商边界条件应归于一类. 处理这个边界条件可以参

考 Neumann 边值问题的方法, 但目前已知的工作还不多.

对于我们的光线反射问题,方程 (1.8)又比经典的 Monge-Ampère方程 (2.1)复杂很多. 方程 (1.8)

是叙述在球面上的, 并利用了微分几何中的协变导数. 如果要把它写成平面上的一个偏微分方程则更

加复杂. 为方便起见, 设 Ω 在北半球, Ω∗ 在南半球. 令 R2 为北半球的切平面. 以原点为心, Ω 为底形

成一个锥, 这个锥和 R2 的交集记成 Ω̂. 再把 Ω 上的函数延拓到整个锥中使 u(tx) = tu(x). 限制这个

延拓后的函数到 Ω̂ 上, 我们得到 û, 则可以计算出 û 在 Ω̂ 上满足方程

(ûx1x1 − α)(ûx2x2 − β)− (ûx1x2 − γ)2 = h, ∀x ∈ Ω̂,

其中

α =
1 + x22

(1 + |x|2)3/2
η, β =

1 + x21
(1 + |x|2)3/2

η, γ =
x1x2

(1 + |x|2)3/2
η,

η =

√
1 + |x|2
2û

[û2x1
+ û2x2

+ (û− x1ûx1 − x2ûx2)
2],
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h = η2(1 + |x|2)−2f(X)/g(T (X)), X =

(
x√

1 + |x|2
,

1√
1 + |x|2

)
.

这个方程很复杂,也给我们做数值解带来很大的麻烦.由于上面所叙述的原因,求反射天线的数值解并

非一件容易的事情.

下面我们介绍文献 [6] 中的一个结果, 它将问题 (1.8) 和 (1.9) 的求解化为一个线性规划问题, 即

一个线性优化问题. 线性优化问题的求解已经很成熟了.

这个转化是建立在下面的变换基础之上的 [4, 14]. 设 ρ 为 Ω 上的一个 r- 凸函数. 记

ρ∗(y) = inf
x∈Ω

1

ρ(x)(1− ⟨x, y⟩)
, y ∈ Ω∗. (5.1)

定理 8 我们有下述结论:

(1) ρ∗ 为 Ω∗ 上的一个 r- 凸函数.

(2) (ρ∗)∗ = ρ, 即

ρ(x) = inf
y∈Ω∗

1

ρ∗(y)(1− ⟨x, y⟩)
, x ∈ Ω. (5.2)

(3) 如果 ρ 是 (1.8) 的解, 则 ρ∗ 为下面方程的解,

η∗2 det(∇ijv + (v − η∗)δij) =
g(y)

f(T ∗(y))
, ∀ y ∈ Ω∗,

其中 v = 1/ρ∗, 且

η∗ =
|∇v|2 + v2

2v
, T ∗(y) = −∇v + (v − η∗)

η∗
.

上面定理说的是 ρ∗ 为 ρ 的对偶, T ∗ 为 T 的逆映射. 分别对 (5.1) 和 (5.2) 求对数, 我们有ψ(y) = inf{−φ(x) + c(x, y)}, y ∈ Ω∗,

φ(x) = inf{−ψ(y) + c(x, y)}, x ∈ Ω,
(5.3)

其中 φ = log ρ, ψ = log ρ∗, c(x, y) = − log(1 − ⟨x, y⟩). 我们发现 (5.1) 正是最优传输问题中的对偶 [15],

c 为其成本函数. 利用最优传输问题中已知的结果, 我们就有如下定理.

定理 9 设 Ω, Ω∗ 为 S2 上两个不相交的区域, f , g 为 Ω, Ω∗ 上的两个正函数且满足条件 (1.2). 记

I(u, v) =

∫
Ω

f(x)u(x)dx+

∫
Ω∗
g(y)v(y)dy.

我们有下面的结论:

(1) 线性泛函 I 在集合 K+ = {(u, v) : u ∈ C(Ω), v ∈ C(Ω∗),并且 u(x) + v(y) 6 c(x, y)} 中存在一
个极大函数对 (φ1, ψ1), 并且 ρ1 = eφ1 是问题 (1.8) 和 (1.9) 的广义 r- 凸解;

(2) 线性泛函 I 在集合 K− = {(u, v) : u ∈ C(Ω), v ∈ C(Ω∗),并且 u(x) + v(y) > c(x, y)} 中存在一
个极小函数对 (φ2, ψ2), 并且 ρ2 = eφ2 是问题 (1.8) 和 (1.9) 的广义 r- 凹解.

函数对 (φ1, ψ1) 为极大函数对是指

I(φ1, ψ1) = sup{I(u, v) : (u, v) ∈ K+}.
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上面的定理说明要求问题 (1.8) 和 (1.9) 的广义解, 我们仅需要求线性泛函 I 在 K+ 上的极大或

K− 上的极小, 从而可把一个完全非线性问题化为一个线性优化问题. 利用第 3 节里面叙述的解的存

在唯一性, 我们知道如果 u 是一个解, 则 cu 也是一个解, 其中 c 为任意正常数. 所以不管要构造多大

尺寸的反射天线, 都可以用同样的计算程序.

我们也需要指出定理 5 给出的方法的一个缺点, 也就是把原来求 Ω 上函数 u 的数值解变成了求

解 Ω×Ω∗ 上的函数组 (u, v) 的数值解, 因此计算量也不小. 不过求泛函 I 的极值问题, 其离散化后为

一个稀疏矩阵, 因此求 (u, v) 的数值解应当利用相关的数值方法.
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A mathematical theory in the reflector antenna design

ZHANG Ting & WANG XuJia

Abstract In this paper, we discuss a partial differential equation arising in the design of a reflector antenna.

It is a fully nonlinear equation of Monge-Ampère type. We first introduce a generalized solution, then consider

the existence, uniqueness and regularity of generalized solutions. Finally, we present an approach to its numerical

solution.
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