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承受斜撞击 的悬臂梁 的

力学分析模型
`

余 同 希
(北京大学力学系

, 北京 10 0 8 7 1 )

摘 要

结构受到飞射物的斜撞击
,

是工程 中经常遇到的重要问题
.

作为理论分析的第

一步
,

本文对刚
一线性强化悬臂梁端部承受刚性块斜撞击的 问题建立了力学分析 模

型
.

这是一个将 aP kr e s
模型与 T a y lo r

模型结合起来的
“ 双铰模型

” ,

其运动受控于

4个非线性代数方程的联立方程组
.

给 出的算例显示了双铰运动的规律和杆端速度

变化的历史
.

关键词 : 斜挂击
,

悬嘴梁
,

刚
一
线性强化

,

双铰模型

一
、

引 言

在许多民用和国防工程中都关心结构在冲击
、

碰撞
、

爆炸等强动载荷作用下的动力响应问

题
.

当施加的动载荷短促而强烈时
,

结构发生的塑性变形通常远较弹性变形为显著
,

这时可以

忽略其弹性性质而采用刚塑性材料模型
。

40 年来
,

对结构刚塑性动力响应的研究已取得极大

进展 (例如可参见新近的综述
L
l’) ; 但已有的研究绝大多数限于结构承受横向载荷的情形

。

事

实上
,

在工程实际中经常遇到结构承受飞射物的斜撞击的问题
.

例如在汽车碰撞事故中
,

即使

对整车而言是迎面正撞击
,

对结构元件而言撞击力通常也是倾斜的 ; 又如在飞行器的软着陆
,

核电站安全壳受飞射物撞击等问题中
,

撞击方向亦可能与结构法线成各种不同的角度
.

对于

结构承受斜撞击的这类问题
,

迄今为止还未见到一种完整的理论模型可以作为分析计算的依

据
。

为了填补结构塑性动力学上这一理论空白
,

作为理论分析泊勺第一步
,

本文 对刚
一

线性强化

悬臂梁端部承受刚性块斜撞击的问题建立了力学分析模型及相应的数学描述
,

并给 出了算例
.

本 文建立的模型有可能推广到较复杂的结构承受斜撞击的分析
,

为动力响应的计算提供理论

基础
.

我们考察的问题如图

本文 1 9 8 9 年 9 月 2 0 日收到
,

* 国家教委博士点基金项目
.

二
、

问 题 和 假 设

所示
.

设有均匀矩形截面悬臂梁
,

长为 L ,

单位长度的质量为 p ,

1 , ,。 年 1 月 12 日收到修改稿
.
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在其自由端受到刚性块 (集中质量 )` 的斜撞击
.

撞击时刚性块的初速度 犷
;。

可分解为轴向

分量U 。
和横向分量O V

.

假设 :

1
.

梁的材料是刚塑性的
,

有微弱的线性强化
,

其线性强化模量 E , 与屈服应力 几 相比量阶

相同或较低 ;

2
.

撞击发生后
,

在梁发生塑性动力响应的时间间

隔内
,

刚性块附着在梁端上并与梁一起运动 ;

3
.

梁的变形运动符合平截面假定
,

忽略剪力对变

形和截面屈服的影响 ;

4
.

截面的内力只有弯矩 M和轴力 N ; 由于已假设

材料的强化很微弱
,

所以仍可近似地按材料的初始屈

服应力 吼 确定截面的塑性极限弯矩 M
。
和塑性极限拉力

线性交互作用来决定
,

即

图 1 承受斜撞击的悬臂梁

N
。 ,

而截面的屈服由弯矩与轴力的

M !
,

}N }
一 -

一 l
~
1~ l一 一 l 一

1
。

M
。

! }N
o
l

( l )

三
、

变 形 模 式

T a

vl o r 〔2 , 曾研究过刚
一

线性强化的圆柱形弹体撞击到一刚性固壁上后塑性扰动传播 的 过

程
.

他指出
,

轴向扰动是以塑性波前 ( p l as it o f r 。 n o 的形式从撞击端传播出去的 ;当材料为线

性强化时
,

塑性波前的移动速度
` , 一 了云不 ;是一个常数

,

这里 马 是线性强化模量
,
0P 是

材料的体积密度
.

对于我们所研究的梁受到斜撞击的问题
,

可以类似于 T ay lo r 模型
,

假设梁

受到的轴向扰动将以塑性波前的形式
,

以常速 。 , 从 自由端 (撞击端 )向梁根部传播
.

对横向撞击引起的扰动在刚塑性悬臂梁内的传播问题
,

50 年代 P a r k e s 【3 , 曾就理想塑性情

形作过分析并给出封闭形式的解析解
.

aP kr e s
解的特点是

,

横向撞击发生后有一个移行塑性

铰从撞击端出发向梁根部移动
,

其间只有移行铰与撞击端之 间的区段具有横同运动速度
.

显

然
,

在 aP kr o s

模型中
,

移行铰正相当于横向扰动的塑性波前
.

作为对 aP kr e s 解的推广
,

tS r on g e
和余同希

〔41 新近分析了刚
一

线性强化悬臂梁受到刚性

块横向撞击后的塑性动力响应
,

发现在撞击后
,

梁内将出现一个逐渐收缩的塑性加载区和一个

逐渐扩展的卸载区
,

这二者的交界面由撞击端向梁根部移动 ; 当材料的强化很微弱
,

即满足上

一节中的假设 1时
,

这一移行交界面的运动规律与理想塑性梁中的移行铰的运动规律几乎完

全一致 ;也就是说
,

当材料强化很微弱时
,

上述移行交界面就退化为 aP
r k e s 的移行铰

.

所以
,

在具有微弱强化的刚塑性梁中采用具有移行铰的 P a r k es 变形模式
,

仍然是合理的
、

有根 据

的
。

综合以上两方面的研究背景
,

根据斜撞击问题的特点和上节所作的几条假设
,

我们有理由

提出下述将 T a y lo r 模型和 P a r k o s一 tS r
on g e 一 Y u ,

模型结合起来的变形模式
:

撞击引起的轴向扰动以塑性波前的形式按速度
` , 由撞击端向梁根部传播

,

这与 T a y l or

模型相似 ;同时
,

横 向扰动则以移行铰 (作为线性强化梁中的移行交界面的退化态 )的形式 由撞

击端向梁根部传播
,

这与 aP
r
ke

s一
tS

r o
gn

e一 Y u
模型相似

.

这两种传播过程不是独立无关的
,

它

们通过动力学方程以及 M和 N 间的交互作用发生藕合
.



中 国 科 学 〔 A辑 )一9 , o 年

四
、

运 动 方 程

现在根据上述变形模式来建立问题的运动方程组
.

设撞击于
t ~ o时发生

.

在 t
时刻

( , > 0 ) (如图 2 所示 )
,

设横向扰动引起的塑性铰位于 H截面
,

轴向扰动引起的塑性波前位于

口口一
,

~ ~ ~ . . . . . . . . . ...

……
移行铰 塑性波前

图 2 双铰变形模式

H ;

截面
,

二者距撞击端的距离分别为
`
和

; :
.

前已指

出
,

对于线性强化材料
,

塑性波前的速度
` , 为一常数

,

因而
; :
~

c , , .

( 2 )

而且
,

由于假设了材料强化很弱
, ` ,

相应地很小
,

于是
; : < ; .

这一点
,

将为以后的数值计算所证实
.

在我们的变形模型中
, B H 段保持为刚性且静止

不动
,

而 H A 段绕塑性铰 H 作刚体转 动
,

这与 P ar ke
“

模型类似 ; 但差别在于
,

在我们的模型中 H :

截面也必处于塑性极限状态
.

由于 H :

截面上既有

弯矩 (设为 M
:

)又有轴力 (设为 N
:

)
,

它必为一个广义塑性铰
.

因此
,

我们的变形模型实际上是

一个含有普通弯曲铰 H 和广义塑性铰 H .

的
“

双铰模式
”

( d
o
ub le 一

五in ge m o d e )
.

这类模式先

前曾在阶梯截面梁和折梁的动力响应中发现过
,

并已作过详尽的分析研究
’ 5J ,

现在问题的不同

之处在于双铰都是移动的
.

广义塑性铰同普通的弯曲铰一样
,

也允许铰的两侧发生一个相对转动 ;所不同的只是
,

绕

广义塑性铰发生转动的同时必然伴随着梁轴的一个伸长 (或缩短 )
.

现设绕铰 H 和 H :

转动的

角速度分别为 。 。
和 。 : ,

且均以图 2 中所示的顺时针方 向为正
,

则梁内的速度场为

0 ,

。 。
占

,

口 。
夸十 功:

舀
: ,

对 B H 段
,

对 H H :

段
,

对 H沐 段
,

( 3 )

..r,夕、

l
、

ó
·

留

其 中 杏和 夸
:

分别为以 H和 H :

为原点的
、

以指向自由端为正向的坐标
.

由几何关系易见
,

若
犷

是梁内某一截面到 自由端的距离
,

则这个截面用上述坐标系写出的坐标为

夸~ 了 一 r ,

夸
:

一 犷,

一 ;r
它们对时间的导数为

其中
。
一表示 李

.

` t

若~ 了,

杏
:

~ 矛:

~ c , ,

于是
,

从 ( 3 )式可得加速度场为

。 一

份
功

0{,
’

t田` 个 功砰 个 OC l g一宁 功 一̀ 户 ,

对 B H 段
,

对 H H :

段

对 H沐 段
。

( 4 )

设 H
:

截面的弯矩和剪力分别为 M
:

和 Q
: ,

同时注意到 H截面的弯矩应达到梁的塑性 极

限弯矩 M
。

而剪力应为 0 ,

于是按照 d
,

lA
e二 b e r t 原理可以建立以下运动方程

。

1
.

H H :
段在横向的力平衡给出

。
!

一

!:
一

’
p , 菇

一

含
p` 。

(
!

一 ,
’
+ 二“ ` ,

一 ,
,

( 5 )
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其中 p 为单位长度的梁的质量
.

2
.

H H :

段相对于 H点的力矩平衡给出

M
。
一 M

:

~ Q
,

(
, 一 , :

) 一

用 ( 4) 和 ( 5) 式代人后得

p必若d普
,

M
。 一 M

:

一 土 p

6

J

由

〔OC 。

(
!

一 ,” +

合
。 功。
一`了一 ,

’ ·

( 6 )

3
.

H A 段相对于 A点的力矩平衡给出

、
。
一

!;
。 (。

。
; + 田。

, ) (
, 一 ; ) J。 +

{:
’ 。 ( 。

!

,
1

+
〔

一
,
, (

! !

一 ;
!

,菇
: ,

经演化后得到
l

介全0

一 一 P 会
。̀ 、 ” +

含
。

含
( Ot

! ` ,
·

对 t积分并注意到
,
~ 0 时 , ~ ; :

一 0 ,

就得到

知0,s + 。 试 ~
6 M

o落

p

( 7 )

4
.

H A 段在横向的力平衡给出

蓄
`田` ’

+ OC!“ , + “ 刁
r , 。

—
r

~
U ,

山
p

l一2

对 t 积分并注意到 , ~ 0 时 V ~ V0
,

就得到

。 ;s0 + 。 川一兰 ( 犷 一 v0 )
.

( 8 )
p

这里 V 。

和 v 分别表示
才
~ o 时刻和

犷
时刻刚性块 ` 的横向速度

。

此外
,

由自由端的速度连续性条件易知

OL OI + 佑 lst 一 V
·

(9 )

上面导出的 ( 6 )一 ( 9) 4个独立方程中
, : :

~ ` 声 是自变量 t 的已知函数
,

但还包 含 。 。 ,

。 : , , , V 和 M
: , 个未知函数

,

因此还需要补充一个方程
,

这可以由屈服条件和流动法则来得

到
。

五
、

屈服条件和流动法则

根据前面的假设 4 ,

在 H :

截面上应用M和 N 交互作用的 ( l) 式就得到

( 10 ) M

场

ù
Nl一N0+丛0M

(如图 3 所示 ) ;相应的流动法则给出

旦 一 _ 塑 ~ 丛 ~ 全
. 1 d N N

o 斗

( 1 2 ) 二
1

一

\ 衬
z

}听
邢 1卜

.

一一- 一 d卞万侧

其中 u 和 。 :

分别为广义塑性铰 H
,

处的伸长率和角速

度
.

MO/ NO ~ h / 4 得自矩形截面梁的性质
,

即 M
。
~

几 b` 2

/ 4
, N 。

~ a’ hb
,

b 和 人分别为梁截面的宽度和厚

度
。

( l 。 )和 ( 1 1) 式可分别改写为

}哭

图 3

价 场

弯矩和轴力的交互作用
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, , 、 ,

M
。

2U 0

— 义U l

一
ZV
一 — ~

N0

人
一 N I,

4
( 1 2 )

4
, t

仍 l

~ 一 U
.

谁
( 1 3 )

( 1 2 )和 ( 13 )式给出了两个新的方程
,

但也引人了两个新的未知数 N
:

和 U
.

注意
,

由于 H ,

是塑性波前
,

因而 B H
,

段未受到轴向扰动
,

所以
「

H :

处的伸长率 u 恰恰就是 IH A 段的轴向

速度
.

对 H : A 段建立轴向运动平衡
,

就有

一 N
,

一

一

李[ ( e
`

+ 声
:

) 。 ]

璐 t

~ ( G + 娜
:

)珍 十 p U c , ,

其中 ( G + 声 )t 是 从 A 段的总质量
.

利用 ( 1 3) 和 ( 14 )式可将 ( 12 )式改写为

、
。
一 、

,

一 (互丫[ ( 。 +
, , : ) 。

:

+
。 。 : ` ,

\ 斗 /
一

_

将其与 ( 6 )式比较
,

经整理后可得

李 !工
。 。 .

(
, 一 , : )

3

+ (立丫(。 + 。 , :

) 。
:

1
宙 L 6

,
_

\ 4 /
_

」

p ` o o c ,
(

, 一 s:

)
, ~ 0

.l一2十

在材料微弱强化的条件下
, 。 ,

远较 矛 为小
,

于是可略去方程 ( 16 )的第二项
,

积分后得到

工 , 。 。

(
;
一

, .

)
3
+ (立丫( 。 + , , :

) 。
,

一 (立、
。 u 。 ,

6
。 、 、

斗 /
一

\ 4 /

其中用到 0 时 ; ~ , ,

~ 0 , U ~ U。

和 ot :

~
4

r ,

万阮

奔此为止
,

( 7) 一 ( 9) 和 ( 1 7) 式构成了本问题的基本方程组
,

自变量为
: ,

未知函数为
。 : , t

和 v ,

方程组封闭
,

且均为代数方程
.

( 1 4 )

( 15 )

( 16 )

( 1 7 )

田 0 -

-生~ `

, 、 、 方程 组求 解

为求解方便
,

先将方程组无量纲化
。

引人

g ~ G / p L , 之 ~ 4 L / h
,

T 。
~ p L ZV 。

/M
。 , !

人 ~ 0U /V
。 ,

T 。 ,

口一 生
2

G V蕊/ M
。 , 了

~ ( 2口 /C) (
c , /V

。

)
,

: 二 ; / L
,

则基本方程组的无量纲形式为
f x + 之“

x 一 。 “ / V
。 , 。

~ U / V吞
, ,

~ V / V
. s

l r
~

口 s

x z + 吮二丫
z : ,

~
一

2乙( 1一 ,
)

,

“
2

十 之u 尹 r 3

~ 6`

之x ( : 一 丫 r
)

3

+ 6 (右+ 1 :
)

u : ~ 6亡必。: .

( 18 )
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显然
,

亡(质量比 )
, 之, 了 和 八 都是应事先给定的参数 ; 二 , : , 。

和
,
是未知函数

,

无量纲时间
r
则为自变量

.

在
一

4个参数中
, ` 表征撞击物质量与全梁质量之比

, 又表征梁自身长度与厚度之比
.

:
·

了~

( ffz/ ,)(
`
刀v0 )既反映 了撞击的能量比 夕一工 G砚 /M

。 ,

又反映了材料的塑性波前速度
。 , ,

因

2

而 当撞击能量较大或材料强化较显著时 丫值较大
.

咖一 U 。
/ V

。

表征撞击的倾斜程度
,

当 必
。
一。

时问题退化为文献 〔3
,

刊考察过的横 向撞击情形
.

一

在四个未知 函数 中
, x 表征塑性铰 H 引起的端点横向速度在整个端点横向速度 V 中所 占

的份额 ;显然
,

塑性能量消耗在两个铰上的分配与
x
值密切相关

. 二 表征 H 铰的相对位置
. “

和
,

是梁端的轴向和横向的无量纲速度
,

它们都具有清晰的物理意义
.

对于每一组给定的参数 亡
, 几 , 1 和 咖

,

可以从
r ~ 0 开始

,

对 ` 赋予一系列数值
,

相应地

由非线性代数方程组 ( 15) 求解出此时刻的 x , : , u
和

, ,

便得到了整个响应历程
.

求解过程到

“ 一 o 或
`
~ 1 时可告一段落

.

事实上
, “ ~ 0 意味着轴向运动停止

,

此后梁内只有横向动量
,

因而将遵循 aP
r ke s

解的

规律图继续运动
.

若在
“ > 0 时便已达到

: ~ l ,

则意味着轴向运动尚未停止时移行铰已到达梁的根部
.

在

此时刻 二 ~ r *
之后

,

基本方程组 ( 15) 中的第二个方程不再有效
,

因为该方程来自 H处 Q 一 。

时的平衡关系
,

H 到达梁根部以后 Q不再为 0
.

删去这一方程
,

同时以 二 ~ 1 代人其余方程
,

有

{
x + 又“ 了 r

一 沙 ,

x + 几“ 丫 3r 3

~ 6 r ,

又x ( 1 一 l r
)

,
+ 6 (乙+

丫 T )
,
一 6乙必

。
.

( 1 9)

在
: ) 尹 时继续求解 ( 1 9 )式可以得到相应于每一

: 值的 x , “ 和 , ,

直至 “ 和 t,
都减小至 。 ,

动能全部消耗完毕
,

运动终止
.

如果直到塑性波前到达梁根部
,

即 , : ~ L 时仍有
。 > 0 ,

那么还会发生塑性纵波在固定

端的反射
.

但这是已有成熟解答的问题
,

此处不再赘述
.

七
、

算 例 和 讨 论

算例 1
.

给定 亡~ 1 , 几 ~ 100
, 1 一 , 和 八 一 .0 , ,

计算结果如图 4 所示
.

我们看到
,

轴向速度
“ 的衰减要比横向速度

t,

的衰减来得迅速
.

一当
“ ~ o 后

,

梁的运动就完 全遵 循

P ar k se 解
.

在图 4 中也画出了
,
和

“
按照 P ar k se 解变化的曲线

.

可以看出
,

由于轴向扰动

的影响
,

塑性铰的运动规律
: 一 (z 动 与 aP

r ke s 解有很大不同
,

但端点横向速度的变化规律
。 ~ 代约 所受的影响很小

.

这就是说
,

由于第二个铰 H
:

的出现
,

大大影响了第一个铰 H 的运

动规律
,

但端点横向运动的响应历程变化不大
.

算例 2
.

与上例相比
,

撞击物的质量加大至 10 倍
,

但保持撞击输人能量不变
,

即

口一 生 G v 盯M

Z

不变
.

这时 ` ~ 1。 ,

由夕不变可知 v
。
应减小至 1 /了万一 1 /了而倍

,

相应地 1 · ( 2尹7动 x
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(c
,

v/
。
) 也应减小至 l /了万一 1 /了而倍

.

于是
,

参数可取为

占一 2 0 , : 一 20 0 , 1 ~ , /了而二 1
.

, , ,

` ~ 0
.

,
.

决川呱 ; 一 .0 如 = 。
.

5
.

,i巧心百
之̀ l

oo, C= I, 九 ” 0
.

戈 , , ,

迎鲤萝度 )

” 。

,
_

鳄
、

严鹦

1 9 1
I刘 J

{郧
瓜 5卜 了

, 堆里二
口

一、

声沪
面

尹 (塑性波前 ,
.

.

产尸
口

沪
-

、 ~ 之逐内速度 )
t二氏 I了I ,

.() 田 5 .0 01 .0 0 J 5
,

a 0 5 .0 万0 丁 1吞

图 4 算例 1的计算结果 图 , 算例 2的计算结果

在这组参数下的计算结果如图 , 所示
.

当 : ~ 尹 ~ .0 0 16 2时
z
~ 1而 。 > o ,

因此当
r > 尹 时应采用方程组 ( 19) 代替 ( 1 8)

.

从图 5 中看到
,

轴向速度 ` 先是很快衰减
,

但随后减

慢
,

经过很长时间才最终衰减为 0
.

这一现象可解释如下 ; 当铰 H 到达梁根部并固定于该处

之 后
,

铰 H :

与它的距离渐渐减小
,

两铰上的弯矩差 ( M
坎一 M

:

) 随之 减小 ;于是
,

从图 3 可知

H :

处的轴力 N
:

逐渐减小
,

从 ( 14 )式可知轴向速度 u 的变化将越来越缓慢
.

以上两个算例表明
,

撞击物质量与梁的质量之 比对解的性质影响很大
.

撞击物轻而快时
,

轴向运动衰减得十分迅速 ;反之
,

撞击物重而慢时
,

轴向运动的衰减要迟缓得多
.

在以上两个算例中
,

都证实了移行铰 H 比塑性波前 H :

移动得快
,

因而图 2 假设的运动图

象是合理的
。

八
、

结 论

本文对刚
一线性强化悬臂梁端部承受刚性块斜撞击的问题建立了力学分析模型

.

这是一

个将 aP
r ke s一

st
r on g e价 Y u

模型与 T a y lor 模型结合起来的
“

双铰模型
” ,

横向扰动和轴向扰动

分别以移行铰和塑性波前 (也是一个广义塑性铰 )的形式在梁内传播
.

文 中说明了
,

当材料的

强化微弱 (具体来说就是强化模量 E ,
的量阶与屈服应力 几 的量阶相同或更低 ) 时

,

这样的双

铰模型是一个合理的近似
。

文中也说明了
,

两种扰动传播过程不是互不相关的
,

它们通过包含

双铰的速度连续性方程
、

动力学方程以及包含弯矩和轴力的屈服条件
、

流动法则而互相藕合
.
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算例表明
,

当撞击物轻而快时
,

轴向运动衰减得很快
,

此后梁的运动遵循 aP kr e s 解 ; 当撞

击物质量大
,

或输人动能大
,

或轴向初速大时
,

移行铰将先达到梁的根部
,

此后梁的轴向运动还

要持续相当长的一段时间
.

本文未考虑弹性效应
,

同时假设材料强化是微弱的
,

所以这一分析当然只是一种近似
.

但

对工程中经常遇到的结构受飞射物斜撞击的问题
,

本文第一次提出了力学分析模型
,

相信对理

解斜撞击下的结构塑性动力响应的力学机理有所教益
.

有关的实验验证工作已在英国剑桥大

学工程系实验室进行
,

结果将另行报道
.
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