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摘要 本文首先简要介绍非拟合网格有限元方法求解复杂区域上椭圆问题的发展现状.然后结合最近

本文作者发展的非拟合网格有限元方法,针对二阶椭圆方程提出一种任意光滑区域上的任意高阶协调

有限元方法. 本文在带悬点的 Cartesian 网格上自动生成诱导网格, 在诱导网格上构造协调的高阶有

限元空间, 采用 Nitsche 技术处理 Dirichlet 边界条件, 并证明方法的适定性和 hp 先验误差估计. 数值

算例验证了本文的理论结果.
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1 引言

偏微分方程的数值方法已经被广泛应用于解决科学和工程中的实际问题, 然而实际应用问题往

往面临复杂环境和几何形状的描述, 如多物理场的耦合问题、飞机的外形设计和光刻模拟等. 近年

来, 学者们对于求解具有复杂变化的几何区域模型问题有着广泛的研究. 贴体网格有限元方法 (finite

element method, FEM) 为了刻画区域的几何形状, 要求有限元网格单元的顶点落在区域边界上 (参

见文献 [2, 24, 29]). 对于复杂的几何区域, 构造满足形状正则 (shape regular) 的贴体有限元网格可能

非常困难且耗时, 因此学者们发展了非拟合网格有限元方法来处理具有复杂几何边界或界面的问题.

非拟合网格有限元方法已经在许多问题中得到广泛的应用, 如具有移动界面的多相流和多物理场问

题 [35, 48]、流固耦合问题 [42] 和椭圆界面问题 [14, 25,34,50,51] 等.

使用非拟合网格的有限元方法有许多种. 例如, 扩展有限元方法 [3, 9] (extended finite element

method, XFEM) 通常用于求解裂缝问题. 而使用简单规则的背景网格 (通常为 Cartesian 网格) 方

法有浸入边界方法 [44]、浸没有限元方法 (immersed finite element method, IFEM) [28, 39–41]、切割有限
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元方法 (cut finite element method, CutFEM) [16–18,34]、杂交高阶 (hybrid high-order, HHO)法 [15, 19] 和

聚合非拟合有限元法 (aggregated unfitted FEM) [7] 等. 虽然非拟合网格有限元方法避免了生成拟合网

格的困难, 但是要构造高阶的有限元方法仍然需要实质性的新想法. 事实上, 非拟合网格有限元方法

的一个主要困难是所谓的小单元问题, 也就是由于界面或区域边界可以任意地与背景网格相交, 导致

产生任意小或者各向异性的切割单元, 使得有限元方法的刚度矩阵条件数变得非常大, 例如达到 1030,

从而导致数值不稳定 (参见文献 [7, 31]).

文献中主要有两种方法处理小单元问题, 一种方法是在变分形式中添加合适的稳定化项 (参见文

献 [20,21,33,43,50,51]), 例如一种常见的方法是增加鬼罚 (ghost penalty) 项 (参见文献 [20,21,33]), 通

过增加界面单元的边或面上高阶导数的跳跃, 惩罚界面小单元带来的不稳定性. 这种方法对于标准的

低阶 C0 有限元是一种方便的解决方案; 但是对于高阶元, 或者方程含有不同的微分算子, 设计这种

鬼罚项变得困难且增加计算成本 (参见文献 [22]). 另一种方法是通过合并小单元及其邻居组成宏单元

(参见文献 [7, 15, 25, 36, 38]), 使得宏单元有足够大的支集. 不同的合并方式会产生各种形状的宏单元,

因此这种方法适用于网格形状要求比较低的有限元方法, 例如, 在间断有限元的框架下, 该方法比较

容易实现 (参见文献 [25,36,38]). 但间断有限元方法与协调有限元方法相比, 增加了自由度, 引入了非

协调误差, 需要在单元边界增加合适的罚项获得稳定性和最优收敛阶. Badia 等 [5, 7] 通过构造稳定的

延拓算子使得有限元空间仍然保持 C0, 但是该稳定化的延拓算子的误差估计还需要严格的数学证明.

最近, Burman等 [23] 基于样条空间上的延拓算子给出了稳定性及 h版本的误差估计.有关合并单元的

非拟合有限元方法与鬼罚方法之间的讨论可参见文献 [5, 6, 13,22].

近年来, Chen等 [25] 基于局部间断有限元 (local discontinuous Galerkin, LDG)框架提出了一种自

适应非拟合网格有限元方法,基于新颖的曲边单元上的反估计和界面偏差的概念,获得了 hp版本的先

验和后验误差估计,首次显式地刻画了界面几何形状和多项式次数在误差中的影响.在文献 [25]中,小

单元的合并方式要求宏单元必须是矩形, 这个要求使得宏单元的构造变得困难. 最近, Chen 和 Liu [26]

在二维情形下, 设计了一种可靠的单元合并算法, 对于任意光滑界面证明了算法能够在有限步完成所

有小单元的合并. 由于宏单元是矩形, 并且根据大单元的特殊定义, 该算法事实上可以自动生成一个

二维形状正则的混合贴体有限元网格, 其中包含矩形、三角形和曲边三角形. 此外在间断有限元的框

架下, 基函数的选取对于刚度矩阵条件数也会带来很大的影响. 对于界面单元, 选取正交基函数将会

大大减少条件数的量级 (参见文献 [26]).

本文将推广文献 [25]中的方法,利用文献 [26]中构造的形状正则混合贴体网格,定义任意高阶 C0

协调有限元空间, 使得有限元解跨过单元的直边是连续的. 对于曲边边界, 采用 Nitsche 技术 [8, 45], 将

Dirichlet 边界条件通过提升算子弱耦合地体现在变分形式中. 与间断有限元方法相比, 非拟合网格协

调有限元方法不仅自由度减少了,而且有限元的变分形式中不再需要单元直边上的惩罚项就能获得最

优误差估计. 这种想法最近也被用在波动方程的界面问题上 (参见文献 [27]). 注意到由于文献 [26] 中

的网格是混合型网格并且单元直边上允许含有悬点, 我们证明这种混合型网格满足兼容性条件 (参见

定理 2.1), 因此可以利用 hp 有限元处理悬点的方法 [32] 构造有限元形函数保持整体的协调性. 我们对

于任意光滑区域上的边值问题给出离散格式, 并证明数值解的适定性和 hp 先验误差估计. 推广我们

的格式至 3 维问题是直接的, 但是如何构造 3 维的小单元合并算法, 生成满足形状正则的混合贴体网

格是非常具有挑战性的, 这将作为我们未来的研究工作.

本文余下内容的安排如下. 第 2节给出非拟合网格的协调有限元方法. 第 3节证明非拟合网格协

调有限元方法的适定性和 hp 先验误差估计. 第 4 节介绍非拟合网格协调有限元的基函数构造. 第 5

节介绍常系数 Dirichlet 边值问题和混合边值问题的数值算例, 以此验证本文的理论结果.
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2 非拟合网格的协调有限元方法

为简单起见, 考虑如下线性椭圆边值问题:

−∇ · (a∇u) = f, 在 Ω 内, (2.1)

u = gD, 在 ΓD 上,
∂u

∂n
= gN , 在 ΓN 上, (2.2)

其中, Ω ∈ R2 是一个有界 C2 光滑区域, Γ = ΓD ∪ ΓN 表示区域 Ω 的边界, a ∈ C(Ω̄), a > a0 > 0,

f ∈ L2(Ω), gD ∈ H1/2(ΓD), gN ∈ H−1/2(ΓN ), n 表示区域 Ω 的单位外法线方向. 边值问题 (2.1) 和

(2.2) 的弱形式为: 求解 u ∈ H1(Ω) 使得 u|ΓD
= gD, 并且∫

Ω

a∇u · ∇vdx =

∫
Ω

fvdx+

∫
ΓN

gNvds, ∀ v ∈ V0, (2.3)

其中 V0 = {v ∈ H1(Ω) : v|ΓD = 0}. 假设 ΓD 测度非零, 于是 (2.3) 存在唯一解.

2.1 诱导网格的自动生成

本小节回顾诱导网格的自动生成算法 (参见文献 [26,算法 6]). 首先使用均匀的 Cartesian网格 T0
覆盖区域 Ω, 如图 1(a) 所示. 令 T 表示由 T0 经过局部单元四分加密 (quad refinements) 方式生成的

允许含有悬点的 Cartesian 网格, 如图 1(b) 所示. 要求每个单元 K ∈ T 至多被边界 Γ 交于两条不同

的边 (包括顶点). 由于边界 Γ 可以任意地与网格单元相交, 因此会产生任意形状各向异性的小单元,

导致有限元离散的矩阵条件数过大无法进行计算.为此, 我们希望由网格 T 通过单元合并的方式生成
一个诱导网格 (induced mesh) M, 使得诱导网格不含有小单元. 首先给出大单元和小单元的概念.

定义 2.1 如果单元 K ⊂ Ω 或者 K ∈ T Γ := {K ∈ T : K ∩ Γ ̸= ∅} 为边界单元, 存在 δ0 ∈ (0, 12 )

使得对于 K 的任意一条与 Ω 相交非空的边 e, 满足 |e ∩ Ω| > δ0|e|, 其中 |e| 表示边 e 的长度, 则称单

元 K 为大单元, 否则称单元 K 为小单元.

由定义 2.1 可知小单元 K 只能是边界单元. 对于任意 K ∈ T , 令 hK 表示 K 的直径, 则对于边

界单元, 作如下假设.

假设 2.1 对于任意一个边界单元 K ∈ T Γ, 存在一个包含 K 的矩形宏单元 M(K), 它由单元 K

及其周围邻居单元组成, 使得宏单元 M(K) 是大单元, 并且 hM(K) 6 C0hK , 其中 C0 为某个固定的

常数.

(a) (b)

图 1 边值问题的非拟合网格 T 0 (a) 和 T (b) 示例
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对于 C2 光滑的边界, 可以给出一种小单元合并的算法使得边界单元满足假设 2.1. 该算法是基

于边界单元的可行链的概念, 将合并单元组成的模块进行分类, 然后通过合适的合并顺序生成宏单元.

接下来, 给出可行链的概念和 5 种类型的合并单元模块.

由于边界 Γ 只能与 K ∈ T 交于两条不同的边 (包括顶点), 因此只有 4 种边界与单元相交的可能

方式, 如图 2 所示. 令 T1 表示形如图 2(a) 所示的所有边界单元组成的集合, 记为第一类型边界单元;

T2 表示形如图 2(b)和 2(c)所示的所有边界单元组成的集合,记为第二类型边界单元; 最后 T3 表示形
如图 2(d) 所示的所有边界单元组成的集合, 记为第三类型边界单元. 根据定义 2.1, 所有属于 T3 的单
元都是大单元. 因此只需考虑集合 T1 和 T2 中小单元的合并.

所谓一条边界单元组成的链指的是 n 个边界单元 Gi ∈ T Γ (i = 1, 2, . . . , n), 有序地组成 C = {G1

→ G2 → · · · → Gn}, 使得 Γ̄Gi ∪ Γ̄Gi+1 构成一条连续的曲线 (1 6 i 6 n − 1). 称 n 为链 C 的长度, 令

C{i} = Gi (i = 1, 2, . . . , n).

对于任意一个单元 K ∈ T , 令 N(K) 表示 K 的邻居单元, 即 N(K) ∈ T 与 K 有一条公共边; 令

D(K) 表示 K 的对角单元, 即 D(K) ∈ T 只与 K 有一个公共顶点. 记集合 S(K)0 = {K}, 对于 j > 1,

定义 S(K)j = {K ′′ ∈ T :存在 K ′ ∈ S(K)j−1 使得 K̄ ′′ ∩ K̄ ′ ̸= ∅}, 即 S(K)j 表示以 K 为中心周围第

k 层单元组成的集合 (0 6 k 6 j). 显然, S(K)0 ⊂ S(K)1 ⊂ · · · ⊂ S(K)j , j > 1. 则一条可行链的定义

如下.

定义 2.2 如果一条边界单元的链 C 满足如下 4 条规则, 则称该链为可行链.

(1) 对于任意 K ∈ C, 所有 S(K)2 中的单元大小与 K 一致;

(2) 如果 K ∈ C 有一条边 e 使得 ē ⊂ Ω, 则 e 必须是某个邻居单元 N(K) ⊂ Ω 的边;

(3) 任意一个非边界单元 K ∈ T \T Γ 至多有两个邻居单元为边界单元;

(4)如果 K ⊂ Ω,则在 S(K)j (j = 1, 2)中的边界单元必须连通,即闭集合 ∪{Ḡ : G ∈ S(K)j ∩T Γ}
的内部构成连通的区域.

在边界附近单元进行适当的局部加密, 就很容易使得边界单元的链 C 满足以上 4 条规则. 引入这

些规则的准则是保证在每个边界单元附近有足够多的非边界单元, 以便合并算法能够执行成功. 更多

关于这些规则的细节可参见文献 [26].

合并单元的模块是由链 C 的子链及其某些邻居单元和对角单元组成的. 本文介绍 5 种类型的

合并单元模块 (如图 3 和 4 所示). 例如类型 1 模块 (参见图 3(a)), 它由 3 个边界单元的子链构

成, N(K)1、K 和 N(K)2 分别属于集合 T2、T1 和 T2. 由该模块生成的矩形宏单元 M 包含边界

单元 N(K)1、K 和 N(K)2 并且 M 为大单元. 考察边 e1 的长度 |e1| 和 e2 的长度 |e2|, 如果它
们都是长边, 则 M 由 N(K)1、K、N(K)2 和 D(K)1 组成. 如果 |e1| 小但 |e2| 大, 则 M 由单元

(a) (b) (c) (d)

图 2 不同类型的边界单元. 第二种类型单元包括 (b) 和 (c)
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(a) (b)

图 3 (网络版彩图) 类型 1 (a) 和类型 2 (b) 模块的示例

(a) (b) (c)

图 4 (网络版彩图) 类型 3 (a)、类型 4 (b) 和类型 5 (c) 模块的示例

N(K)1、K、N(K)2、D(K)1、K1 和 K2 组成. 如果 |e1| 和 |e2| 都很小, 则将所有 9 个单元组成宏单元

M . 类似地, 可以分别定义其他类型的合并单元模块及其宏单元, 更多细节参见文献 [26]. 最后将这 5

种合并单元模块按照合适的顺序进行组合得到完整的单元合并算法.

利用小单元合并算法 1, 总能找到满足假设 2.1 的宏单元. 算法的成功性参见文献 [26, 定理 3.1]

算法 1 边界单元可行链的小单元合并算法

输入: 可行链 C.

输出: 诱导网格 Induced(C).

(1) 找到所有长度 n > 2 的子链 S 使得 S{i} ∈ T1 (i = 1, 2, . . . , n), 即子链中的所有边界单元均为第一类型边界单元.

如果 n = 2k + 1 为奇数, 则

for i = 1, 2, . . . , k − 1 do

使用类型 3 模块, 将 (S{2i},S{2i+ 1}) 合并.

end

使用类型 2 模块, 将 (S{2k − 1},S{2k},S{2k + 1}) 合并.

否则如果 n = 2k 为偶数, 则

for i = 1, 2, . . . , k do

使用类型 3 模块, 将 (S{2i− 1},S{2i}) 合并.

end

(2) 在剩余的边界单元里, 找到所有长度为 3 的子链, 使得 S{1} ∈ T1, S{2} ∈ T2 和 S{3} ∈ T1; 使用类型 4 模块, 将

(S{1}, S{2} 和 S{3}) 合并.

(3) 在剩余的边界单元里, 找到所有长度为 3 的子链, 使得 S{1} ∈ T2、S{2} ∈ T1 和 S{3} ∈ T2; 使用类型 1 模块, 将

(S{1}、S{2} 和 S{3}) 合并.

(4) 在剩余的边界单元里, 找到所有边界单元 K ∈ T2; 使用类型 5 模块, 将 K 合并.
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中的证明. 如果 K ∈ T Γ 是大单元, 记 M(K) = K. 由网格 T 产生的诱导网格定义为

M = {M(K) : K ∈ T } ∪ {K ∈ T : K ⊂ Ω,K ̸⊂M(K ′) 对于某个 K ′ ∈ T 成立}.

至此, 定义的诱导网格M 中任意一个边界单元都是大单元, 并且边界 Γ 至多与单元 K ∈ M 的

两条不同的边相交. 记M = Induced(T ). 此外还要求诱导网格满足如下的兼容性假设.

假设 2.2 对于任意的一条边 e ∈ E int := {e : e = ∂K ∩ ∂K ′,K,K ′ ∈ M}, 记 e ⊂ f 和 e ⊂ f ′, f

和 f ′ 分别为 K 和 K ′ 包含 e 的边, 则只允许出现以下两种情形:

(1) f ⊂ f ′ 或 f ′ ⊂ f ;

(2) e ∩ ∂Ω ̸= ∅.
事实上, 由单元合并算法生成的诱导网格将自动满足以上的假设, 有如下的定理.

定理 2.1 一条边界单元组成长度为 n > 2 的可行链 C, 满足 C(1) = C(n), M 是通过图 3 和 4

所示的 5 种类型的合并单元模块生成的诱导网格. 对于任意一条边 e = ∂M ∩ ∂M ′, M,M ′ ∈ M, 令 f

和 f ′ 分别表示 M 和 M ′ 包含 e 的边, 则一定有 (1) f ⊂ f ′ 或 f ′ ⊂ f ; 或者 (2) e ∩ Γ ̸= ∅.

证明 该定理的证明参见文献 [27, 定理 6.1].

对于每个边界单元 K ∈ MΓ := {K ∈ M : K ∩ Γ ̸= ∅}, 令 ΓK = K ∩ Γ, Γh
K 表示连接 Γ 与单元

边界 ∂K 的两个交点的开线段. Γh
K 将 K 分割成两个多边形, 记 Kh 为顶点均落在 Ω̄ 中的多边形, 则

它可以看作是曲边单元 K̃ = K ∩ Ω 的多边形近似. 令 AK ∈ Ω 为到线段 Γh
K 距离最远的 K 的顶点.

由于 K 是大单元, 由定义可知 Kh 可以被一些形状正则的三角形 Kh
j (1 6 j 6 jK , 1 6 jK 6 3) 所分

割 (参见文献 [27, 引理 2.1]), 这里形状正则的三角形即为有限元经典意义下的形状正则三角划分 (参

见文献 [30]). 图 5 给出三角形划分的示例, 易见 Kh =
∪jK

j=1K
h
j , 始终记 Kh

1 为含有 Γh
K 的三角形, 则

K̃1 = (K̃ ∩Kh
1 )∪ (K̃ \Kh),即为将 Kh

1 的边 Γh
K 替换为 ΓK 的曲边三角形, K̃j = K̃ ∩Kh

j (2 6 j 6 jK),

因此 K̃ =
∪jK

j=1 K̃j . 记Mh := M∆ ∪ (M\MΓ), M∆ := {K̃j : 1 6 j 6 jK ,K ∈ MΓ}, 则Mh 表示包

含矩形、三角形和曲边三角形的混合网格. 由定理 2.1 可知混合网格满足兼容性. 这个兼容性条件使

得我们可以在含有悬点的混合网格上定义协调的有限元空间 (参见文献 [11, 第 4.1 小节]).

由于需要对网格 T0 做一些局部的四分加密, 因此 T 中含有悬点. 回顾 Babuška 和 Miller [4] 对于

含有悬点的 Cartesian 网格 T 提出的 K 网格概念. 令 N 0 表示网格 T 的所有协调节点的集合, 即落

在边界 ∂Ω 上的单元的顶点或者 4 个单元的公共顶点. 对于每个协调的节点 P , 令 ψP ∈ H1(Ω) 表示

分片双线性函数, 使得对于任意 Q ∈ N 0, 都有 ψP (Q) = δPQ, 其中 δPQ 为 Kronecker delta 函数. 假设

T 有如下的 K 网格条件.

(a) (b) (c)

图 5 边界单元上 Kh
j 的示例, Γh

K 由虚线表示. (a) Ω 包含 K 的一个顶点; (b) Ω 包含 K 的两个顶点; (c) Ω 包

含 K 的三个顶点
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假设 2.3 存在一个相对于网格 T 加密水平一致的常数 C 使得对于任意的协调节点 P ∈ N 0,

diam(supp(ψP )) 6 CminK∈TP
hK , 其中 TP = {K ∈ T : K ⊂ supp(ψP )}.

更多关于 K 网格的性质可参见文献 [4]. Bonito 和 Nochetto 在文献 [12, 第 6 节] 中提出了一种

加密算法能够保证假设 2.3 总是可以满足.

令 E = E int ∪ Ebdy, Ebdy := ED ∪ EN , ED := {ΓD
K = ΓD ∩K : K ∈ M}, EN := {ΓN

K = ΓN ∩K : K

∈ M}. 对于任意的子区域 Ω̂ ⊂ Ω 和 Γ̂ ⊂ Γ, 记

(u, v)Ω̂ =

∫
Ω̂

uvdx, ⟨u, v⟩Γ̂ =

∫
Γ̂

uvds.

对于任意的边 e ∈ E , 固定边 e 的单位法向量方向 ne. 特别地, 当 e ∈ Ebdy 时, ne 为 ∂Ω 的单位外法

线方向. 定义函数 v ∈ H1(M) 在边 e 的跳跃为

[[v]]e := v− − v+, ∀ e ∈ E int; [[v]] := v−, ∀ e ∈ Ebdy,

其中 v±|e(x) = limϵ→0+ v(x ± ϵne) 表示 v 在边 e 上沿方向 ±ne 的迹. 对于向量函数, 跳跃按分量定

义, 即 [[q]] := ([[q1]], [[q2]])
T. 为了方便记号, 定义分片常数的法向量函数为 n ∈ L∞(E) = Πe∈EL

∞(e),

n|e = ne,∀ e ∈ E .

2.2 非拟合网格的协调有限元空间

本小节介绍标量和向量的非拟合网格的协调有限元空间. 对于给定的正整数 p > 1, 定义如下的

有限元空间:

Xp(K) := {φ ∈ L2(K̃) : φ|K̃j
∈ Pp(K̃j), 1 6 j 6 jK}, ∀K ∈ MΓ,

Xp(M) := {φ ∈ C0(Ω̄) :如果 K ∈ MΓ,则 φ ∈ Xp(K), 否则 φ ∈ Qp(K)},

Wp(M) := {ψ ∈ [L2(Ω)]2 :如果 K ∈ MΓ,则 ψ ∈ [Xp(K)]2, 否则 ψ ∈ [Qp(K)]2}.

对于任意的 Lipschitz区域 D ⊂ R2, 空间 Pp(D)表示定义在 D 上次数不超过 p的多项式空间, Qp(D)

表示定义在 D 上次数不超过 p的张量积多项式空间. 注意到标量空间 Xp(M)为协调有限元空间, 作

为解的逼近空间, 向量空间 Wp(M) 为间断有限元空间, 将作为辅助空间用于定义提升算子.

值得指出的是, Xp(M) 中的有限元函数可以等价地看成是定义在混合网格Mh 上的协调有限元

函数. 采用现在的方式来定义有限元空间是为了强调我们的方法与非拟合网格有限元方法的联系以及

如何来构造满足要求的混合网格.

进一步地, 回顾文献 [25] 中的界面偏差的概念, 它量化了网格是否刻画了 Γ 的几何形状.

定义 2.3 对于任意一个边界单元 K ∈ MΓ, 界面偏差 ηK 定义为

ηK =
dist(ΓK ,Γ

h
K)

dist(AK ,Γh
K)
,

其中, dist(ΓK ,Γ
h
K) = maxx∈ΓK

(miny∈Γh
K
|x−y|)表示 ΓK 偏离 Γh

K 的距离, dist(AK ,Γ
h
K) = miny∈Γh

K
|AK

−y| 表示点 AK 到 Γh
K 的距离.

对于光滑的 C2 边界, 易证存在不依赖于网格尺度 hK 的常数 C 使得 ηK 6 ChK . 因此对于光滑

的边界, 假设 ηK 6 1
2 .
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下面给出求解模型方程 (2.1) 和 (2.2) 的非拟合网格的协调有限元方法. 首先利用局部间断有限

元的思想 [1, 46], 给出格式的混合形式. 令 q = ∇u, s = aq, 将方程 (2.1) 和 (2.2) 改写成如下形式:

q = ∇u, s = aq, −∇ · s = f, 在 Ω 内,

u = gD, 在 ΓD 上, q · n = gN , 在 ΓN 上.

求解 (uh, qh, sh) ∈ Xp(M)×Wp(M)×Wp(M)使得对于任意 (vh, rh,ph) ∈ Xp(M)×Wp(M)×Wp(M),

都有

(qh, rh)Ω = −(uh,∇ · rh)Ω + ⟨u−h , [[rh]] · n⟩Eint + ⟨u−h , [[rh]] · n⟩EN + ⟨u+h , [[rh]] · n⟩ED ,

(sh,ph)Ω = (aqh,ph)Ω,

(sh,∇vh)Ω − ⟨s+h · n, [[vh]]⟩Eint − ⟨s+h · n, [[vh]]⟩EN − ⟨s−h · n, [[vh]]⟩ED = (f, vh)Ω.

定义

u+h |e = gD, ∀ e ∈ ED; s+h · n|e = agN , ∀ e ∈ EN . (2.4)

由于 [[vh]]|e = 0 (∀ e ∈ E int), 所以分部积分可得到

(qh, rh)Ω = (∇uh, rh)Ω − ⟨u−h , [[rh]] · n⟩ED + ⟨gD, [[rh]] · n⟩ED , (2.5)

(sh,ph)Ω = (aqh,ph)Ω, (2.6)

(sh,∇vh)Ω − ⟨s−h · n, [[vh]]⟩ED = (f, vh)Ω + ⟨agN , [[vh]]⟩EN . (2.7)

对于任意的 v ∈ L2(ΓD), 定义提升算子 L : L2(ΓD) →Wp(M), 使得

(L(v), r)Ω = ⟨r · n, v⟩ED , ∀ r ∈Wp(M). (2.8)

则 (2.5) 和 (2.6) 化简为

qh = ∇uh − L(uh) + L(gD),

(sh,ph)Ω = (aqh,ph)Ω,

(sh,∇vh − L(vh))Ω = (f, vh)Ω + ⟨agN , [[vh]]⟩EN .

将 qh 代入第二个等式并令 ph = ∇vh − L(vh) 来消去 qh 和 sh, 得到

(a(∇uh − L(uh)),∇vh − L(vh))Ω = (f, vh)Ω − (aL(gD),∇vh − L(vh))Ω + ⟨agN , [[vh]]⟩EN .

在实际计算中, 还需要利用 Nitsche 技术增加边界上的稳定化项. 从而非拟合网格的协调有限元方法

定义为: 求解 uh ∈ Xp(M) 使得

ah(uh, vh) = Fh(vh), ∀ vh ∈ Xp(M), (2.9)

其中

ah(uh, vh) = (a(∇uh − L(uh)),∇vh − L(vh))Ω + ⟨αuh, vh⟩ED ,
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Fh(vh) = (f, vh)Ω − (aL(gD),∇vh − L(vh))Ω + ⟨agN , vh⟩EN + ⟨αgD, vh⟩ED ,

这里边界上的罚系数定义如下:

α|ΓK = α0aKΘKh
−1
K p2, aK = max

x∈K̄
a(x), ΘK = T

(
1 + 3ηK
1− ηK

)p+ 3
2

, ∀K ∈ MΓ, (2.10)

其中 α0 为某个固定的常数, 本文取为 1, 函数 T (t) = t+
√
t2 − 1. 注意到 ηK 为定义 2.3 中的界面偏

差, 这个罚项在适定性以及误差估计中起到了关键性作用.

3 适定性和先验误差估计

本节给出格式 (2.9) 的适定性和 hp 误差估计. 回顾经典的 hp 反估计 (参见文献 [49, 定理 4.76]),

对于任意的 K ∈ M \MΓ, 都有

∥∇v∥L2(K) 6 Cp2h−1
K ∥v∥L2(K), ∀ v ∈ Qp(K), (3.1)

∥v∥L2(∂K) 6 Cph
− 1

2

K ∥v∥L2(K), ∀ v ∈ Qp(K). (3.2)

Chen 等在文献 [25, 引理 2.4] 中给出了含曲边单元上 Qp 元的反估计. 对于三角形上的 Pp 元, 有如下

的结果.

引理 3.1 令 ∆ 表示三角形, 其顶点分别为 A = (a1, a2)
T、B = (0, 0)T 和 C = (c1, 0)

T, 其中

a2, c1 > 0. 令 δ ∈ (0, a2), ∆δ = {x ∈ ∆ : dist(x, BC) > δ}, 其中 dist(x, BC) = min{|x− y| : y ∈ BC},
则有

∥v∥L2(∆) 6 T

(
1 + δa−1

2

1− δa−1
2

)p+ 3
2

∥v∥L2(∆δ), ∀ v ∈ Pp(∆), (3.3)

其中 T (t) = t+
√
t2 − 1.

证明 该引理的证明与文献 [25, 引理 2.4] 类似, 这里省略证明的细节.

类似地有如下曲边区域上的反估计, 参见文献 [27, 引理 2.5] 中的证明.

引理 3.2 令 K ∈ MΓ, K̃ = K ∩ Ω, 则存在一个不依赖于 hK (∀K ∈ M)、p 和 ηK (∀K ∈ MΓ)

的常数 C 使得

∥∇v∥L2(K̃) 6 Cp2h−1
K Θ

1
2

K∥v∥L2(K̃), ∀v ∈ Xp(K), (3.4)

∥v∥L2(∂K̃) 6 Cph
− 1

2

K Θ
1
2

K∥v∥L2(K̃), ∀v ∈ Xp(K). (3.5)

对于提升算子, 有下面的稳定性估计.

引理 3.3 存在不依赖于 p、hK (∀K ∈ M)、ηK (∀K ∈ MΓ) 和系数 a 的常数 cL 使得

∥a1/2L(v)∥L2(Ω) 6 cL∥α1/2v∥L2(ED), ∀v ∈ L2(ED), (3.6)

这里的 α 定义为 (2.10).
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证明 在 (2.8) 中, 令 r = Ph(aL(v)), Ph 为 [L2(Ω)]2 →Wp(M) 的 L2 投影算子, 即

(Phv, s)Ω = (v, s)Ω, ∀ s ∈Wp(M),

则

∥a1/2L(v)∥2L2(Ω) 6 ∥α−1/2Ph(aL(v))∥L2(ED)∥α1/2v∥L2(ED)

6 C

( ∑
e∈ED

∥Θ−1/2
K h

1/2
K p−1a

−1/2
K Ph(aL(v))∥2L2(e)

)1/2

∥α1/2v∥L2(ED)

6 C

( ∑
K∈MΓ

∥a−1/2
K Ph(aL(v))∥2L2(K)

) 1
2

∥α1/2v∥L2(ED).

6 C∥a1/2L(v)∥L2(Ω)∥α1/2v∥L2(ED).

上面第三个不等号使用了引理 3.2 中的区域反估计.

对于任意的 v ∈ H1(M), 定义有限元范数为

|||v|||2 = ∥a1/2∇v∥2L2(Ω) + ∥α1/2v∥2L2(ED).

如下定理为稳定性结果.

定理 3.1 对于任意的 v ∈ Xp(M), 如下不等式成立:

ah(v, v) > (4 + c2L)
−1|||v|||2, (3.7)

其中 cL 为引理 3.3 中的常数.

证明 这个定理的证明是标准的, 由引理 3.3 和文献 [25, 定理 2.1] 的证明可知定理成立.

由 Cauchy-Schwarz 不等式及引理 3.3 可知 ah(u, v) 满足连续性, 即

ah(u, v) 6 (cL + 1)|||u||||||v|||, ∀u, v ∈ Xp(M). (3.8)

因此根据 Lax-Milgram 定理可知, 离散问题 (2.9) 存在唯一解. 下面给出格式的先验误差估计, 首先回

顾文献 [27, 定理 2.1] 的 hp 插值算子.

引理 3.4 给定正整数 s > 0, 假设 u ∈ Hs(Ω), 则存在插值算子 Πh : Hs(Ω) → Xp(M), 使得如

下不等式成立:

∥u−Πhu∥L2(Ω) +
h

p
∥∇(u−Πhu)∥L2(Ω) 6 CΘ

1
2 (1 + log p)2

hmin(p+1,s)

ps−
1
2

∥u∥Hs(Ω), (3.9)

∥u−Πhu∥L2(Ebdy) 6 CΘ
1
2 (1 + log p)2

hmin(p+1,s)− 1
2

ps−1
∥u∥Hs(Ω), (3.10)

其中, Θ = maxK∈MΓ ΘK , h = maxK∈M hK , C 是不依赖于 p、hK (∀K ∈ M) 和 ηK (∀K ∈ MΓ) 的

常数.

利用这个 hp 插值算子, 可以证明如下先验误差估计.

定理 3.2 令 u ∈ Hs+1(Ω) (s > 1) 是问题 (2.1) 和 (2.2) 的解, uh ∈ Xp(M) 为 (2.9) 的解, 则存

在不依赖于 p、hK (∀K ∈ M)、ηK (∀K ∈ MΓ) 和系数 a 的常数 C 使得

|||u− uh||| 6 CΘ(1 + log p)2
hmin(p,s)

ps−1
∥a 1

2 ∥L∞(Ω)∥u∥Hs+1(Ω). (3.11)
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证明 由于 u 满足方程 (2.1) 和 (2.2), uh 满足 (2.9), 则有误差方程

ah(u, vh)− ah(uh, vh) = R(u, vh), (3.12)

其中

R(u, vh) = ⟨a∇u · n, vh⟩ED − (a∇u, L(vh))Ω, ∀ vh ∈ Xp(M). (3.13)

由提升算子的定义 (2.8) 及插值算子误差估计 (3.9) 和 (3.10), 可得

|R(u, vh)| 6 |⟨a(∇u−Πh∇u) · n, vh⟩ED |+ |(a(∇u−Πh∇u), L(vh))Ω|

6 CΘ
1
2 (1 + log p)2

hmin(p+1,s)

ps−
1
2

∥a 1
2 ∥L∞(Ω)∥∇u∥Hs(Ω)∥α

1
2 vh∥L2(ED), (3.14)

其中 Πh 表示按分量作用 Πh 的向量插值算子. 进一步地,改写误差方程 (3.12),并利用 (3.8)和 (3.14)

得到

ah(Πhu− uh, vh) = ah(Πhu− u, vh) +R(u, vh)

6 (∥a 1
2∇(Πhu− u)∥L2(Ω) + ∥α 1

2 (Πhu− u)∥L2(ED))|||vh|||

+ CΘ
1
2 (1 + log p)2

hmin(p+1,s)

ps−
1
2

∥a 1
2 ∥L∞(Ω)∥∇u∥Hs(Ω)∥α

1
2 vh∥L2(ED)

6 CΘ(1 + log p)2
hmin(p,s)

ps−1
∥a 1

2 ∥L∞(Ω)∥u∥Hs+1(Ω)|||vh|||.

最后一个不等号使用了 (3.9) 和 (3.10). 最后令 vh = Πhu − uh, 结合定理 3.1 以及三角不等式完成定

理的证明.

4 有限元基函数的构造

本小节介绍有限元基函数的构造. 考虑混合的形状正则网格Mh 中的矩形和三角形两种单元, 对

于含曲边的三角形单元, 函数在曲边三角形上的定义可以看作是直边所组成的三角形上的自然延拓.

对于矩形单元 K ∈ M \MΓ, 局部基函数为 Gauss-Lobatto-Legendre 积分点上的 Lagrange 多项

式. 记 K = (x1K , x
2
K) × (y1K , y

2
K), hxK = x2K − x1K , hyK = y2K − y1K , −1 = ξ0 < ξ1 < · · · < ξp = 1 为

Gauss-Lobatto-Legendre 积分点, 其中节点 ξk (k = 1, 2, . . . , p − 1) 是阶数为 p 的 Legendre 多项式 Lp

的导数在区间 (−1, 1) 上的零点, 即

L′
p(ξk) = 0, k = 1, 2, . . . , p− 1.

在单元 K 上, 基于 Gauss-Lobatto-Legendre 积分点, 可以构造 Lagrange 多项式基函数, 记

ϕℓ1 ∈ P p([x1K , x
2
K ]), ϕℓ1

(
x1K +

(ξℓ′ + 1)hxK
2

)
= δℓℓ′ , 0 6 ℓ, ℓ′ 6 p,

ϕm2 ∈ P p([y1K , y
2
K ]), ϕm2

(
y1K +

(ξm′ + 1)hyK
2

)
= δmm′ , 0 6 m,m′ 6 p.
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则由张量积定义基函数

ϕℓmK (x, y) = ϕℓ1(x)ϕ
m
2 (y), ϕℓmK ∈ Qp(K), ϕℓmK (ξℓ

′m′

K ) = δℓℓ′δmm′ , 0 6 ℓ, ℓ′,m,m′ 6 p,

其中 ξℓ
′m′

K = (x1K + (ξℓ′ + 1)hxK/2, y
1
K + (ξm′ + 1)hyK/2)

T. 因此对于任意的 wh ∈ Xp(M), 都有

wh|K =

p∑
ℓ=0

p∑
m=0

wℓm
K ϕℓmK , ∀K ∈ M \MΓ. (4.1)

对于三角形单元 K ∈ M∆, 记 K 的三个顶点分别为 viK = (xiK , y
i
K)T (i = 1, 2, 3), 选取三角形上

的 Lobatto 点 [10] 作为自由度节点, 更多插值点的选取可参见文献 [37],

ζℓmK =
1

3
(1 + 2λℓ − λm − λk)v

1
K +

1

3
(1 + 2λm − λk − λℓ)v

2
K +

1

3
(1 + 2λk − λℓ − λm)v3K ,

ℓ = 0, . . . , p, m = 0, . . . , p− ℓ, k = p− ℓ−m,

λm =
ξm + 1

2
, m = 0, . . . , p.

这些自由度节点满足在三角形边上为一维的 Gauss-Lobatto 点, 因此与矩形单元的 Gauss-Lobatto 点

兼容.为了定义三角形单元上节点 ζℓmK 的 Lagrange插值多项式,本文介绍三角形上正交基函数 Proriol

多项式 [47]. 定义参考单元 T = {(ζ, η) : 0 6 ζ, η 6 1, ζ + η 6 1}, 则每个三角形单元 K 通过如下仿射

变换 FK : (x, y)T → (ζ, η)T 映至参考单元:

FK(x, y) := A−1
K ((x, y)T − v1K), AK = (v2K − v1K , v

3
K − v1K).

定义 Duffy 变换, 将参考三角形单元映为标准方形单元 −1 6 ζ ′, η′ 6 1. 记 Duffy 变换为 G:

G : (ζ, η)T → (ζ ′, η′)T, ζ ′ =
2ζ

1− η
− 1, η′ = 2η − 1.

则 Proriol 多项式定义为

Pnℓm
(ζ ′, η′) = Lℓ(ζ

′)

(
1− η′

2

)ℓ

J (2ℓ+1,0)
m (η′), (4.2)

其中, Lℓ 为 Legendre多项式, J
(2m+1,0)
m 为 Jacobi多项式, nℓm = 1+ (ℓ+m)(ℓ+m+1)

2 +m, 0 6 ℓ,m, ℓ+m

6 p. 对于给定的 Np = (p+1)(p+2)
2 个 Lobatto 点 {ζℓmK }, 将其重新编号为 {ζnℓm

K | 1 6 nℓm 6 Np}, 构造
广义 Vandermonde 矩阵

Vij = Pj ◦G ◦ FK(ζiK), 1 6 i, j 6 Np. (4.3)

假设 V 可逆, 则节点 ζℓmK 的 Lagrange 插值多项式为

φℓm
K (x, y) =

Np∑
i=1

(V −1)i,nℓm
Pi ◦G ◦ FK(x, y), (4.4)

满足

φℓm
K (ζℓ

′m′

K ) = δℓℓ′δmm′ , 0 6 ℓ,m, ℓ+m 6 p, 0 6 ℓ′,m′, ℓ′ +m′ 6 p. (4.5)

348



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 3 期

(a) (b)

1E
A

F

B

H

CD

K1

K2

K3

G

K2

2

34

图 6 (网络版彩图) 有限元函数 wh ∈ Xp(M), wh(E) = 1, p = 1. (a) 有限元函数在 K1、K2 和 K3 上的限

制; (b) 有限元函数在 K2 上的限制

因此对于任意的 wh ∈ Xp(M), 都有

wh|K =

p∑
ℓ=0

p−ℓ∑
m=0

wℓm
K φℓm

K , ∀K ∈ M∆. (4.6)

根据定理 2.1, 对系数 wℓm
K 进行限制以保证协调性, 考虑如下两种情形:

(1) 如果对于某条边 e = ∂K ∩ ∂K ′, 且 e = f = f ′, 则 K 和 K ′ 在边 e 上的自由度节点位置相同,

因此当 ξℓmK (ζℓmK ) = ξℓ
′m′

K′ (ζℓ
′m′

K′ ) 时, wℓm
K = wℓ′m′

K′ , 即它们属于同一个自由度.

(2) 如果对于某条边 e = ∂K ∩ ∂K ′, e = f , e $ f ′, 则对于落在 e 上的节点 ξℓmK 或 ζℓmK , 令

wℓm
K =

wh|K′(ξℓmK ), 如果 K ∈ M \MΓ,

wh|K′(ζℓmK ), 如果 K ∈ M∆,

从而构造了满足协调性要求的有限元基函数. 图 6 给出一个协调有限元函数的例子, 当 p = 1 时,

wh|K1(E) = 1, wh(A) = wh(D) = wh(F ) = wh(B) = wh(H) = 0. 若 G 为一个悬点, 则 wh|K2 在边 EG

上的值由 wh|K1 给出, 因此 wh|K2 = 1 · ϕ00K2
+ 1

2 · ϕ01K2
.

5 数值算例

本小节给出 3 个数值算例验证本文的理论结果.

例 5.1 令 Γ 为圆心在原点 (0, 0)T、半径为 r0 = 1.1 的圆. 计算区域为 Ω = {(x, y) ∈ R2 :√
x2 + y2 < r0}, 令 a = 10, ΓD = Γ. 选取右端项 f 和边界条件 gD 使得方程 (2.1) 和 (2.2) 具有如下

精确解:

u(x, y) = ex
2+y2−r20 sin(2πx) sin(2πy).

使用 (2.9) 计算该问题, 多项式次数 p 分别取 1、2、3、4 和 5. 为了能够刻画区域边界的几何, 在

边界局部加密网格使得边界单元的界面偏差 ηK 6 η0 (∀K ∈ MΓ), η0 = 0.05. 图 7 展示了网格 T0 尺
度为 h = 1/4 的示例, 可以看到经过小单元合并算法, 在网格边界处的曲边三角形单元和三角形单元

都是形状正则的. 表 1 给出误差 |||u− uh|||/|||u||| 的收敛阶, 可以看到最优的 p 阶收敛.
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(a) (b)

图 7 例 5.1 的计算区域示例, 网格 T 0 尺度为 h = 1/4. (a) 计算网格; (b) 局部放大的网格

表 1 例 5.1: 数值误差 |||u− uh|||/|||u||| 和收敛阶
p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5

h 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶

1/4 2.51E−01 − 4.02E−02 − 3.45E−03 − 3.08E−04 − 1.65E−05 −

1/8 1.23E−01 1.03 9.55E−03 2.08 4.37E−04 2.98 1.91E−05 4.02 5.11E−07 5.02

1/16 5.85E−02 1.07 2.31E−03 2.05 5.44E−05 3.01 1.17E−06 4.02 1.59E−08 5.01

1/32 2.88E−02 1.02 5.68E−04 2.02 6.78E−06 3.00 7.30E−08 4.01 4.94E−10 5.00

例 5.2 考虑一个更复杂的区域. 令计算区域 Ω 定义如下:

Ω =

{
(x, y) : r <

2

9
(3 + 4sin(5θ))

}
,

Γ =

{
(x, y) ∈ R2 : r =

2

9
(3 + 4sin(5θ))

}
,

其中, r =
√
x2 + y2, θ 是 (x, y) 在极坐标下的辐角. 令 a = 1, ΓD = Γ. 选取右端项 f 和边界条件 gD

使得方程 (2.1) 和 (2.2) 具有如下精确解:

u(x, y) = sin(2π(x+ y)).

测试 p = 1, 2, 3, 4, 5 时数值解的误差和收敛阶, 网格的界面偏差同样满足 ηK 6 η0 (∀K ∈ MΓ),

η0 = 0.05. 图 8 给出网格 T0 尺度为 h = 1/4 的示例, 数值误差和收敛阶在表 2 中展示, 可以清楚地看

到 p 阶最优收敛精度.

例 5.3 考虑混合边界条件的情形, 令计算区域 Ω = Ω1 \ (Ω̄2 ∪ Ω̄3), 其中

Ω1 =

{
(x, y) : r <

7

3

}
,

Ω2 =

{
(x, y) :

(
x+

2

3

)2

+

(
y +

2

3

)2

<
1

4

}
,

Ω3 =

{
(x, y) :

9

8
(x+ y − 1)2 +

1

2
(x− y)2 < 1

}
,
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(a) (b)

图 8 例 5.2 的计算区域示例, 网格 T 0 尺度为 h = 1/4. (a) 计算网格; (b) 局部放大的网格

表 2 例 5.2: 数值误差 |||u− uh|||/|||u||| 和收敛阶
p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5

h 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶

1/4 2.36E−01 − 3.83E−02 − 4.79E−03 − 4.63E−04 − 3.63E−05 −

1/8 1.15E−01 1.04 9.49E−03 2.01 5.95E−04 3.01 2.90E−05 4.00 1.14E−06 5.00

1/16 5.65E−02 1.02 2.34E−03 2.02 7.39E−05 3.01 1.80E−06 4.01 3.51E−08 5.00

1/32 2.83E−02 1.00 5.85E−04 2.00 9.24E−06 3.00 1.13E−07 4.00 1.11E−09 5.00

这里 r =
√
x2 + y2. 令 a = 1, ΓD = ∂Ω1, ΓN = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2. 选取右端项 f、边界条件 gD 和 gN 使得

方程 (2.1) 和 (2.2) 具有如下精确解:

u(x, y) = exp(sin(2π(x+ y))).

测试 p = 1, 2, 3, 4, 5 时数值解的误差和收敛阶, 网格的界面偏差同样满足 ηK 6 η0 (∀K ∈ M) 和

η0 = 0.05. 图 9 给出网格 T0 尺度为 h = 1/4 的示例, 数值误差和收敛阶在表 3 中展示, 可以清楚地看

到 p 阶最优收敛精度.

(a) (b)

图 9 例 5.3 的计算区域示例, 网格 T 0 尺度为 h = 1/4. (a) 计算网格; (b) 局部放大的网格
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表 3 例 5.3: 数值误差 |||u− uh|||/|||u||| 和收敛阶
p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5

h 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶 误差 阶

1/4 4.68E−01 − 1.61E−01 − 6.56E−02 − 2.54E−02 − 1.12E−02 −

1/8 2.36E−01 0.99 4.83E−02 1.73 1.06E−02 2.64 2.48E−03 3.36 5.40E−04 4.38

1/16 1.18E−01 1.00 1.23E−02 1.98 1.44E−03 2.88 1.70E−04 3.87 1.89E−05 4.84

1/32 5.90E−02 1.02 3.05E−03 2.01 1.81E−04 2.99 1.06E−05 4.00 5.69E−07 5.00

致谢 感谢审稿人对本文提出宝贵意见.
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An arbitrarily high-order finite element method on arbitrarily
shaped domains with automatic mesh generation

Zhiming Chen & Yong Liu

Abstract In this paper, we first review the recent progress of unfitted finite element methods for solving elliptic
equations on domains with complex geometry. Then we propose an arbitrarily high-order conforming unfitted
finite element method defined on automatically generated induced meshes from Cartesian meshes with hanging
nodes. The induced mesh allows us to use a simple treatment of the hp finite element method to deal with the
hanging nodes to construct a high-order conforming finite element space. Nitsche techniques are used to deal
with the Dirichlet boundary conditions. The stability and the hp a priori error estimates of our methods are
established. Numerical examples confirm our theoretical findings.
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