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关于二维图像Euler数新公式的证明  

林小竹*  沙  芸  籍俊伟  王彦敏 

(北京石油化工学院信息工程学院, 北京 100627) 

摘要    Euler 数是拓扑学的重要特征参数, 在二维数字图像中, 由局部性质计
算图像 Euler 数的公式, 对于 4-连通和 8-连通是不同的. 在定义图段和相邻数概
念的基础上, 提出了由局部性质计算二值图像 Euler 数的一种新公式, 并证明了
该公式在 4-连通和 8-连通情况下都能成立. 为局部计算二维图像的 Euler数提供
了新的思路.  

关键词    数字拓扑学  Euler数  二值图像  4-连通  8-连通 

在数字图像中, 能表现其拓扑性质的量是指当图像像橡皮薄膜那样伸缩变

化时, 保持图像特征不变的量. Euler数恰好就是可以描述物体结构, 而与其特定

几何形状无关的拓扑参数.  

对于二维图像, Euler数被定义为连接体数与其中的孔洞数之差[1,2], 用公式

表示为 

 E = C−H. (1) 
在二维空间中, 孔洞被定义为以前景为边界的背景区域. 对于无孔洞物体, 可以

用 Euler 数来计算连接体数目或测量不重叠的粒子个数. 但孔洞无法由局部性质

判断, 孔洞数亦无法由局部性质计算得到, 因此(1)式是一种全局测量公式, 无法

进行局部计算.  

除了全局定义(1)式, 二维图像Euler数还可以由局部性质计算得到. 在二值

图像中, Euler数这个值的计算是利用近邻像素值来进行的[3], 由于图像连接分为

4-连通和 8-连通, 4-连通和 8-连通的Euler数计算公式不同, 具体如下所示:  

 4-连通: E(4) = V−E+F, (2a) 

 8-连通: E(8) = V−E−D+T−F. (2b) 
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其中 V是具有前景色(值为 1)像素的总数; E是二值图像中    和      的个数; D 
1
1 1  1 

是     和     的个数; T 是      ,      ,      ,      的个数; F 是   

的个数, 其中每一个   代表二值图像中值为 1的单个像素块, E, D, T, F是各个像
素块在图像中的具体连接形式. 

有一组更为简单的公式, 它也可以由近邻像素值来计算图像的Euler数[4], 并
且容易证明它与公式(2)是等价的:  
 4-连通: E(4) = Q1−Q3+D1, (3a) 
 8-连通: E(8) = Q1−Q3−D2, (3b) 

其中 Q1, Q3, D1 和 D2 分别代表二值图像中具有如下排列模式
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另一组被广泛使用的公式可以参见文献[5, 6]:  
 4-连通: E(4) = (S1−S3+2X)/4, (4a) 
 8-连通: E(8) = (S1−S3−2X)/4, (4b) 
其中 S1, S3和 X代表二值图像中具有下列模式的 2×2方块个数, 分别为 S1: 一
个 1, 三个０的模式; S3: 三个 1, 一个０的模式; X: 两个 1在一条对角线, 两个０
在另一条对角线上的模式. 它就是商用图像处理工具 MATLAB 软件中计算二值
图像 Euler数时所用的公式.  

由于有(2)~(4)式, 因此可以由局部性质计算图像的Euler数. 但对于 4-连通和
8-连通, 所用公式的形式并不相同. 是否存在类似全局定义(1)式, 具有统一形式
的图像Euler数局部计算公式呢? 答案是肯定的. Rosenfeld[7]简单扼要地给出了这

样一个公式, 但不够详细. Kong[8]指出对于目标和背景二者的Euler特征是不能仅
用 4-连通或 8-连通而局部计算的. Lin[9]在研究物体的智能计数(与形状无关)的过
程中, 独立地得出了类似的公式. 文献[10~12]研究了二值图像Euler数的快速算
法. 文献[13~15]讨论了计算Euler特征的其他方法, 如积分几何(integral geometric)
方法与多面体(polyhedral)方法等. 本文则从另一种角度——在定义图段和相邻数
两个新概念的基础上去分析理解Euler数的内涵和本质.  

1  图段与相邻数的概念 

1.1  扫描方式 

对于二维数字图像, 一般按行扫描, 称为逐行扫描. 行的顺序可由上而下
(up-down), 这是最常见的扫描方式. 行的顺序亦可由下而上(down-up), BMP图像
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文件格式就采用这种扫描方式. 本文采用由上而下的逐行扫描方式.  

1.2  图段定义 

对于二值图像, 我们定义图段的概念, 它是二值图像的每一行中被０或图像
边界所分隔的值为 1 的单个像素或多个像素段. 图段的大小由其游程表示, 最小
是 1, 最大不超过行的长度. 如果二值图像用函数 f (i, j)表示(i, j分别代表图像矩
阵的行和列), 则图段可以用下式来描述:  

若 f (i, j︰j+K−1) =1,  
且 f (i, j−1) = f (i, j+K) = 0, 或 j−1或 j+K超出图像的边界.  

则满足上面条件的前景像素段 f (i, j︰j+K−1)被称为图段, K表示图段的大小即游
程. 当 K = 1时, 图段就退化为单个的前景像素. 如图 1所示的行中有三个图段, 
游程分别为 3, 1, 5. 

 

0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 
 

图 1  图段示意图 

1.3  相邻数定义 

图段的相邻数, 定义为图段相邻行中对应图段大小范围内的图段数. 它反映
图段邻域连接的复杂程度, 最小是 0, 最大是[K/2]向上取整, K是图段的大小即游
程. 如果一个图段用 f (i, j︰j+K−1)表示, 则该图段的相邻数可以这样确定: 与图
段 f (i, j︰j+K−1)相邻的上一行, 在(i−1, j︰j+K−1)范围内的像素所能构成的图段
数目, 即图段 f (i, j︰j+K−1)的相邻图段数目. 所以它被称为图段的相邻数. 如图
2所示图段的相邻数是 3.  

 

1 0 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 
 

图 2  图段的相邻数示意图 

2  统一的局部计算公式 

下面给出一个利用图段相邻数来计算图像 Euler 数的公式. 它只需对图像采
用逐行扫描由上而下的方式扫描一次, 而且把 4-连通和 8-连通的计算公式进行了
很好的统一, 有别于已往由于连通性的不同而造成的计算公式的差异. 另外该公
式恰当、准确、清晰地描述了图像 Euler数和图段相邻数二者之间的关系, 即 Euler
数是图段相邻数的宏观表示, 而图段相邻数则是 Euler 数的微观体现. 公式如下
所示:  

 , (5) 
( )

1 0
(1 )

N iI

in
i n

E V
= =

= −∑ ∑
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其中 I是图像的行数, N(i)是图像第 i行内的图段个数, Vin表示图像第 i行, 第 n个
图段所对应的相邻数. 规定 Vi0≡1, 即当 n = 0时, Vin = 1. 表示当 i行无图段时, 
该行对Euler数无贡献. 注意(5)式的求和顺序自左向右, 不能交换, 因为 n是依赖
于 i的.  

如图 3所示, 计算 4-连通与 8-连通 Euler数的区别仅在于该图段所对应的上
一行的范围不同, 8-连通比 4-连通左右各多一个像素而已. 具体而言, 计算图段  
f (i, j︰j+K−1)的相邻数时, 4-连通和 8-连通对应的范围分别是(i−1, j︰j+K−1)和
(i−1, j−1︰j+K).  

 

x x x x x x x x x x x x x x x x x 

1 1 1 1 1 1 1 1
 

 1 1 1 1 1 1 1  
(a) 4-连通                                   (b) 8-连通 

图 3  4-连通与 8-连通对应的范围不同(X = 0, 1) 

3  实例分析 

3.1  4-连通的例子 

在 4-连通情况下, 图 4中简单二值图像的 Euler数按定义式计算为 4, 如果用
新公式计算, 具体算法描述如下: 

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

图 4  简单的二值图像 
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在 4-连通时, 对图 4简单二值图像用(5)式计算的 Euler数与由定义(1)式计算
的结果完全一致.  

3.2  8-连通的例子 

在 8-连通情况下, 图４中简单二值图像的 Euler数按定义式计算为 0, 如果用
新公式计算, 具体算法描述如下: 

第一行, 0个图段, Vi0 = 1, 
0
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在 8-连通时, 对图４简单二值图像用(5)式计算的 Euler数与由定义(1)式计算
的结果也完全一致, 可见(5)式对 4-连通和 8-连通均适用. 下面部分是对该公式在
4-连通和 8-连通情况下的一个证明.  

4  二维公式的证明 

4.1  4-连通情形 

(2a)式是按逐行扫描整幅图像, 统计点、边和面的数目, 从而得到 Euler数的
一种局部计算公式. 它的计算结果与逐行分图段统计的结果相同, 因此在 4-连通
情况下, (2a)式可以改写为另一种局部计算的形式:  

 
1 0

(4) ( )
I N

i n
E v e

= =

= − +∑∑ , (6) 

其中 v, e和 f分别代表图像第 i行, 第 n个图段所对应的点数、边数和面数(见引
言中关于 V, E和 F的描述). 必须注意的是 e和 f与第 n个图段所对应的相邻上一
行有关. 比较(5)和(6)式, 可用归纳法证明其等价性.  

当图段游程 length=１时, 如图 5所示, 只有两种情况:  
 

0 1  X ⋯ X X 

1 1  1 ⋯ 1 1 
(a)        (b) 

图 5   游程是１的情形                  图 6   游程是 N的情形(X = 0, 1) 
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对图 5(a), 由于 Vin = 0, 所以(1−Vin) = 1; 由于 v = 1, e = f = 0, 所以(v−e+f )=1. 
故(1−Vin) = (v−e+f ). 

对图 5(b), 由于 Vin = 1, 所以(1−Vin) = 0; 由于 v = 1, e = 1, f = 0, 所以(v−e+ f ) 
= 0. 故(1−Vin) = (v−e+f ).  

即对游程是 1的图段, (5)与(6)式是等价的.  
当图段游程 length= N时, 如图 6所示, 假设[1−Vin] = [v−e+f ]成立, 即(5)式等

价于(6)式. 下面证明 length = N+1时的情况, 其中, 中括号“[ ]”内的内容表示游
程 length = N时情形, 大括号“{  }”内的内容表示游程 length = N+1时情形.  

当图段游程 length = N+１时, 如图 7所示, 有三种情况: 
 

X ⋯ X X 0 X ⋯ X 0 1 X ⋯ X 1 1 

1 ⋯ 1 1 1 1 ⋯ 1 1 1 1 ⋯ 1 1 1 

(a)                         (b)                          ( c)    

图 7  游程是 N+１的情形(X = 0, 1) 
 
对图 7(a), 由于{1−Vin} = [1−Vin], 另外 

{v−e+f } = [(v+1)−(e+1)+f ] = [v−e+f ], 
所以{1−Vin}= {v−e+f }.  

对图 7(b), 由于{1−Vin} = [1−(Vin＋１)]=[1−Vin] −1, 另外 
{v−e+f }=[(v+1) − (e+2)+f ]=[v−e+f ] −1, 

所以{1−Vin }={ v−e+f }.  
对图 7(ｃ), 由于{1−Vin}=[1−Vin], 另外 

{v−e+f }=[(v+1) − (e+2)+(f+1)]=[v−e+f], 
所以{1−Vin}={ v−e+f }.  

即对游程是 N+１的图段, (5)与(6)式仍然等价.  
所以(5)式在 4-连通情况下是正确的, 对 8-连通情形亦可做类似证明.  

4.2  8-连通情形 

在 8-连通情况下, 和在 4-连通情况下相似, (2b)式同样可以改写为另一种局
部计算的形式:  

 , (7) 
1 0

(8) ( )
I N

i n
E v e d t

= =

= − − + −∑∑ f

其中 v, e, d, t和 f分别代表图像第 i行, 第 n个图段所对应的点数、边数、对角数、
三角数和面数(见引言中关于 V, E, D, T和 F的描述). 必须注意的是 e, d, t和 f与
第 n个图段所对应的相邻上一行有关.  

比较(5)和(7)式, 可用归纳法证明其等价性.  
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当图段游程 length = 1时, 如图 8所示, 有八种情况. 任取一种证明如下: 
 

X2 X1 X0

 1  

图 8  游程是 1的情形(Xi = 0, 1) 
 

若设 X2=1, X1 = 0, X0 = 1, 由于 Vin = 2, 所以(1−Vin) = −1; 由于 v=1, d=2, e = t 
=f = 0, 所以(v−e−d+t−f )= −1. 故(1−Vin)=(v−e−d+t− f).  

其他七种情况, 可逐一证明: (1−Vin)=(v−e−d+t− f).  
即对游程是１的图段, (5)与(7)式是等价的.  
当图段游程 length=N时, 如图 9所示, 假设[1−Vin]＝[v−e−d+t− f]成立, 即(5)

式等价于(7)式. 其中, 中括号“[ ]”内的内容表示游程 length = N时情形, 大括号
“{ }”内的内容表示游程 length=N+1时情形.  

 

x x ⋯ x x x 

 1 ⋯ 1 1  

图 9  游程是 N的情形(X = 0, 1) 
 

当图段游程 length=N+1时, 如图 10所示, 有八种情况. 不妨任取两种证明如
下: 

X X ⋯ X X2 X1 X0

 1 ⋯ 1 1 1  

图 10  游程是 N+1的情形 
 

若设 X2 = 1, X1 = 1, X0 = 0, 由于{1−Vin}=[1−Vin], 另外 
{v−e−d+t− f }=[(v+1) − (e+2) − (d+1)+(t+3) −(f+1)]=[v−e−d+t− f], 

所以{1−Vin }={ v−e−d+t− f }.  
若设 X2 = 1, X1 = 0, X0 = 1, 由于{1−Vin }=[1−(Vin+1)]=[1−Vin] −1, 另外 

{v−e−d+t− f }=[(v+1)−(e+1)−(d+2)+(t+1)−f ] 
=[v−e−d+t− f] −1,  

所以{1−Vin }={ v−e−d+t− f }.  
其他六种情况, 可逐一证明: {1−Vin}={v−e−d+t− f }.  
即对游程是 N+１的图段, (5)与(7)式仍然等价.  
所以(5)式在 8-连通情况下也是正确的.  

5  结论 

图像 Euler 数与图段相邻数关系公式的提出使我们对 Euler 数的本质和局部
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性有了更好的认识, 它是所有图段邻域连接复杂度(即相邻数)的宏观和综合体现. 
而且该公式与以往不同, 将 4-连通与 8-连通统一在一个公式之中, 开辟了一条更
为简单、清晰的计算图像 Euler数的新途径. 另外, 更重要的是由局部性质计算二
维图像Euler数的思路还可进一步推广到三维图像上, 关于三维图像Euler数与相
邻数关系的研究正在进行之中, 我们已获得初步成果待后续发表.  
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