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平面三次系统的一类极限环分布

李 继 彬
( 昆明工 学院数学教研室)

摘 要

本文得到以下结果
:

1
.

举出一个数值系数方程的例子
,

证明平面三次系统存在结构为 ( l) 十 (功
,
( l)

〕 ( ( l) 十 ( l ) ) 的极限环分布 (见图 l)

2
.

对形如 ( l
,

1
`

) 与 ( l
,

2
’

) 的非线性振动系统
,

得到当条件
x g ( 、 ) > 。 不满足

时
,

存在包围多个奇点的极限环的若干充分条件
.

对于右端不含二次项的平面三次微分系统

李
一 , 十 又· 十

、

裂
3 “ ! ’ “ ,

’
` ’

( : 、
3》
)

立 一 一 : 一 : , + 艺 ib 声 , ,
·

J t + , ” 3

1 9 6 5 年
,

助 6 o pe K叻 l[J 用 B a y T` 的方法证明了系统 (尽s)) 在原点小邻域内可能出现 5

个极限环
.

1 9 7 5 年
,

应用秦元勋与蒲富全田的方法
,

史松龄田给出了一个具体的例子
,

使文献

Lll 的断言得到实现
.

本文利用可积系统的闭轨线作地形系的 oP i cn 盛er 方法
,

讨论属于 (侧勺

的一个数值系数方程
:

立 一 , 一 。 , 飞 一 p (
x ,

y )
,

( 。 )
,

J t

立 一 戈 + 。 , 一 : 3
一 : 2 , 一 。 (

: , 、 )
,

其中
5 一 10 一 , ` , a 一 l 一 又

,

O < 几 < 1 0 一 9 ,
.

一
、

几个存在性定理

对于二阶非线性振动方程

分 + f (
x ,

分 )无 + g ( 二 ) 一 O ( 1
.

1
`

)

与

分 + f (二 ) 分十 g ( : ) 一 o
,

( 1
.

2
’

)

当 x g (二 ) > O 时
,

其极限环存在性已有许多文献论述卜
` , , 但若上述条件不满足

,

相平面上原

本文 10 8 2 年 9 月 28 日收到
, 19 83 年 8 月 2 2 日收到修改稿

.
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图 l(1 )+ ( l)+ (一 )〕 ( ( l)+ ( l) )结构示意图

点是鞍点时
,

结果尚不多见
.

考虑到理论研究及应用方面的需要
,

本节作一些初步讨论
.

方程

( 1
.

1
’

) 与 ( 一 2
’

) 等价于方程组

一 g ( x ) 一 f (
x ,

夕)夕
,

( 1
.

1 )

一 一 g (
二

) 一 f ( 二 ) y
.

( 1
.

2 )

.

y一
.

t
一夕
r

td一dd一d止dx一dt兰d

设函数 g (幻
,

厂(动
,

f (
x ,

y ) 关于变元连续
,

满足初值问题解的唯一性条件
,

以下不再重

述
.

对函数 g (幼 假设

( I ) g ( x ) 恰有三个零点
, x ~ 一杏

1 ,

o
,

杏
2 ,

一 夸
;

< o < 夸
: ,

巨 g
`

( O ) < o
,

g
’

(一杏
,

) > O
,

g
`

(杏
2

) > o ,

< 0
,

当 x 铸 0
,

一 杏
:

< x
< 杏

2 ,

> 0
,

当一 co <
x

< 一夸
2 ,

夸
:

<
x < + co

.

r呀,IL
、 ,

公
尸
t

gX

,己 。 ( X ) 一

!:
g (

·
) J

· ,

假` “ ( 士 co , 一 + co
·

当条件 ( l) 满足时
,

在相平面上
,

保守系统

分 + g ( 二 ) = 0 (
或等价方程组

含
一 ,

,

贵一
g ( ! ,

)
,

( 1 3 )

以点 月 (一 夸
, ,

0)
,

B份
2 ,

0) 为中心
,

原点 。
( o

,

0) 为鞍点
.

系统 ( 1
.

3) 有初积分

双
二 ,

劝 一 生 尹 + 以 x) 一 c
.

2

( 1
.

4 )

当 。 < c < 十 co 时
,

( 1
.

4 ) 式是包围奇点 A
, 口 ,

B 的闭积分曲线族
,

当 c 一 0 时
,

( 1
.

4 ) 式

是在原点
口

相互毗连并分别包围着奇点 A 与 B 的
“
co ” 形鞍点分界线环

,

当 c < 0 时
,

( 1 4 )

式或是分别包围 A 与 B 的两支闭曲线族
,

或是虚迹曲线
.

为简单起见
,

用 C K
表示包围 K 个奇点的极限环

.

取 ( 1
.

4 ) 式作为地形曲线
,

用 oP icn 盯`
-

eB dn i x so 。
环域定理可以证明
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定理 1
.

若方程组 ( 1
.

1)中函数 g(
x

)满足条件 (I )
,

并设

( H
,

) 了( 工
,

y ) 一 0 的图形为包含原点于其内的闭 Jor d o n 曲线
,

在该闭曲线内部与外 部
,

j (
: ,

,
,

) 异号
.

( 111
:

) 联立方程组

{
j (

x ,

少) = 0
,

与
“
十 ` x() 一 。 ( 1

.

,

无实交点 ;则方程组 ( 1
.

1) 至少存在一个 c :
.

以下讨论方程组 ( 1
.

2 )
.

作 L王亡an dr 变换 y
;
~ 夕 十 F (劝

, x 一 x ,

其中

F (劝
一

!:
`( r ’ “ 了

’

方程组 ( 1
.

2 ) 等价于方程组

d x
_

。 , 、

二一
y 一 F ( 丫 )

,

d t

经过变换
,

方程组 ( 1
.

2 ) 的奇点 刀 (一占
, , 0 )

,

立 _

d t

B (夸
2 ,

o )
,

一 g (
二

)
.

( 1
.

6 )

。

( o
,

0) 变为 L iel
l a r d 平面上的 奇点

A
’

(一 畜
, ,

F ( 一 杏
,

) )
,

B
’

(杏
2 ,

F份
:

) ) 与
。 `

( o
,

O )
.

在 L i连n a rd 平面 上考察曲线 ( 1
.

4 ) 式
,

设

又(
二 ,

y ) 一 O 与正 x 轴交于点 (
x l ,

0)
,

与负 x 轴交于点 (
x Z ,

0 )
.

取闭曲线族

风
二 ,

对 一 生 ( y 一 (F 动
“
+ 以 x) 一 c (I

.

7 )
2

作地形曲线
,

可得

引理 1
.

设方程组 ( 1
.

6 ) 中 g (
二

) 满足条件 ( l)
,

并且还满足

( 11
2

) 当
x 〔 (

x ,
一 。 , x 工 + 。

)
, 5 > o 时

,

f扮 ) < 0
.

则存在包含原点
。 ’

与奇点 汪
’ ,

B
`

于其内部的闭曲线 L , ,

使得方程组 ( 1
.

6 ) 的一切轨线与 L ,

相交者
,

都从内部穿到外部
.

取引理 1 中的 L ,

作 oP i。 C a r亡
一

Ben id xs o n

环域的内境界线
.

用文献 〔7J 的方法构造环域的

外境界线
,

可以得到便于估计极限环位置的较弱的存在定理
.

设函数 F (劝 满足条件

( 11
2

) 条件 ( I r
Z

) 成立
,

且存在数

一 阴 ,

< 一
n ;

<
x 刁

< 一 歹
,
< 0 < 杏

2
< x ,

<
。 2

< 们 2 ,

△ = m
a x

} F ( 二 ) }
,

x 〔 [一 厅 一, ” 2 ]

使得

F ( 一
n ,

) 一 F ( o ) ~ F (
。 2

) 一 。 ,

r (、 ) 李 一 △
,

当 x 〔 ( o
, n Z

) ; F 伽 ) > o ,

当
x 〔 (

。 2 ,

胡 ,

)
,

F ( : ) 镇 △
,

当
x 〔 (一

, l ,

o ) ; 尸 ( 、 ) < o ,

当 x 任 (一 阴 1 ,

一 n ;

)
.

引人可依次计算的常数记号

z。 = m i n [ ` (一 , 1

)
, ` ( ,

2

) ]
,

z臀一 m
a x L̀ (一

, 1

)
,

G (
, 2

) ]
,

z
二

~ m i n [ ` (一
, ,

)
,

G (
n ,

) ]
,

`
。

~ m a x [ G (一 , ;

) 一 ` (一 。 1

)
,

` ( ,
2

) 一 G (
。 z

) ]
,

z才一 m a x [ }G (一 杏
`

) !
,

IG (杏
2

) } ]
,
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/考一 mi, 1

[ {G (一 杏
,

) }
,

{` (杏
:

) { ]
,

、 一 L(了百蔽
。

一 △ )
,

十 : l
,

J全
,

召
,

一 汇(△ + 丫2 ( z才十 z才) )
2
一 2 2专 ]奋

,

万一 r (△ + 了汪
,
+ 2 2梦)

,
一 2 2; ]号

,

。
。

一 [ (△
·

朴 丫刀三一 22才)
,
一 2 2互]备

,

万 一 [ (△ + 丫矛下币 )
,
一 2 ,专 ]告

,

H
,

一 ( 口孟一 2 2、 ) 全
,

刀 一 (万
,
一 21 ,))

)告
.

定理 2
.

若方程组 ( 1
.

6 ) 的右端函数满足条件 ( l)
,

( zII )
,

并且满足

ll( lz) 当了云霖簇 △ 时
, F ( 。

2

) ) 一 △ + 月
。

> 。 , F (一
。

动 燕 △ 一 月
。

< 。 ;

或满足

(示
2

) 当 了寿霖 ) △ 时
, F ( 、 力 ) 一 △ + 方 > 。

,

F (一 m办 ( △ 一 月 < 。
.

则方程组 l(
.

6 ) 在矩形域
: 一 脚 ,

<
, <

。 7: ,

}川 < ( B泵+ 2 1梦) 奋 内存在 c 3 ,

其中 B ,

等干

刀
。

或 万视方程组 ( 1
.

6 ) 满足条件 ( 111
2

) 还是 ( 111
;

) 而定
.

若记

,充一 m a x [。 `一 、 ,

)
, 。 (

, , 2 2

) ]
,

。
。

一 「(△ + 了三而下 i奢))
,
一 2 , , ]`

,

n 州 一 [ (△ + 丫可平几万)
,
一 2 ,。一全

,

、
。 :

一 ( o 几一 z ,
, , ,

)全
,

可得条件稍强
,

但计算较简单的下述结论
:

定理 3
.

设方程组 ( 1
.

6 ) 中右端函数满足条件 ( l)
,

( zII )
,

并满足 (l 11 ,

)
: 存在数 一 。 :

<

T ,
< 一杏

`
< U < 夸

2

<
x ,

< 。 : ,

△ > 0
,

使得

F ( x ) ) 一 △
,

当
x 〔 ( 0

,

。 2

)
,

而 F ( 。
2

) 李 一 △ + 月
, , ,

> 0 ,

F (幻 毛 △
,

当
x 〔 ( 一 阴 : ,

0)
,

而 F ( 一 州
,

) 燕 △ 一 ;II
, ,

< 0
,

则方程组 ( 1
.

6 ) 在带域 一。 ,

<
x

< 阴 2

中存在 矶
.

据引理 1
,

仿丁大正一文
’ )证明方法

,

可得

定理 4
.

设方程组 ( 1
.

6 ) 的右端函数满足条件 ( I )
,

l( lz)
,

并设 F (劝 还满足 八aP 二旎 。 定

理 (见文献 [ 5
,

p g l ] ) 的条件
,

即

( r xl
;

) 存在常数 对 > 0
,

K > K
`

使 F (、 ) ) K ,

当 x
> 入了 ; F ( : ) 钱 入

’ ,

当 :
<

一 对
,

则方程组 (1
.

6) 至少存在一个 C 3
.

、 、 。 。 ,

从
, r 、 , : ,

_
_ _ _ ,

_

、 不口 、 、 。 户 ,

。 * * * , * 、 二二、 寿 L ; * 二 、 。 卜 二 。 二 ,

了(、 )
文献 〔8 ’ 给出 L

枷
r d 方程的一个较弱的存在定理

,

在构造环域外境界线时
,

只用到
描

与 F (幻 等函数的极限性质
,

故该定理可推广为

定理 5
.

设方程组 ( L 6 ) 满足条件 ( l)
,

( llz )
.

并满足

1) J 大正的
“
L记 n

ar d 方程极限环的存在性
”
一文

,

见北京人学 1 9 81 年大连全国微分方程定性理论会议交流资料
.
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)
1im l业 2

x 一 +。 g (二 )

i im F(二 )

一 十 。 C

( IV,

) ~ + oo
,

同时有 l im g ( , ) / F 。 ) 一 。 < 0 ( 。 为有限或 一 co )
,

11; 1飞 g ( 二 ) / F 。 ) f仕 ) ~ l > l ( z 为有限数或+ co )
,

则方程组 ( 1
.

6 ) 存在 e :
.

二
、

( E )
。

的极限环分布

方程组 ( : )
。

有九个有限远奇点
,

奇点
。
( o

,

o )
,

、 (一 l
,

o )
,

。 ( ,
,

o ) 固定 ;奇点 。
f一 ;

: ,

1 、 ~ /
`

1
’

、 一 /
_

1
、 、 ~ 一

。 _ 、 ,

一 ~ 。 二。 _ , 丫 , 。 _
,

_
,

_
, 。
一

沂夕
’
口 戈一 今` ’

万)
’

“
沙

’

不夕反
`

匕 j , J

~ 姗~ ~
C

’
刀

’ “ 随 “

姗当
在

直线 , 一 士

六
上” 动

·

“ 中 一弘 一 弘 氛是三次代” 方程

丫百护 + : ,
一 丫百

二
一

的实根
.

( E )
。

的水平与垂直等倾线如图 2 所示
,

当参数 a

(
a > O ) ( 2

.

1 )

通过 1 而改变时
,

水平导倾线产生

,

}
c D I斌

`
! l石

1

D .材 `

林、、、、
叨

J飞沃八

冷
亡

双协曰
可、曰!l,

、、、!厂

矿矿 `̀
!!!

lllll lll
,

义义
r}}}lllll }}}}} III

!!! ...lllll III

KKK
;;;!!!!! 】】

:::
、

{{{
毛毛毛毛

!!! llllllllll

一一 lll

LLLLLLL
!!!!! 、、、、

!!!!! 、、、、

一一一沪. , , `̀̀̀

、、 叼月月

{L
” i丫石石

\\\ 协协气 !!!
嘴嘴嘴 、 }}}
IIIII 、
气y ~ 一 xxx

ttttt l 、、

IIIII
{厂气

`̀

.......

lllllll
.......

畏

仆仁二
A i训弓

“

入

( I )
。 > l

石1一 11 ID C

甲￡

( 2 )
a = l

.

二到
” , 、 一 一尹

丫
`

( 3 )
a < I

图 2 ( E
。

)的水平与垂直等倾线

突变
.

通过指标计算可知
,

刀

( E )
。

有无穷远奇

后者是鞍点
,

其中

点 ( l 一
“ i ,

(一 u `
) 与

,

B
,

D 与 D
’

是指标等于 + l 的奇点
,

其余奇点是鞍点
.

此外
,

0) 与 ( 1
,

一 u Z ,

0)
,

一 u ,
< 一

二 :

< 一 l ,

前者是不稳定结点
,

(一
“ 2

) 是四次代数方程

E 况嘴 + “ + l 一 O

的两个实根
.

先设 6 = o
,

此时 ( 石 )
。

等价于 L i e n a r d 方程组

d x
_

/ 1
一二一 ~ y 一 l一

x
-

J t \ 3
( 2

.

2 )

对应于系统 ( 1
.

3 ) 中的 g ( : ) 一
: ,

一
x ,

二
)

,

贵一
(
· ’
一

`

,
·

( 1
.

劝 式化为
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若 c一 。 时
,

当 xl
,
: 二

引理 2
.

设 。 一 2

+

5
,

丫万 时曲线 ( 2
.

3) 与
/
轴相交

.

则 (石 )
。

至少存在一个包围 A
, 口 与 B 的内稳定 么

.

X

1一3
一

证
.

由方程组 ( 2
.

2 )
,

` (劣 ) 一 生
二 4

4

F ( x )X
1一
,ù

当 a 一 2
.

5 时
,

定理 2 的条件 ( l)
,

(I I力 成立
,

其中
, :

~
n ,

、 2
.

7 3 8 6
,

△ 、 2
.

6 3 5 2 ,

夸
:

-

蜜
2
一 1

.

粗略地取 。 :

一 。 2
一 4

,

容易算出定理 2 中各常数
:

/二一一
_ _ _ _ _

,

、
, . _ , _ 、 .

1
l ,

~ 1
.

一 5 6
,

叮 2『 _ 。

一 9
.

5 5 9 0
,

l梦一 l
;

一 } G ( l ) , 一 立
,

4

才 一 8 2 8
,

B 一 10
,

9 2 2 8
,

D 一 1 3
.

5 6 2 5 ,

刀一 8, 斗81 。
,

万
,
一 2绪 一 10

.

, 、苏夕
,

F (一
,、 :

) 一 F (。
2

) = F (斗 ) = 1 1
.

3 3 3 3
,

一 △ + H 一 5
.

84 5 6
.

显然定理 2 的条件 ( I l r
Z

) 成立
,

在 毛i亡n a r d 平面上的矩形 : 一 4 < ! < 4
,

l夕! < 10
.

9 4 5 7

内存在 c 。 ,

且 c 。

内稳定
.

回到 ￡ ~ 0 时的方程 (石 )
。 ,

在矩形 R : 一 4 < 才 < 4
,

{川 <

13 5 80 9 之内存在内稳定 矶
.

当 。 ~ 10
一 场 时

,

易证 (石 )
` ,

的方向场仍然横截于
￡ 一 o 时所

构造的 oP icn a r亡
一

Be
n d议s on 环域的内外边界线

,

故对于 ( E )
。 ,

引理 2 的结论成立
.

“ 易验证
,

“ ” 域 ,夕 , <

六
内

,

( “ )
。

所定义的向量场随参” · ” 少沿 ’!质时针 ” 向旋

转
,

因此
,

当 a 从 2
.

5 减少时
,

C 3

单调地收缩
.

引理 3
.

当 .2 5 ) a ) 1 时
,

对于系统 ( E )
。 ,

不存在分别围绕奇点 A 与 B 的极限环和

鞍点分界线环
.

证
.

因 ( E )
。

的方向场关于原点 口 对称
,

只需对奇点 B 证明本引理
.

设 a 一 l ,

在右半

相平面内
,

/了万 + 卜

的过鞍点
。
的 a 一

分界线和
t 。 一
分界线分别在原点与直线 夕 一 戈一 , 万一 7

`

廿

l
几

一
ó及 y 一

之内
.

( E )
。

了万

钧
·

雨
,

由图 2的 ( 2 ) 易见
,

右半平面内两分界线位于区域

义
x

> O
,

取 o u l a : 函数 B (
x ,

_

几
.

O
x

/了万 一 l\
x + y > U

,

一 (一二一一 】< y <
\ 乙 /

了亨 + l

2

y )
X

x
+ y

则对于 (石 )
` 一 1 ,

当 (
x , y ) 〔 S 时

,

, 。 ; 、 、 .

0
, ” 二 、 、 夕,

( 1 一
。 y

,

) \
` 、

气刀 r j 勺~ 一 _

一 气 D 夕 夕 一 ——
一 厂丁 二

多 V ,

d y
一

又x 十 y厂

故在 s 内
,

(石a) 二
,

不可能存在闭轨线与鞍点分界线环
.

当 “ > 1 时
,

引理 3 的结论由旋转向

量场理论可以推出
.

用经典的 p o i n e a r己
一

L i a p u n o v 程序可得

引理 4
.

对于微分方程组
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(2
.

斗 )

a 4x ,

y )
,

+
a 5 x 2夕

.

取函数
: F (

x ,

灼 一

d x

~ 一 一
刀
y + b

、

洲 十 去7
厂

,

d t

d y
一 j 一 阴 x 十

a l x ` ·

卜 a Z x
y +

幼 右

F Z

(
x ,

夕) 十 F 3

(
x ,

夕) 十 F ;

( x ,

F Z

(
x , , )

二
一 生 (

, n x “
+

。 , ,

)

Xa

1一3
一一

F 3

(
x ,

力
扭l些二巡些 , ,

3扭

F 。

(

则有

其中 。 > 0 ,

x ,

夕) 一 型
x `
一

4

A

8 n

x 3 y 十
A

、 .

B

—
x y一十

户

- 二 y
’

8叨 4切
`

丝 {
d t l ( 2

.

碍)

一 一 9 1

( x ,
+ y ,

)
,
+ H

.

。
.

t ,

( 2
.

5 )

”
> O 刀 一 二 (

a : a Z
一

。 5

)
,

召 一 (
a Z。

+ m 占3

) 一 。 ,右7 ,

g
:
一 A

8阴 n

H
.

o
.

t 表

示多项式含
x ,

y 高于四次的项
,

故当 g :
> 0( g :

< 0) 时
,

方程组 ( .2 4 ) 的原点是 中心型稳定

(不稳定 )焦点
.

兹考察包围奇点 A , B与 D
,

D
’

的极限环的存在性
.

为此将原点移到
·

B ( 1 ,

的
.

记 又 一

1 一 “ ,

并令
r ~ 一 , ,

得方程组

~ 一 y + 6尹
,

( 2
.

6 )
,

一 Z x + 几y + 3扩 + Z x y + 尸 十

同样
,

“ 原“ ” 到方程 ( “ ’
a

一 的 “ 点 ”

(
一 ` ,

扫
,

” 程

尸y
.

(石 )
。

化为

X一了Vùrd一dd一d

立 一 一 2y 一 3了万尹 一
。尹

,

礴t

立 ~

d t

对于方程组

,

/ 1
,

、
.

/ 1
,

、

从
-

丁于 一 `
) 一

凡 y 一 、下= 一 勺
x 一

十 ` x y 一
尤

、

V S 、

V ￡

x Z
y

; ( 2
.

7 )
*

了百
’

( 2
.

6 )
; 一。 ,

引理 斗 中给出的函数

; 〕
一 生 ( Z

x ,
+ ,

2

)
,

F ,

2

F ,
( i 一 2 , 3

,

斗) 及 g :

为

_
, 3
一 生 夕` ,

1

F
`

一 二尸 沈

斗

( 2
.

8 )

一 了
` 3夕 + 百州 十 万 ( 1 一 2。 ) y

`

gl 一 二丫

吕

同样
,

方程组 ( 2
.

7 )
: 二。
的相应函数与 箩

;

为

户
2
一
f一鉴

一 ,、
二 2
十 ,

2 ,

,
3

一
工 (典

二 一 : 、
二 3
十

\
.

/ 。 / 3 \ / 。 /
V .

’

V `

3。 一 了百
3 (l 一 了

一

云
一

)
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户 一 一 生
:。

一 侧百
4 l (一 了万 )

3 x, +
牙石万了万

`
, + 业二丝三土旦

、 4

、 (l 一 丫万 )
,

矛
;

e

丫万
8 ( l 一 丫百 )

,
( 2

.

9 )

用符号 X Z ,

x 3 ,

y Z ,

y ,

分别表示方程组 ( 2
.

6 ) 与 (2
.

夕) 右端的二次与三次齐式
,

在圆周 尸 +

夕,
~ p ,

( p > o ) 上
,

按不等式

{ 又
。 , ,万 /。

, ,

{ 、
。 “艺 }一 , }

J i + j 二凌
J

估值
,

对于方程组 ( 2
.

6 )
;

得不等式

}X
2

1 一 O
,

IX
,

1簇
。 p , ,

1Y
Z

}蕊 s p 二
,

{F
Z

} 镇 2户 z ,

}F
3

}毛 2户
3 ,

IF
、

! 镇 p ` ,

1y
3

} 攫 Z p , ,

}
一

赞卜
2·

,

【器卜
一

{餐 }

{器1

提 3一 {
一

器卜一 1争卜
2一

毛 Z p ,
.

( 2
.

10 )

对于方程组 ( 2
.

7 ) 得不等式

l x
2

} 成 3了万
p , ,

}x
3

1 (
。 p , , ,、

了 2

. 、 (李
+ 5

)
; 2

、

V E

}y
3

}毛 2p 3 ,

}户
2

{ 〔
1

、 . 二 . 一

一于万 p
.

, }户 3 ! 气
V 5

p 3 !户
;

一毛 生 。 `

一一S

J.1一/
了

一内、

}登{

}登{

毛 下干
二 p

,

丫 5

1口户
,

} / _

l a户
、

1 一 1
,

} 口户
;

} 一 _ /一
。

{几丁 } 头 乙P
,

}一万一 】气 一下二 P
一 ,

}-万一 } 哭 乙V S uP
,

, o y

”
o x ’

了
。 1 o y .

( 2 p 3 ,

根据引理 4
,

沿着方程组

d F }

{盟1
簇了几

3
·

( 2
.

6 )
;二 。
的轨线

( 2
.

1 1 )

d f { ( 2
. ` ) ; = ,

一 一 生 (
x ,

+ , ,

)
,
+ H

.

。
.

一 1

8

p 得 + H
.

0
·

t ,

其中

于是

IH
.

o
.

: } O F
、 , , .

O F
、 、 , ,

a F
。 、 , .

口F
。 : , .

d F
` , ,

一 l

—
入 飞 州卜

—
J 3 州卜

— 一 人
2 月

, ~

—
I , 州卜

—
一二 入

、

! d 才 d y d x
一

d y
一

d x

+ 器
y 3

卜
” · ’

+ s p ` ·

d F {

丽 {
( 2汤 ) `一。

若取 0 < 户 蕊 4
.

7 9 x 10
一 3

毛 一 生
16

。 。
+ 。 4

(
, · 1

十 l j 户 一 ? :

1 6 )
则上式右边第二项小于零

,

故
d F I

_ 1 4

丽 {
、乙 `、二

一而
“ · ( 2

.

12 )
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同样由引理 4
,

对于方程组 ( 2
.

7 )
; 二。 ,

有全导数

丝 {
d t l (

2
.

7 )之= 。

。

了百
s ( l 一 丫百 )

,
(

x l
+ y Z

)
,
+ H

.

0
.

, 1 /
一

`

t 芝乏之 一 一
S V E P

’

十 月
.

0
.

t ,

其中

}H
.

0
.

t
l 三 醉

x ,

十 … + 旦乙 艺

d x d y

蕊 2矿 + ; 了百护

故

1 /一
` . `

/
、

/一
,

咬 一 丁二 S V E P
’

十 P
’

l j V 5 P’ 十 乙 P 一
1 6 \

8
1一16

=O

ùF一td一浮

只要 。 < p < 3
.

1 25 x 10 一 18 ,

上式右边第二项就小于零
,

从而

引理 5
.

当 0 < 又 < 又。
~ 3

.

1 2 5

有一个不稳定极限环 C l .

< 一
( 2

·

7 )孟二 u

只 1 0一 6

时

工
6

丫万
p ;

二
( 2

.

1 3 )
l 6

在 ( E )
。

的奇点 A 与 B 的小邻域内
,

分别恰

证
.

考察奇点 B 的小邻域
,

兹对方程组 ( 2
.

6 )
,

证明曲线 F (
二 , 夕) 一 1 0一 8 在圆 p

内存在闭分支
,

方程组 ( 2
.

6 ) 的方向场横截该闭分支
,

因而构成 oP icn
o r` eB dn ixs on

界线
.

事实上
,

根据 ( 2
.

8) 与 ( 2
.

10) 式
,

一 p o
一 10 一 3

环域的外境

: ( 二
,

, )一
。
一 , 。一 、 。 Z

f工
一 : 。 一 。 2

、少 ,。 一 7 ,

\ 2 /

故曲线 F (
x ,

劝

于方程组 ( 2
.

6 )
,

1 --0 8
在圆 p 一 p ,

一 1 0” 内存在闭分支
,

取其中的一支
,

记为 L :
.

现证对

O < 又 < 又。

时
,

L ,

是无切环线
,

由于

ù当
以

故在闭曲线 L t

上满足

p < 户 ,

内

一 2。 一 。 2

)
蕊 F (一 , ) 一 ,。一 镇 。 2

` 2 一 2。 + 。 2

,
,

1 0一 ,

< p < 1 --0
3

.

在 L ,

内再取圆 p 一 p ,
一 10 一 , ,

则在圆环域 p ,

<

丝 {
d丫 } (

2 6 )几= u

p二一 一 6
.

2 5 只 1 0一 2 2
1一16

一V

因为

d F { d F 1
.

「d F } 了 F }
一 }

_ , 、

一
-

一 }
. 、

十 I

—
}

、 , 、

一 —
}

d丫 I
t ` · U愧 寺u

介 l
又` ’

o) 沈“ 。 L d r }
、 ` , “

气今。

介 l(
2 .6 )丸= 。

在上述圆环内

{劣1
( 2

. ` )` 、 。
一

贵1
( 2泊 ) : _ 。

J
簇

1影1
,又 , 夕̀ , 成

}影}
, / ·̀

镇 p ,

( l + p + Zp ,

) }几 } 簇 ( 2 x 1 0一 `

) }又 }
.

。 ~
/ , 、 , , , 、 _ ` 、 l , .

, , 。 , 、 , , n _ , , 口 。 。 _ . _ , , .
, _ ` ,

。 _ 1 `
而

,

一 d F !
只要 ( , \ , o一` ) l̀ ! 蕊 6

·

, ” X , O一 ”
,

即 0 < ` < `。 一 3
·

’ 2 , “ `“ 一 ’ ` ,

则有常 {
。2

.` 》̀
< O

·

换

言之
,

方程组 ( 2
`

6 ) 的轨线当
, 增加时

,

由外向内穿过闭曲线 L ,
.

即 L ,

对方程组 ( 2
.

6 )
:

无切
.

又因为当 孟 > 0 时
, L :

内只有不稳定焦点 (0
,

的
,

日 D
.

” O 时
·

石 。 0
一

伪 。 ` , 洲 , 赔
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在原点邻域存在方程组 (2
.

6 )的稳定极限环
.

将 :还原为 , ,

在上述条件下
,

存在围绕 ( E )
。

的奇点 ( l
,

0) 的不稳定极限环
,

由于方程

组 ( 2
.

6 ) 变
.

` 为 ` 后所得方程的导算子矩阵为 :

/ 0 1 \ / 0 1 \ /
A 丈几) 一 l } 一 l , + 从

\一 Z 一又 / \一 2 0 / \ O 一 l

= A ( o ) + 又 B (又)
.

( 2
.

1 4 )

、

1
2

又 t ; 左 ( o ) 一 。
,

de t 刀 ( O) 一 2 > o
, t r B ( o ) 铸 o

,

引用文献 [ 9 ]的 H
o p f 分支定理可得 C :

的唯一性结论
.

再根据 ( E )
。

所定义的方向场的对称性
,

对于奇点 A 引理 5 的结论也成立
.

引理 6
.

当 。 < 几 < 1 0 一 9亏 时
,

在 ( E )
’

的奇点 D 与 D’ 邻域内分别存在稳定极限环 C I .

证
.

类似于引理 , 的证明
,

考察方程组 ( 2
.

7 )
.

由 ( 2
.

9 ) 与 ( 2
.

1 1) 式得

, (·
,

, ) ,
; 一 1。

一 > 。 2

{(李
一 2

)
一
书不

; 一
粤

。 2

}
> l。一

’ 一 、

V 6 j V 石 妇

曲线 厂 (
二 ,

力 一 10 一 2 ,

在圆 p 一 卢
;

一 1 0一 ’ 8
内有闭分支

,

取其一支作闭曲线 乙
l ,

又因

「/ 1 。 、 1 1

1 1 一一二二二 一 乙 I 一 一 下
二 户 一

-

一 P
-

L\丫
￡ / 3丫

6 2

艺
1

上满足 10 一 ”
< 。 < 10 一 , 8

.

< F (x
,

约
一 , 0一 < ; 2

(兴
+

十
。 +

粤
。 2

)
,

V 6 j V

“故在

内有

再在 艺
,

内取圆 p 一 卢
2
一 10

一 19 ,

在圆环 卢
2

< p < 卢
,

之

碑{ 、 一 工讨几;

一 .62 5

d t l ( 2
.

7 )又= 0
1 6

X 1 0一 10 2
< 一 1 0一 ’ 0 2

由于方程 ( 2
.

7 ) 的奇点 (一 杏
; ,

0) 满足三次代数方程

了百 ( 一 氛)
,
+ 戮一 斌百 (一氛) 一 (l 一 、 ) 一

只口

(若; 一 ; ) ( 1 一 了百氛) + 又一 。
.

又方程 ( 2
.

1 5 ) 的根 夸
;

连续地依赖于参数 又
,

当 几较小时
,

可证 杏
, 、

( 2
.

1 5 )

了不万
七 1 一 生 、

,

若
2

位于 ( 2
.

7)
、一 。
的奇 点

、

、尹。

上万助ù
1一2

七又一 1 0一 9 , , l 一 杏
; 又 < 10 一 , 5

.

故 ( E )
“

(
一 `

,

扫
的小邻域内

,

“ “ “ 小圆 “ 一 卢

的奇点 ”

(
一 ;

4 ,

一 1 0一 19 的内部
.

d月 d了 }
.

「d引 d户
-

— { ~ —
l 月 -

l

—
{

, _ _ 、

一 —d t l ( 2
.

7 ) * d t l (
2刀 ) ;二 L d t l

、 名 ` 了 ’ 沈寺0 d t

注意到 * ( 1 0一 95 ,

丫万 一 1 0 一 8 ,

卢
,
一 l J 18 ,

在圆环域 户
2
< ; < 八

{脊1
( 2

一 : 、 。
一

雳1
( 2二 ) *一。

卜{号歹(一六)1
蕊

1韶l(
内

}又夕 } +

(

(
2。 + 兰 了万矿 +

万叮李
+ ;

的
< ` 0一

、

V 乞

d F

故 上二
d t

组 ( 2
.

7 )
,的奇点 D 是不稳定焦点

,

故根据广义环域定理
,

在奇点 D 邻域存在方程组 ( 2
.

7 )
*的稳定

极限环
.

同样由方向场的对称性
,

引理 6 的结论对奇点 D’ 也成立
.
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综上所述
,

根据 A H周 )oH oB 等l0[J 的结果
,

由 引理 2 可知
,

当包围奇点 A , B
,

D 与 D’ 的 c :

出

现时
, C 3

仍然存在
,

于是根据引理 5
,

6得到本文的主要绪果

定理 6
·

当 o < 又 < 1 0一 , , , 。 一 1 0一 ,`
时

,

系统 ( E )
。

存在结构为 ( l ) + ( l ) + ( l ) 〕 ( ( l )

十 ( l ) ) 的极限环分布 (如图 1 所示 )
.

作者对秦元勋教授的宝贵意见表示衷心感谢
.
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