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摘   要：Negabent函数是一种具有最优自相关性、较高非线性度的布尔函数，在密码学、编码理论及组合设计中

都有着广泛的应用。该文基于有限域上的迹函数，将其与置换多项式相结合，提出两种构造negabent函数的方

法。所构造的两类negabent函数均具备 形式：构造方法1通过

调整 中的3个参数来获得negabent函数，特别地，当 ≠1时，能得到 个negabent

函数；构造方法2通过调整 中的4个参数来获得negabent函数，特别地，当 ≠1时，至少能够得到

个negabent函数。
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Abstract: Negabent function is a Boolean function with optimal autocorrelation and high nonlinearity, which
has been widely used in cryptography, coding theory and combination design. In this paper, by combining trace

function on a finite field with permutation polynomials, two methods for constructing negabent functions are

proposed. Both the two kinds of constructed negabent functions take on such form: 

. In the first construction method, negabent functions can be obtained

by adjusting the three parameters in  . In particular, when  , 

negabent functions can be obtained. In the second construction method, negabent functions can be obtained by

adjusting the four parameters in  . In particular, when  , at least 

 negabent functions can be obtained.
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 1    引言

在现代的对称密码体系中，布尔函数是不可替

代的重要角色，其抵御攻击的能力决定着密码系统

的安全性，故对安全性能良好的布尔函数的构造显

得极其重要。非线性度是布尔函数的最重要的性质

之一，具有高非线性度的布尔函数能够有效抵御最

佳仿射攻击。具有最高非线性度的布尔函数被称为

bent函数[1]，这类函数满足n阶扩散准则且其Walsh-
Hadamard谱值的绝对值都是相等的，故bent函数

是一类密码学性质较好的布尔函数。然而bent函数

也有不足之处，例如bent函数不平衡，且其变元个

数只能是偶数。Riera等人[2]提出了与Walsh-Hadamard
变换相类似的Nega-Hadamard变换，并借鉴bent函
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数的谱值定义，将在任意点处Nega-Hadamard谱值

的绝对值都为1的函数称为negabent函数。文献[3,4]
指出negabent函数具有最优的自相关性，存在平衡

的negabent函数，且其变元个数可为偶数也可为奇

数。与bent函数一样，negabent函数在密码学、编

码理论和组合设计中都有广泛的应用，故negabent
函数的性质和构造成为布尔函数研究领域的一个重

点问题。

⌈n/2⌉

目前，国内外的学者对negabent函数进行了若

干的研究。Parker等人[5]讨论了既是bent又是nega-

bent函数的构造和分类问题。Stănică等人[6]描述了

nega-Hadamard变换的详细理论，研究了nega-

bent函数级联后的结果，并刻画了M-M类中的

bent-negabent函数所具备的特征。Stanica等人[7]继

续证明了n元negabent函数代数次数的上界为

，提出了一种利用完全映射多项式构造bent-

negabent函数的方法。Su等人[8]给出了函数是nega-

bent的充要条件，基于该充要条件证明了nega-

bent函数至多有4种nega-谱值，并提供了一种构造

偶变元bent-negabent的方法。Mandal等人[9]对M-

M类中的bent-negabent函数的存在性问题进行了研

究。Sarkar[10]首次给出了通过迹函数的形式表示

negabent函数，刻画了一类negabent 2次单项式函

数，并给出了在M-M类中bent-negabent函数的充

要条件。Zhou等人[11]利用迹函数给出了negabent

函数的等价定义，分别构造了2次和3次的negabent

单项式函数族。Wu等人[12]利用了2次置换的复合逆

和3次置换的复合逆构造了一类新的negabent函

数。Jiang等人[13]利用完全置换多项式给出了一类

2次bent-negabent函数的充要条件，利用布尔函数

和向量布尔函数组合的方法，计算了广义间接和的

nega-Hadamard变换。Guo等人[14]分别通过间接与

直接的方法对bent-negabent函数进行构造，并研

究了多输出布尔函数的nega-Hadamard谱值。文

献[15]利用基于迹函数定义的Kerdock码构造了2次

bent–negabent函数族。迹函数是有限域上的一类

线性函数，利用迹函数不仅可以更好地描述出neg-

abent函数的性质，而且较其他方法而言，利用迹

函数构造negabent函数也更加简便。

f(x) = Trk1(λx
2k+1) + Trn1 (ux)Trn1 (vx) +

Trn1 (mx)Trn1 (ux) (u, v,m) ∈ F ∗
2n ×

F ∗
2n ×F ∗

2n , n = 2k λ ∈ F2k λ, u, v, m

鉴于迹函数在刻画和构造negabent函数方面的

优势，本文使用有限域上的迹函数与置换多项式相结

合的方法构造了两类negabent函数，并完成了对这

两类negabent函数的计数。所构造的第1类negabent
函数具备

的 形 式 ， 其 中

,  ，通过调整 中

f(x) = Trn1 (λx
2k+1)+

Trn1 (ux)Trn1 (vx) + Trn1 (mx)Trn1 (dx) n = 2k,

λ ∈ F2k (u, v,m, d) ∈ F ∗
2n ×F ∗

2n ×F ∗
2n ×F ∗

2n

λ, u, v, m, d

的3个参数使其满足negabent函数的谱值特征，并

计算出了这类negabent函数的数量。所构造的第

2类negabent函数的形式为

， 其 中

, ，通过

调整 中的4个参数，使其满足negabent
函数的谱值特征，并计算出了这类negabent函数的

数量。研究结果表明，利用该方法可以获得大量形

式简洁的negabent函数。

本文内容的安排如下：第2节介绍了布尔函数

及有限域上的迹函数的基本知识；第3节给出了利

用迹函数构造negabent函数的方法，并解决了所构

造的negabent函数的计数问题；第4节总结。

 2    预备知识

F2

F2 Fn
2

Fn
2 F2

Bn

本文用 表示只有两个元素0和1的有限域，

上定义了加法和乘法两种2元运算， 表示2元
域上的n维向量空间。n元布尔函数是 到 上的

映射[16]，用 表示所有的n元布尔函数构成的集合。

f(x) ∈ Bn, x = (x1, x2, ..., xn) ∈
Fn
2

定义1 [ 1 6 ]　设

，称多项式

f(x) =
∑
e∈Fn

2

αe

(∏n

i=1
xi

ei
)

(1)

f(x)

αe ∈ F2 e = (e1, e2, ..., en) ∈ Fn
2

f(x) deg(f) = max{wt(e)|αe ̸= 0, e ∈
Fn
2 } wt(e) e e

为 的代数正规型(Algebraic Normal Form,

ANF)，这里的 ,   ,

的代数次数为

，其中 为 的汉明重量，是 的分量中1的

个数。代数次数至多为1的函数称为仿射函数。

f(x) ∈ Bn |{x ∈ Fn
2 |f(x) = 0}| = 2n−1

f(x) ∈ Bn g(x) ∈ Bn f ⊕ g

d(f, g) d(f, g) = wt(f ⊕ g)

设 ，若 ，

则称该函数是一个平衡的布尔函数。两个布尔函数

,  之间的汉明距离为 的汉

明重量，记作 ，即 。

f(x) ∈ Bn

Fn
2 R

定义2[16]　布尔函数 的walsh-Hadamard

变换是 到 上的一个映射，其定义为

Wf (µ) = 2−
n
2
∑
x∈Fn

2

(−1)
f(x)+µ·x (2)

µ · x µ x µ ∈ Fn
2

|Wf (µ)| = 1 f(x)

其中， 为 与 的内积。若对任意的 ，

均有 ，则称 为bent函数。

f(x) ∈ Bn

Fn
2 R

定义3[7]　布尔函数 ，其nega-Hadamard

变换是 到 上的一个映射，定义为

Nf (µ) = 2−
n
2
∑
x∈Fn

2

(−1)
f(x)+µ·xiwt(x)

(3)

i2 = −1其中， 。

f(x) ∈ Bn µ ∈ Fn
2

|Nf (µ)| = 1 f(x)

定义4 [7 ]　设 ，若对任意的 ，

均有 ，则称函数 为negabent函数。

Q = Fqn K = Fq

Fqn

定义5[17]　设 ,  为有限域，定义

上的函数为
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TrQK(x) = x+ xq + ... + xqn−1

, x ∈ Q (4)

Fqn称此函数为 上的迹函数。

迹函数具备下述性质：

Trn1 (α+ β) = Trn1 (α) + Trn1 (β)

α, β ∈ Q

( 1 ) ， 任 意 的

；

Trn1 (xα) = xTrn1 (α) x ∈ K α ∈ Q(2) ，任意的 ,  ；

Trn1 (α
q) = Trn1 (α) α ∈ Q(3) ，任意的 ；

Trn1 (α) = Trm1 (Trnm(α)) α ∈ Q

m|n
(4) ，任意的 ，其

中 。

f(x) ∈ Bn f(x)

a ∈ F ∗
2n

定理1[12]　设 ,  为negabent函数

当且仅当对 ，均有∑
x∈F2n

(−1)
f(x)+f(x+a)+Trn1 (ax) = 0 (5)

Fqn z(x) ∈
Fqn [x] z(x) Fqn Fqn

z(x) Fqn

定义6 [ 17 ,18 ]　设 为有限域，多项式

，若由 诱导的多项式函数是 到 上

的一个双射(置换)，则称 是有限域 上的一

个置换多项式。

q z(x) =∑n−1

i=0
aix

qi z(x) Fqn

引 理 1 [ 1 2 ] 　 设 是 某 个 素 数 幂 ，

,  是在 上的置换多项式，当且

仅当

gcd

(
n−1∑
i=1

aix
i, xn − 1

)
= 1 (6)

λ ̸= 1 b ∈ F2n n = 2k λy2
k

+

y = b y = b+ b2
k

/(1 + λ2)

引理2[12]　设 ,  ,  ，方程

有唯一解 。

 3    两类negabent函数的构造

本节使用了有限域上的迹函数构造了两类

negabent函数，并讨论了所构造的negabent函数的

计数问题。

f (x)=Trk1(λx
2k+1)

Trn1 (ux)Trn1 (vx) + Trn1 (mx)Trn1 (ux) n = 2k

λ ∈ F2k , (u, v,m) ∈ F ∗
2n ×F ∗

2n ×F ∗
2n

λ, u, v, m, d f(x) + f(x+ a)+

Trn1 (ax) f(x)

基于引理2中置换多项式的结论，利用迹函数

构造了第1类negabent函数：

，其中 ,

。通过调整参

数 中的 3个，使得

是平衡的，保障了 满足定理1的条件。

f (x) = Trk1(λx
2k+1) + Trn1 (ux)

Trn1 (vx) + Trn1 (mx)Trn1 (ux) (u, v,m) ∈ (F ∗
2n)

3

n = 2k λ ∈ F2k f (x)

f (x)

定 理 2 　 令

，其中 ,

,  。 是negabent函数当且仅当

满足下述4个条件之一。

λ ̸= 1 (A,B,C,D,E, F ) /∈ P ∪Q

P = { (1,1,1), (0,0,1), (1,1,0) (0,0,0)} × {(0,1,0), (0,

1, 1), (1,0,0), (1,0,1)} Q = {(0, 1, 0), (0, 1, 1) (1, 0,

0), (1, 0, 1)} × {(1, 1, 1) (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)}

Trn1

(
v

1+λ

)
=A Trn1

(
m

1+λ

)
=B Trn1

(
v(m+λm2k)

1+λ2

)
=

( 1 )   ,   ，其中

,  

,   ,  

,   ,

,  , 

C Trn1

(
m(u+ λu2k)

1 + λ2

)
= D Trn1

(
u(v + λv2

k

)

1 + λ2

)
= E

Trn1

(
u

1 + λ

)
= F

,  ,  ,

。

λ = 1 k = 3,  u,  v,  m u+ v +m,  u+ v,

 u+m v +m /∈ F 2k

(2)   ,   ,  
,  。

λ = 1, k = 2, u, v, m F2k

u, v, m u, v, m /∈ F2k , u + v,

u+m, v +m F2k u, v,

m /∈ F2k , u + v +m ∈ F2k

(3 )   恰有一个属于 ,
互 不 相 同 ； 或

至 少 有 一 个 属 于 ； 或

。

λ = 1, k = 1, u, v, m F2k

u, v, m u, v, m F2k

F2k

(4)  恰有两个属于 ,
互不相同；或 恰有一个属于 ，

其余两个相异或后的结果属于 。

f(x)

a ∈ F2n f(x)+

f(x+ a) + Trn1 (ax)

证明　根据定理1可知，要证明 是negabent

函 数 ， 只 需 证 明 对 任 意 非 零 ,  

是平衡的。通过计算可得

f (x) + f (x+ a) + Trn1 (ax)

= Trk1
(
λa2

k+1
)
+ Trk1

(
λa2

k

x+ λax2k
)

+ Trn1 (ua)Trn1 (va) + Trn1 (ux)Trn1 (va)

+ Trn1 (ua)Trn1 (vx) + Trn1 (ua)Trn1 (ma)

+ Trn1 (ux)Trn1 (ma) + Trn1 (ua)Trn1 (mx)

+ Trn1 (ax)

= Trn1
((

λa2
k

+ a
)
x
)
+ Trn1 ((Trn1 (va)u

+Trn1 (ma)u)x) + Trk1
(
λa2

k+1
)

+ Trn1 (ua) (Trn1 (va) + Trn1 (ma))

+ Trn1 ((Trn1 (ua)v + Trn1 (ua)m)x) (7)

a ∈ F ∗
2n f(x) + f(x+ a)+

Trn1 (ax) λa2
k

+ a+ u(Trn1 (va)+

Trn1 (ma)) + (v +m)Trn1 (ua) ̸= 0

由式(7)可知，对任意的 , 

是平衡的当且仅当

。

H(a) = λa2
k

+ a+ u(Trn1 (va) + Trn1 (ma))+

(v +m)Trn1 (ua) λ, k, u, v, m

a ∈ F ∗
2n H(a) ̸= 0

H(a) Trn1 (va), Trn1 (ma), Trn1 (ua)

a ∈ F ∗
2n u(Trn1 (va) + Trn1 (ma))+

(v +m)Trn1 (ua) u, v, m

记

，下面讨论当参数 满

足什么条件时，对任意的 ，有 。

注意到 中的 可能取

值0或1，故对于任意的 , 

是关于 的解析式。结合引理2，

得到下面的证明。

λ ̸= 1当 时，有：

(Trn1 (va), Trn1 (ma), Trn1 (ua)) = (0, 0, 0)

H(a) = 0 a = 0

( 1 )当

时， 当且仅当  。

(Trn1 (va), Trn1 (ma), Trn1 (ua)) = (0, 0, 1)

λy2
k

+ y = v +m y =

v +m+ λ(v +m)
2k

λ2 + 1
H(a) = 0

a =
v +m+ λ(v +m)

2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),Trn1 (ma),

Trn1 (ua)) = (0, 0, 1)

( 2 )当

时 ， 由 方 程   有 唯 一 解

， 可 得 当 且 仅 当

。 由

得
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Trn1

(
v

1 + λ

)
+ Trn1

(
v(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
= 0

Trn1

(
m

1 + λ

)
+ Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
= 0

Trn1

(
u(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
+ Trn1

(
u(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
=1


(8)

Trn1

(
v(m+λm2k)

λ2+1

)
Trn1

(λmv2
k

)
2k

(λ2+1)
2k

+

Trn1

(
vm

λ2+1

)
Trn1

(
λmv2

k

λ2+1

)
+ Trn1

(
vm

λ2 + 1

)
=

Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
通过计算可得 =

=

，故式(8)等价于

A+ C = 0, B + C = 0, D + E = 1 (9)

A = B = C, D ̸= E

(A,B,C,D,E) /∈{(0, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0,

1), (1, 1, 1, 1, 0)} H(a) ̸= 0

由 式 ( 9 ) 可 得 ， 从 而 当

, 

时 。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 1, 0)

λy2
k

+ y = u y =
u+ λu2k

λ2 + 1

H (a) = 0 a =
u+ λu2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),

Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 1, 0)

( 3 ) 当

时，由方程 有唯一解 ，

可得 当且仅当 ，由

得

Trn1

(
v(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
= 0

Trn1

(
m(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
u

λ+ 1

)
= 0


(10)

式(10)等价于

D = 1, E = 0, F = 0 (11)

(D,E, F ) /∈ {(1, 0, 0)}
H(a) ̸= 0

由 式 ( 1 1 ) 可 知 ， 当 时 ，

。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 0, 0)

λy2
k

+ y = u y =
u+ λu2k

λ2 + 1

H(a) = 0 a =
u+ λu2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),

Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 0, 0)

( 4 ) 当

时，由方程 有唯一解 ，

可得 当且仅当 ，由

可得

Trn1

(
v(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
m(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
= 0

Trn1

(
u

λ+ 1

)
= 0


(12)

式(12)等价于

D = 0, E = 1, F = 0 (13)

(D,E, F ) /∈ {(0, 1, 0)}
H(a) ̸= 0

由式 ( 1 3 )可知，当 时，

。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 1, 0)

H(a) = 0 a = 0

( 5 ) 当

时， 当且仅当   。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 1, 1)

λy2
k

+ y = u+ v +m

y =
u+ v +m+ λ(u+ v +m)

2k

λ2 + 1
H (a) = 0

a =
u+ v +m+ λ(u+ v +m)

2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 1, 1)

( 6 ) 当

时 ， 由 方 程 唯 一 解

，可得 当

且 仅 当 ， 由

可得

Trn1

(
v

λ+ 1

)
+ Trn1

(
v(m+ u+ λ(m+ u)

2k
)

λ2 + 1

)
=0

Trn1

(
m

λ+ 1

)
+ Trn1

(
m(v + u+ λ(v + u)

2k
)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
u

λ+ 1

)
+ Trn1

(
u(m+ v + λ(m+ v)

2k
)

λ2 + 1

)
=1


(14)

Trn1

(
v(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
,

Trn1

(
v(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
u(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
,

Trn1

(
u(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
m(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
又   =  

  =  

 =   ，故

式(14)等价于

A+C+E = 0, B+C+D = 1, D+E+F = 1 (15)

(A,B,C,D,E, F ) /∈ {(0, 0, 0,
1, 0, 0) (0, 1, 0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 1, 1, 1) (1, 1, 0, 0, 1, 0),

(1, 0, 1, 0, 0, 1) (1, 1, 1, 1, 0, 0),(0, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1,

1, 1)} H (a) ̸= 0

由式 ( 1 5 )可知，当

,  , 

, 

时， 。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 0, 1)

λy2
k

+ y = u+ v +m y =

u+ v +m+ λ(u+ v +m)
2k

λ2 + 1
H(a) = 0

a =
u+ v +m+ λ(u+ v +m)

2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),

Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 0, 1)

( 7 ) 当

时 ， 由 方 程 唯 一 解

，可得 当且仅

当 ， 由

 可得

Trn1

(
v

λ+ 1

)
+ Trn1

(
v(m+ u+ λ(m+ u)

2k
)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
m

λ+ 1

)
+ Trn1

(
m(v + u+ λ(v + u)

2k
)

λ2 + 1

)
= 0

Trn1

(
u

λ+ 1

)
+ Trn1

(
u(m+ v + λ(m+ v)

2k
)

λ2 + 1

)
= 1


(16)
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Trn1

(
v(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)

Trn1

(
v(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
u(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)

Trn1

(
u(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
Trn1

(
m(u+ λu2k)

λ2 + 1

)
又   =   ,

  =   ,

  =   ，故

式(16)等价于

A+C+E = 1, B+C+D = 0, D+E+F = 1 (17)

(A,B,C,D,E, F ) /∈{(0, 1, 1,
0, 0, 1) (0, 0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0) (0, 1, 0, 1, 1, 1),

(1, 0, 0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 1, 0, 0) (1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 1,

1, 1, 1)} H (a) ̸= 0

由 式 ( 1 7 )可 知 ， 当

,  , 

,  

时， 。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (1, 1, 1)

λy2
k

+ y = v +m y =

v +m+ λ(v +m)
2k

λ2 + 1
H (a) = 0

a =
v +m+ λ(v +m)

2k

λ2 + 1
(Trn1 (va),Trn1 (ma),

Trn1 (ua)) = (1, 1, 1)

( 8 ) 当

时 ， 由 方 程 的 唯 一 解

， 可 得 当 且 仅 当

， 由

可得

Trn1

(
v

λ+ 1

)
+ Trn1

(
v(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
m

λ+ 1

)
+ Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
= 1

Trn1

(
u(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
+ Trn1

(
u(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
= 1


(18)

Trn1

(
v(m+ λm2k)

λ2 + 1

)
= Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
又 ，

故式(18)等价于

A+ C = 1, B + C = 1, D + E = 1 (19)

D ̸= E (A,B,C,D,E) /∈
{(0, 0, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 0, 1),

(1, 1, 0, 1, 0)} H (a) ̸= 0

由 式 ( 1 9 )可 得 ,当

,  

时， 。

λ ̸= 1 (A,B,C,D,E, F )

a ∈ F ∗
2n H (a) = λa2

k

+

a+ u(Trn1 (va) + Trn1 (ma)) + (v +m)Trn1 (ua) ̸= 0

综上所述，当 时，若 不

属于上述情形，则对任意 ，有

。

λ = 1 H (a) = 0 a2
k

+ a+

u(Trn1 (va) + Trn1 (ma)) + (v +m)Trn1 (ua) = 0

当 时 ， 考 虑 ， 即

解的个

数问题。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) ̸= (0, 0, 0)

λ ̸= 1

( 1 )  当

时，其证明与 时类似，故不赘述。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 0, 0)

L(v,m, u) F ∗
2n (Trn1 (va),

Trn1 (ma),Trn1 (ua)) = (0, 0, 0)

(v,m, u) ∈ F ∗
2n ×F ∗

2n ×F ∗
2n

( 2 )  当

时 ， 记   是 在 中 使 得

的 a 的 个 数 ， 其 中

。

(Trn1 (va),Trn1 (ma),由迹函数的平衡性质可得

Trn1 (ua)) (Trn1 (a(v + v2
k

)), Trn1 (a(m + m2k)),

Trn1 (a(u+ u2k)))

  =  

。

因此，易证：

v, m, u F ∗
2k L(v,m, u) =

2k−1 − 1 H(a) ̸= 0 k = 1

(a) 当 恰好有两个属于 时，

，在此情形下 当且仅当 。

v, m, u F ∗
2k L(v,m, u) =

2k−1 − 1 H(a) ̸= 0 k = 2

(b) 当 恰有一个属于 时，

，在此情形下 当且仅当 。

v, m, u /∈ F ∗
2k v +m+ u ∈ F ∗

2k

v +m, v + u,m+ u F ∗
2k L(v,m, u) =

2k−2 − 1 H(a) ̸= 0 k = 2

v +m+ u, v +m, v + u,m+ u /∈ F ∗
2k L(v,m, u) =

2k−3 − 1 H(a) ̸= 0 k = 3

k > 3 H(a) = 0 f(x)

( c )  当 时，若 ，

或 恰有一个属于 ，则

，在此情形下 当且仅当 ；若

，则

，在此情形下 当且仅当 。显

然，当 时， 至少有1个非零解，即

不是negabent函数。

v = u = m

f(x)

注1　在定理2中，当 时，文献[19]已
证明 是negabent函数。

例1　基于定理2的条件所构造的negabent函数。

λ ̸= 1 λ = 0 k = 2 n = 4

u = (1, 0, 0, 1),v = (0, 0, 0, 1),m = (0, 1, 1, 0)，

(A,B,C,D,E, F ) = (1, 0, 0, 0, 1, 1) /∈ P ∪Q

f(x) = x4
2 + x1x2 + x1x3+

x1x4 + x2x4 + x3x4 x = (x1, x2, x3, x4)

(1) 当 时，取 ,  ，相应的 ，

取 则计

算可得 ，

由此可得negabent函数

，其中 。

λ = 1, k = 3 n = 6 u =

(0, 0, 0, 0, 0, 1), v=(0, 0, 0, 0, 1, 1, ),m=(0, 0, 0, 1, 1, 1)

f(x) = Tr31(x
9) + x4x6

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)

(2) 当 时，相应的 ，取

，

由此可得negabent函数 ，其

中 。

λ = 1, k = 2 n = 4

u = (1, 1) v = (0, 0, 1, 1),m = (0, 0, 0, 1)

f (x) = Tr21(x
5) + x1x3 + x2x3

x = (x1, x2, x3, x4)

( 3 )  当 时，相应的 ，取

, ，由此可得

negabent函数 ，其中

。

λ = 1, k = 1 n = 2

u = 1, v = 0,m = (1, 1)

f(x) = Tr11(x
3) + x1

2 + x1x2 x = (x1, x2)

( 4 )  当 时，相应的 ，取

，由此可得negabent函数

，其中 。

λ ̸= 1

(2n−1 − 2)(2n − 1)(2n − 4)

命题1　当 时，定理2中所构造的neg-
abent函数的数量为 。

λ ̸= 1证明　由定理2可知，当 时，若(
Trn1

(
v

1 + λ

)
,Trn1

(
m

1 + λ

)
,Trn1

(
u

1 + λ

))
∈ {(0, 1, 1), (0, 0, 0)} (20)

(A,B,C,D,E, F ) /∈ P ∪Q

(u, v,m)

则 ，因此在定理2中所构

造出的negabent函数的数量等于使得式(20)成立的

的数量。

F ∗
2n Trn1

(
v

1 + λ

)
= 0 v 2n−1 − 1

F ∗
2n \{v} Trn1

(
m

1 + λ

)
= 0 m

在 中，使得 的 有

个；在 中，使得 的 有

第 1期 赵海霞等：基于迹函数的negabent函数构造 339



2n−1 − 2 F ∗
2n \{v,m} Trn1

(
u

1 + λ

)
= 0

u 2n−1 − 3

(
Trn1

(
v

1+λ

)
,Trn1

(
m

1+λ

)
,

Trn1

(
u

1 + λ

))
= (0, 0, 0) (u, v,m)

(2n−1 − 1)(2n−1 − 2)(2n−1 − 3)

个，在 中，使得

的 有 个，故使得

的 的 数 量 为

。

F ∗
2n \{v} Trn1

(
m

1 + λ

)
= 1 m

2n−1 − 1 F ∗
2n \{v,m} Trn1

(
u

1 + λ

)
= 1

u 2n−1 − 2

(
Trn1

(
v

1 + λ

)
,

Trn1

(
m

1 + λ

)
,Trn1

(
u

1 + λ

))
= (0, 1, 1) (u, v,m)

(2n−1 − 1)2(2n−1 − 2)

(u, v,m) (2n − 4)(2n−1 − 1)(2n−1 − 2)

在 中，使得 的 有

个；在 中，使得

的 有 个 ， 故 使 得

的 的

数量为 。综上使式(20)成立的

数组 数量为 。

若(
Trn1

(
v

1 + λ

)
,Trn1

(
m

1 + λ

)
,Trn1

(
u

1 + λ

))
∈ {(1, 1, 1), (1, 0, 0)} (21)

(A,B,C,D,E, F ) /∈ P ∪Q

(u, v,m)

则 ，因此在定理2中所构

造出的negabent函数的数量等于使得式(21)成立的

的数量。

F ∗
2n Trn1

(
v

1 + λ

)
= 1 v 2n−1

F ∗
2n \{v} Trn1

(
m

1 + λ

)
= 0 m 2n−1 − 2

F ∗
2n\{v,m} Trn1

(
u

1 + λ

)
= 0 u

2n−1 − 3

(
Trn1

(
v

1 + λ

)
,Trn1

(
m

1 + λ

)
,

Trn1

(
u

1 + λ

))
= (1, 0, 0) (u, v,m) 2n−1

(2n−1 − 2)(2n−1 − 3) F ∗
2n \{v}

Trn1

(
m

1 + λ

)
= 1 m 2n−1 − 1 F ∗

2n \

{v,m} Trn1

(
u

1 + λ

)
= 1 u 2n−1 − 2(

Trn1

(
v

1+λ

)
,Trn1

(
m

1+λ

)
,Trn1

(
u

1+λ

))
=

(1, 1, 1) (u, v,m) 2n−1(2n−1 − 1)

(2n−1 − 2)

(u, v,m) 2n−1(2n−1 − 2)(2n−1 − 4)

在 中，使得 的 有 个；

在 中，使得 的 有

个，在 中，使得 的 有

个，故使得

的 的数量为

个 。 在 中 ， 使 得

的 有 个 ； 在

中，使得 的 有 个，

故使得

的 的 数 量 为

个。综上，使得式 ( 2 1 )成立的数组

数量为  。

λ ̸= 1 f(x)

(u, v,m) (2n−1 − 2)(2n − 1)

(2n − 4)

综上所述，当 时，使 为negabent函

数的有序数组 的数量

。

f(x)=Trk1(λx
2k+1)+

Trn1 (ux)Trn1 (vx) + Trn1 (mx)Trn1 (ux)

Trk1(λx
2k+1) + Trn1 (ux)

Trn1 (vx) + Trn1 (mx)Trn1 (dx) λ, u,

v,m, d

将所构造第1类negabent函数

中的u调整为两

个 不 同 的 参 数 ， 可 得

，下面讨论参数

满足什么条件时，该函数仍为negabent函数。

f(x)=Trk1(λx
2k+1)+Trn1 (ux)Trn1 (vx)+

Trn1 (mx)Trn1 (dx) (u, v,m, d) ∈ (F ∗
2n)

4
n = 2k

f (x) f (x)

定理3　令

，其中 ,  ,

是negabent函数当且仅当 满足下面的5个

条件之一：

λ ̸= 1 (A,B,C,D,E, F,G,H, I, J)

A = Trn1

(
u

λ+ 1

)
B = Trn1

(
v

λ+ 1

)
C = Trn1

(
m

λ+ 1

)
D = Trn1

(
d

λ+ 1

)
E = Trn1

(
u(m+ λm2k)

λ2 + 1

)

F = Trn1

(
u(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
G = Trn1

(
u(d+ λd2

k

)

λ2 + 1

)

H = Trn1

(
m(v + λv2

k

)

λ2 + 1

)
I = Trn1

(
m(d+ λd2

k

)

λ2 + 1

)

J = Trn1

(
v(d+ λd2

k

)

λ2 + 1

)

(1)  ， 不属于

附录中的所有10元向量。其中， ,

,   ,

,   ,

,   ,

,  ,

。

λ = 1, k = 4 u, v, m, d /∈ F2k u+ v+

m+ d /∈ F2k u, v, m, d

(2)  ,  ，且

,  互不相同。

λ = 1, k = 3 u, v, m, d /∈ F2k

u+ v +m+ d ∈ F2k u, v, m, d

u, v, m, d F2k u, v, m, d

( 3 )   ,   ， 且

,   互 不 相 同 ； 或

恰有1个属于 ,  互不相同。

λ = 1, k = 2 u, v, m, d F2k

u, v, m, d

(4)  , 恰有2个属于 ，

互不相同。

λ = 1, k = 1 u, v, m, d F2k(5)  , 恰有3个属于 。

注2　定理3的证明与定理2证明类似，这里不

再赘述。

例2　基于定理3的条件所构造的negabent函数。

λ ̸= 1 λ = 0 k = 2

n = 2 u=(0, 1, 1, 1), v=(1, 1, 1, 0),m=(1, 0, 1, 1),

d = (0, 1, 0, 1) (A,B,C,D,E, F,G,H, I,

J) = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1)

f(x) = x2
2 + x3

2 + x4
2 + x1x3 + x2x3

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)

( 1 )  当 时，取 ,   ，相应的

，取

，则计算可得

不在附表内，由此可得

negabent函数 ，

其中 。

λ = 1, k = 4 n = 8

u = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) v = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)m = (0,

0, 0, 1, 1, 0, 0, 1) d = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1)

f(x) = Tr41(x
17) + x5

2 + x4x5 + x4x6+

x4x8 + x5x6 + x6x8 + x7x8 x = (x1, x2, x3, x4,

x5, x6, x7, x8)

( 2 )  当 时，相应的 ，取

,  , 

,   ，由此可得

negabent函数

，其中

。

λ = 1, k = 3 n = 6

u = (0, 0, 0, 1) v = (0, 0, 0, 1, 0, 1) m = (0, 0, 1, 1,

0, 1) d = (0, 0, 0, 0, 1, 1)

f(x)=Tr31(x
9)+x4

2+x6
2+x3x5+x3x6+x4x5+x5x6

x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)

(3 )  当 时，相应的 ，任取

,   ,  

,  ，由此可得negabent函数

，

其中 。

λ = 1, k = 2 n = 4( 4 )  当 时，相应的 ，取
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u = (0, 1), v = (1, 1),m = (0, 0, 0, 1), d = (0, 0, 1, 1)

f(x) = Tr21(x
5) + x2

2 + x4
2+

x1x2 + x3x4 x = (x1, x2, x3, x4)

,

由此可得negabent函数

，其中 。

λ = 1, k = 1 n = 2

u = v = 0,m = 1, d = (0, 1)

f(x) = Tr11(x
3) + x1x2 x = (x1, x2)

( 5 )  当 时，相应的 ，取

，由此可得negabent函

数 ，其中 。

在第2类negabent函数的构造中，同样基于引

理2中置换多项式的结论，利用迹函数构造neg-
abent函数。与所构造的第1类negabent函数相比

较，第2类negabent函数中可调的参数更多，因此

由第2种构造方法可获得更多negabent函数。

λ ̸= 1

2n−1[(2n−1 − 2)(2n−1 − 3)+

2n−1 − 4]

命题2　当 时，定理3中所构造的neg-
abent函数数量的下界为

。

f(x) u, v, m, d

(u, v,m, d)

2n−1[(2n−1 − 2)(2n−1 − 3)+

2n−1 − 4]

证明　如定理3所示， 中的 互

不相同，确定有序数组 数量即可得到

所构造出的negabent函数数量，将附表中的10元向

量归纳可得：由定理3中的方法构造出的neg -
abent函数的计数下界为

。

本文借鉴文献[12] 中利用有限域上的迹函数构

造negabent函数的思想方法，通过增加可调参数获

得了更多的negabent函数。文献[12]与本文所构造

的negabent函数数量如表1所示。

 4    结论

Negabent函数作为bent函数的一种拓展，在密

码学与编码理论中有着广泛应用，因此构造neg-
abent函数具有重要实际意义。本文将迹函数与置

换多项式相结合，提出了两种构造negabent函数的

方法，解决了所构造出来的negabent函数的计数问

题。研究结果表明，利用本方法可以获得大量的

negabent函数。
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附录A
 

λ ̸= 1 (A,B,C,D,E, F,G,H, I, J)定理3中 时 不取的10元向量

1100000000 1100000100 1111010001 1100000001 1111110001 1100000101 1111110110 1100000111 1110000000 1110000100 1111001100

1111110000 1111101100 1111100101 1111101111 1111111011 0000000010 1101000001 1111000100 1111100100 1111011101 1111001110

1111101011 1111111010 0000000101 0000000011 1110110101 1111100001 1111011010 1111000110 1111011111 1111110101 0000001101

0000000110 1110101001 1111000010 1111011000 1110101101 1111010101 1111101101 0000010101 0000001110 1110010010 1110111000

1111001111 1110100110 1111001101 1111101001 0000011010 0000010011 1110010001 1110110001 1111000011 1110011011 1111000101

1111100010 0000011101 0000100101 1110001110 1110100111 1110111100 1101011101 1110110011 1111000111 0001000010 0000111010

1110000010 1110100010 1110111001 1101011010 1110101000 1110111101 0001001000 0000111101 1101110111 1110011001 1110110010

1101011001 1110011101 1110110111 0001010000 0001000011 1101000100 1110000001 1110101110 1101010010 1110010110 1110110110

0001100000 0001000110 1100011111 1101110000 1110011100 1101000101 1110001111 1110101111 0001111100 0001001001 1100010010

1101100101 1110001000 1100110111 1110000110 1110000111 0010000010 0001010001 1100000010 1101100010 1110000011 1100101111

1101111111 1101111101 0010000110 0001100100 1011111010 1101000010 1101101011 1100100110 1101101001 1101111011 0010010000

0001101100 1011011100 1100111100 1101011110 1100010100 1101000110 1101111010 0010100001 0001110111 1011010011 1100101011

1101010110 1100001001 1100010110 1101101111 0010101101 0001111101 1011001010 1100100010 1101010000 1011111011 1100000110

1101101101 0010111001 0010000011 1010011110 1100010000 1101000011 1011110101 1011111101 1101101010 0011000000 0010101111

1010011100 1100001000 1100110010 1011100101 1011010111 1101010100 0011000010 0010111101 1010011011 1011111100 1100011101

1011100011 1011001011 1100111101 0011000101 0011000011 1010010010 1011110100 1100011010 1011001110 1010110011 1100111010

0011000111 0011100000 1010001010 1011100111 1100000011 1010111101 1010011111 1100110110 0011011010 0011100100 1001100101

1011100010 1011111110 1010110101 1010010110 1100100101 0011011101 0011100101 1001011111 1011011101 1011110110 1010101111

1010001011 1011111111 0011100110 0011100111 1001010101 1011011010 1011110011 1010101110 1001111010 1011110111 0100000000

0011111010 1001001010 1011000101 1011101010 1010100110 1001101101 1011101111 0100001000 0011111101 1000011110 1010111001

1011010000 1010100011 1001001011 1011101011 0100010000 0100000001 1000010010 1010110100 1011001000 1010010100 1000111000

1011001001 0100011000 0100001001 1000010001 1010100010 1010111110 1001111101 1000010111 1011000110 0100100000 0100010001

1000001100 1010010000 1010111011 1001110111 1000010110 1010111111 0100101000 0100011100 1000001010 1001111100 1010110010

1001100011 1000001011 1010110111 0100110000 0100100100 0111110010 1001110110 1010101100 1001001001 0111111101 1010110110

0100111000 0100101000 0111011010 1001101100 1010101010 1000111101 0111111010 1010101011 0101000000 0100101100 0111000100

1001100010 1010011000 1000111010 0111100101 1001101111 0110000000 0100110100 0110111100 1001010100 1010001110 1000100110

0111100010 1001101011 0110010000 0100111100 0110010010 1001001000 1001101110 1000100101 0111011011 1001011110 0111000000

0101000100 0110001000 1000100100 1001101010 1000100011 0111000101 1000111111 0111011000 0101001001 0110000010 1000100010
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续表 2

λ ̸= 1 (A,B,C,D,E, F,G,H, I, J)定理3中 时 不取的10元向量

1001011101 0111110001 0110101110 1000110110 1000000010 0110000100 0101111001 1000011101 1001011010 0111101110 0110010110

1000101011 1000100000 0110010001 0101110101 1000011100 1000110010 0111101100 0110010011 1000100111 1000101001 0111000001

0101101011 1000011010 1000101010 0111011101 0110001001 0111111111 1000110111 0111011001 0101010000 1000001000 1000001110

0111000011 0110000110 0111111000 1001000010 1000000011 0101001010 1000000101 0111101001 0110100110 0101111111 0111110110

1001000101 1000000110 0101001000 0111110100 0111011110 0110010101 0101101111 0111101011 1001011000 1000100001 0101000010

0111100111 0111000110 0110000101 0101010100 0111011111 1001100001 1000101000 0100111010 0111100000 0110110010 0101100100

0101001011 0111000111 1001101000 1000110011 0100110010 0111011100 0110000011 0101100001 0101000110 0110111001 1001110001

1001000011 0100101010 0111000010 0101110000 0101001101 0100111011 0110110110 1010000010 1001100000 0100100010 0110100010

0101101000 0101000101 0100110011 0110101010 1010000101 1001101001 0100011010 0110010100 0101001110 0100111101 0100101011

0110010111 1010001001 1010000011 0100010010 0110000001 0101000011 0100110101 0100100011 0110000111 1010010001 1010000110

0100001010 0101100000 0100111110 0100101101 0100011011 0101111110 1010100111 1010001111 0100000010 0101001100 0100110110

0100100101 0100010101 0101110100 1010110000 1010010111 0011111100 0101000001 0100101110 0100011101 0100001101 0101101001

1011000010 1010101001 0011111001 0100111001 0100100110 0100010110 0100000101 0101001111 1011010100 1010110001 0011110110

0100110001 0100011110 0100001110 0011110111 0101000111 1011100000 1011000011 0011010001 0100101001 0100010011 0100000011

0011101111 0100111111 1011111000 1011000111 0011010000 0100100001 0100001011 0011111111 0011011011 0100110111 1100011000

1011010101 0011001111 0100011001 0100000110 0011111000 0011010100 0100101111 1100101100 1011111001 0011001101 0100010100

0011101010 0011101110 0011001011 0100100111 1100110001 1110001100 0011001010 0100001100 0011011111 0011100011 0011001001

0100011111 1101000000 1110001101 0011001000 0100000100 0011011000 0010110001 0011000110 0100010111 1110001001 1111000001

0010011001 0011100010 0010110010 0010101100 0010111011 0100001111 1111000000 0001110110 0010010010 0010100010 0010101010

0010100110 0010010110 0100000111 0000100110 0001101011 0010001010 0010010101 0010100111 0010100011 0010010011 0011101011

0000100011 0000111110 0001011000 0001110000 0010001000 0010011000 0010001011 0010111100 1110000101 0000111011 0001010010

0001100010 0001111000 0010001111 0001011001 0010110110 0000110011 0000110110 0001001010 0001011111 0001110010 0001110001

0001010110 0010101011 0000101110 0000101011 0000110101 0001011011 0001101010 0001100110 0001001011 0010011111 0000010110

1101000111 0000101101 0001010111 0000110010 0001100011 0000011110 0001111110 0000001010 0000100010 0000010010 0001001101

0000101010 0001000101 0000011011 0001111001 0000001011
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