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摘要 段一士教授等人提出的规范势分解理论和拓扑流理论,在规范场的拓扑和内部几何结构的研究方
面具有重要理论指导意义,同时在各种物理系统中的拓扑缺陷和激发的分析方面具有广泛的适用性和实
用价值.本文先对这一理论体系做简短的总结回顾,然后结合一个具体实例—二维拓扑绝缘体—加以说明.
拓扑绝缘体是近年来国际上凝聚态物理的一个研究热点,其拓扑效应来源于其中非平庸的陈数等拓扑数.
本文拟着重研究当中的各种拓扑缺陷, 将其纳入一个统一的框架加以分析—’t Hooft单极子规范理论, 即
非Abel规范场中的U(1)子场理论.
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1 引言

揭示物理问题中的几何与拓扑本质是理论物理

研究的核心任务之一.现代几何和拓扑学的概念和
方法对宇宙学、粒子和凝聚态物理研究都产生了

深远的影响, 重要例子包括: 黎曼几何框架下的广
义相对论, Yang-Mills场和纤维丛理论的等同,椭圆
微分算子指标对物理系统零模解的确定,超对称量
子力学与流形的拓扑数通过Morse理论的相互联系,
Chern-Simons场论中的纽结不变量及其在圈量子引
力方面的应用,早期宇宙中的宇宙弦拓扑缺陷,超流

和超导体中的涡线拓扑量子化,以及本文将要讨论
的二维拓扑绝缘体,等等.

段一士和葛墨林 [1]提出的规范势分解和拓扑流

理论, 核心内容是从规范场(Abelian与非Abelian)的
纤维丛理论出发,认为流形的几何和拓扑信息可用
其上分布的基本物理场(复标量、矢量、旋量等)来
表达.基本场可诱导出一个拓扑规范势,表出其内部
结构. 规范势是主纤维丛上的联络, 用它可以构造
丛上的曲率张量即规范场强度;更进一步,流形上的
拓扑示性类又可以用曲率张量通过Chern-Weil同态
的方式来构造 [2]. 这样流形的几何拓扑信息就逐层
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传递到示性类;特别地,发现示性类往往具有一种被
称为拓扑流的特定数学形式,该形式可化为关于基
本场的δ-函数. 后者清晰地表明系统中含有拓扑缺
陷,其拓扑荷以及位置、运动等重要信息都可加以
确定. 这一理论阐明了示性类的内部微分结构, 揭
示出拓扑效应的微分起源,可广泛适用于不同维度
的物理系统,具有重要的实用价值.本文将对这一理
论进行简要地回顾与概括,然后以二维拓扑绝缘体
为例进行展示与说明.

2 规范势分解

2.1 规范势分解思想的起源—黎曼几何

令M为一个流形, 坐标为xµ, µ = 1, 2, . . . ,
dim M. 流形的几何可用度规张量gµν(x) 描述, 定
义为ds2 = gµνxµxν. 黎曼几何基于如下3个条件:
• 度规对称性(Symmetric Metric):

gµν = gνµ. (1)

• 无桡性(Torsion Free):

Tσ
µν = Γ

σ
µν − Γσνµ = 0. (2)

• 平行场条件(Parallel Field Condition):

∇λgµν = 0. (3)

其中平行场条件是规范势分解思想的起源. 事实上,
式(3)中的协变微商定义为

∇λgµν = ∂λgµν − Γσλµgσν − Γσλνgµσ, (4)

其中, Γσµν是仿射联络(Affine Connection). 取∇λgµν =
0,从式(4)即可反解出

Γρµν =
1
2

gρσ
(
∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν

)
, (5)

被称为克里斯托弗(Christoffel)联络. 它意味着:
• 作为流形M的基本场, 度规gµν可以完全传

达M的几何信息;
• gµν通过式(5)诱导(Induce)出一个仿射联络, 能

够保证∇λgµν = 0条件处处被满足.

• 这样一来,基本场gµν所携带的几何信息就输入
进联络Γρµν.
接下来,由于流形的曲率张量本就由联络定义,

Rλ
σµν = ∂µΓ

λ
νσ − ∂νΓλµσ + ΓλµαΓανσ − ΓλναΓαµσ, (6)

那么式(5)代入式(6)就把基本场gµν及几何信息输入
了曲率Rλ

σµν:

Rλ
σµν = Rλ

σµν

[
g••(x)

]
. (7)

进一步地, 我们知道多种著名的拓扑示性类
如Chern类、Pontrjagin类、Euler类, 都是由曲率张
量通过Chern-Weil同态构造的,如 [2]:
总陈类:

C (E) = det
(
I +

i
2π

R
)
, (8)

总Pontrjagin类:

P (E) = det
(
I − 1

2π
R
)
, (9)

其中, E是纤维丛, R是曲率.进一步地,式(8)和(9)各
自都可展开,比如总陈类有展开:

C (E) = 1 +C1 (E) +C2 (E) + · · · , (10)

其中每一项Ci, i = 1, 2, · · · ,都是拓扑不变量,称为第
i陈类:

C1 (E) =
i

2π
Tr R, (11)

C2 (E) =
1

8π2 [Tr(R ∧ R) − (Tr R) ∧ (Tr R)] , (12)

· · ·

于是gµν的几何信息就进一步输入示性类,过程可图
示为

流形的

几何信息
−→

基本场

度规gµν
−→
仿射联络

Γ
ρ
µν

−→
曲率

Rλ
σµν

−→示性类. (13)

这可称为用基本场gµν对仿射联络Γ
ρ
µν的分解,即用前

者表达出后者的内部结构.
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2.2 规范势分解

式(13)的逻辑可推广到更宽泛的情形— 规范

场, 即主纤维丛(Principal Bundle)的联络. 所谓主纤
维丛是如下定义的一个纤维丛(E, π,M, F,G):

F −→ E

↓ π
G M,

(14)

其中, F是标准纤维, π是投射. G是结构群,表达底流
形不同欧式覆盖之间的坐标转换函数所满足的群结

构. 那么,如果结构群同构于标准纤维,

F � G, (G可左作用于F), (15)

则此纤维丛称为主丛,或主G–丛,记为

G −→ E

↓ π
M.

(16)

物理上结构群称为规范群(Gauge Group), 通常
取Lie群. 在主丛的条件下, 流形上的坐标转换就
可转化为纤维上的滑动来处理,对应于物理上的规
范变换.
物理的规范场理论中的规范势(Gauge Poten-

tial)从数学角度看是主丛上的联络, 可认为由底流
形上的联络水平提升得来;规范场强度(Gauge Field
Strength)则是主丛上的曲率张量. 那么,模仿式(13),
我们也可用基本场对主丛联络(规范势)进行分解.
考虑一个物理系统,用作用量泛函描述为

I(Φ) =
∫
M
L(Φ)dnx, (17)

其中, L是拉氏量. xµ是流形坐标, µ = 1, 2, . . . , n =
dimM. 基本场一般性地用Φ(x)标记, 可指代复
标量、矢量、旋量场等, Φ = Φa(x)Ta, 其中Ta是

规范群的生成元. {Ta}构成李代数的基, 群指
标a = 1, 2, . . . , dim G. 对作用量的变分给出Euler-
Lagrange方程:

∂L
∂Φa
− ∂µ

∂L
∂∂µΦa

= 0. (18)

在一定的底流形M上的边条件之下,此方程的解给
出Φ-场的一个分布, Φ(x). 这里注意, 式(18)是动力
学方程; 所求出的Φ分布是动力学算子与底流形拓
扑联合作用的结果. Φ分布一旦求出,就已经带上了
动力学和底流形几何的双重信息.
循黎曼几何式(4)的思路, 可基于Φ场分布诱导

出一个协变微商,满足平行场条件:

DµΦ = ∂µΦ − gA

[
Aind
µ ,Φ

]
= 0, (19)

其中, Aind
µ 是引进的诱导规范势, 李括号表示

其与Φ场的相互作用, 作用常数gA(为方便起见
取为gA = 1). 然后, 就可模仿Christoffel联络
式(5)对Aind

µ 进行规范势分解, 也即通过式(19)反解
出Aind

µ ,用Φ表达其内部结构 [1]:

Aµ = Aµ (Φ, dΦ,DΦ) , 其中 DΦ = 0. (20)

Aµ满足规范变换

A′µ = S AµS −1 + dS S −1, (21)

其中, S (x)是群G的规范变换.
这样一来, 对主丛的拓扑研究也可以有与

式(13)类似的几何拓扑信息输入链条:

运动方程

+

边界条件

=⇒

基本场Φ分布

(流形及缺陷
的几何信息)

+

诱导平行场条件

=⇒
主丛

联络Aµ

(规范势)

=⇒
主丛曲率

张量Fµν

(规范场强度)

=⇒

示性类

或

次级

示性类

拓扑流
=⇒

拓扑

缺陷
, (22)

其中,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ −
[
Aµ, Aν

]
. (23)

而示性类用Fµν构造,如前式(8)和(9)所示. 次级示性
类用Fµν和Aµ构造, 如3-维流形上的Chern-Simons形
式1):

I =
∫
M

Tr
[
F ∧ A +

1
3

A ∧ A ∧ A
]
. (24)

1)式(24)是一般形式,其中的规范群是一般的Non-Abelian群G. 若G特别地是一个Abelian群,则没有非线性项,写作I =
∫
M F ∧ A.
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2.3 几点说明

2.3.1 外加规范势与诱导规范势的区别

在描述物理模型的系统拉氏量L中可能含有
一些外加规范势, 记为Bext

µ , Cext
µ , . . . , 其来源是外加

物理作用. 基本场Φ是给定Bext
µ , Cext

µ , . . .之后, 通过
解微分方程得到的解. 而Aind

µ 则不同,它是在Φ场确
定以后,从Φ的分布诱导出的规范势,承载的是由Φ
传递而来的动力学算子和底流形几何(由边条件表
达)联合作用的信息.与下文式(25)不同的是,内部结
构Aind

µ (Φ, dΦ)中只含流形的背景几何, 不牵涉具体
的物质场,因为dΦ只是普通微商而非协变的DΦ.

Bext
µ , Cext

µ , . . . 作为规范势描述某外加物理场的
作用; 从量子场论观点看, 它们代表某些粒子. 对
此我们可推广规范势分解的思想,也用基本场表达
出Bext

µ , Cext
µ , . . .的内部结构,如

Bext
µ = Bext

µ

(
Φ, dΦ, D̃Φ

)
, (25)

但此时D̃Φ一般不为零,

D̃µΦ = ∂µΦ −
[
Bext
µ ,Φ

]
, 0. (26)

对式(25)的理解是: 当中(Φ, dΦ)仍然反映流形的背
景几何信息,但D̃Φ是协变微商,可用于构造拉氏量,
反映真实物理粒子的场 [3, 4].

2.3.2 此方法与θ-项方法的区别

通常在考察物理系统的拓扑效应时,人们习惯
于在通常的物理拉氏量以外再增加一个额外的拓扑

项 [2, 5]

S =
∫
M

√−gd4x
[
Ldyn + Ltop

]
, (27)

其中Ldyn是物理的动力学项,而Ltop是一个拓扑不变

量, 比如以第二陈类来充当的θ-项.但是, 我们认为
这样的θ-项只能用来传递底流形M自身的整体拓扑
信息,而不能反映由于动力学算子作用上去以后新
产生的拓扑缺陷引起的拓扑非平庸性质.
如图 1所示的例子, 底流形M 是一个环面T 2.

动力学的运动方程和边条件联合起来可解出基本

场Φ, 而后者的分布当中存在非平庸性; 比如源或

汇的形状,从拓扑观点看就是缺陷,而Φ分布正携带
了形成源或汇的几何拓扑信息. 为提炼这些信息,
我们用Φ通过平行场条件诱导构造出有一个规范

势Aind及相应的规范场张量F ind,这就为进一步构造
使用拓扑示性类创造了条件.

2.4 一些典型的规范势分解结果

2.4.1 U(1)规范势的复标量分解

宇宙学暗能量的Quitessence模型当中可以有如
下的协变微商及平行场条件 [5, 6]

Dind
µ ψ = ∂µψ −

i
α

Aind
µ ψ = 0, (28)

其中, ψ是复标量, 充当宇宙Quitessence背景场.
α =

√
~G/c3是耦合常数, ~, G, c分别是普朗克常

数、引力常数和光速.诱导规范势满足U(1)对称性,
其分解结果是

Aind
µ =

α

2iψ∗ψ

(
ψ∗∂µψ − ∂µψ∗ψ

)
,

∗ —复共轭. (29)

此结果恰与量子力学的流体力学图景(Formalism)中
的速度场定义一致.

2.4.2 SO(2)规范势的矢量分解

从群结构来讲U(1) � S O(2). 在上例中, 可写
出ψ的实部和虚部:

ψ(x) = ϕ1(x) + iϕ2(x), ϕ1, ϕ2 ∈ R, (30)

图图图 1 (网络版彩图)考虑一个底流形T 2,其上分布有3个拓扑
缺陷. θ-项只能表达环面T 2 = S 1 × S 1的非平庸拓扑,却无法
关注拓扑缺陷所造成的非平庸

Figure 1 (Color online) Let us consider a base manifold T 2, on which
exist three topological defects. A θ-term can only deliver the non-trivial
topology of the torus T 2 = S 1 × S 1, but not able to reflect the non-
triviality caused by the defects.
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则可进一步定义二维单位矢量

na =
ϕa

∥ϕ∥ , a = 1, 2; ∥ϕ∥2 = ϕaϕa = ψ∗ψ. (31)

于是Aind
µ 作为S O(2)规范势可分解为 [5, 6]

Aind
µ = αϵabna∂µnb. (32)

2.4.3 SU(N)规范势用Cartan子代数局域基进行
分解

令Ta, a = 1, 2, . . . , r, 为S U(N)群的r个生成元,
即su(N)李代数基的r个分量, r = N2 − 1. Ta 满足如

下(反)对易性、厄米性与无迹性 [7]:

[Ta,Tb] = i fabcTc, {Ta,Tb} = dabcTc +
1
N δabI,

T †a = Ta, Tr(Ta) = 0,
(33)

其中, fabc和dabc是su(N)结构常数, fabc全反对称,
dabc全对称. 在{Ta}当中有N − 1个分量, 记为{Hl},
构成一个Cartan子代数,满足

[Hl,Hm] = 0, l,m = 1, . . . ,N − 1. (34)

定义S U(N)局域基为

nl = U(x)HlU†(x), nl = na
l Ta, l = 1, . . . ,N − 1, (35)

其中U(x)是S U(N)规范变换矩阵, 表达一种局域旋
转. 于是,定义协变微商及平行场条件为

Dµnl = ∂µnl − ig
[
Aµ, nl

]
= 0, g—耦合常数, (36)

就可得到规范势分解

Aµ = (A, nl) nl +
1
ig

[
∂µnl, nl

]
, i.e.,

Aa
µ = Al

µn
a
l +

1
g

fabc∂µnb
l nc

l , (37)

其中, [ , ]表内积.进一步地可证明∂µnl =
[
Vµ, nl

]
,其

中Vµ = ∂µUU†是平联络(纯规范).则有 [8]

Aµ = (A, nl) nl +
1
ig

[[
Vµ, nl

]
, nl

]
. (38)

2.4.4 SO(N)规范势用Clifford代数1-矢量局域基进
行分解

Clifford代数ClN的
1
2 N(N − 1)维子空间Cl(2)

N 同构

于群S O(N + 1)的无穷小环,因此ClN−1的每个表示都

导致李代数so(N)的一个表示. 故S O(N)群生成元Iab

可表达为Clifford代数2-矢量:

Iab =
1
4

[
γa, γb

]
, (39)

其中γa是Clifford的代数的生成元,定义为

{γa, γb} = 2δab1, a = 1, . . . ,N. (40)

Iab满足对易关系:[
Iab, γc

]
= δbcγa − δacγb, (41)

[Iab, Icd] = δadIbc + δbcIad − δacIbd − δbdIac,

满足 Iab = −Iba. (42)

这被称为so(N)李代数的Clifford表示或旋表示,而相
应地S O(N)规范势就成为自旋联络.
引进Clifford 1-矢量局域基

ui = O(x)γiOT(x), 可有展开

ui = ua
i γa, i = 1, . . . ,N. (43)

其中, O(x)是S O(N)规范变换矩阵,表达一种局域旋
转.
协变微商及平行场条件定义为

Dµui = ∂µui −
[
ωµ, ui

]
= 0, (44)

其中, S O(N)规范势ωµ =
1
2ω

ab
µ Iab是一个Clifford 2-矢

量. 于是可计算规范势分解为 [9]

ωµ =
1
4
∂µuiui. (45)

2.4.5 SO(N)规范势用Clifford代数2-矢量局域基进
行分解

引进Clifford 2-矢量局域基

ui j(x) = O(x)Ii jOT(x), 可有展开

ui j =
1
2

uab
i j Iab, i, j = 1, . . . ,N. (46)
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协变微商及平行场条件定义为

Dµui j = ∂µui j −
[
ωµ, ui j

]
= 0, (47)

其中S O(N)规范势ωµ =
1
2ω

ab
µ Iab是一个Clifford 2-矢

量. 于是可计算规范势分解为 [9]

ωµ =
1

2N
∂µui ju ji. (48)

2.4.6 SU(M|N), M , N,规范势用李超代数局域基
进行分解

S U(M|N), M , N,李超群的生成元,即su(M|N)
李超代数的基,为

{ êab| a, b = 1, . . . , M,M + 1, . . . , M + N} . (49)

êab是Z2-阶化代数元素,其阶化

[êab] = [a] + [b], (50)

当中前M个计数的宇称为偶,后N个宇称为奇,

[1] = · · · = [M] = even = 0,

[M + 1] = · · · = [M + N] = odd = 1.
(51)

{êab}满足如下超对易关系 [10]:

[êab, êcd] = êadδbc − (−1)(|a|+|b|)(|c|+|d|) êcbδda. (52)

在基础表示下:

êab = eab − δab
(−1)[a]

M − N
1, (53)

其中, eab是(M + N) × (M + N)矩阵, 其矩阵元只
有(a, b)位置的为1, 其余都为0. 1 是单位阵. êab满

足无迹性

S tr (êab) = 0. (54)

S tr (X)是表示矩阵X的超迹,定义为

S tr (X) =
∑

i

(−1)[i] Xii, (55)

i为矩阵元指标. êab满足恒等式
∑M+N

a=1 êab = 0.
与上文类似,引进局域基

ûab = UêabU−1, 满足S tr (ûab) = 0. (56)

需要指出, [U] = even总成立,这是因为将其在局域
基上展开, U = Uabêab, a b总是成对出现.

协变微商及平行场条件定义为

Dµûab = ∂µûab −
[
Aµ, ûab

]
= ∂µûab −

(
Aµûab − ûabAµ

)
= 0, (57)

其中类似地总有[A] = even.

规范势分解的结果为

Aµ =
(−1)[b]

M − N
∂µûabûba, M , N. (58)

等价地还可表示为下面两种形式:

Aµ =
(M − N)2 − 1

(M − N)2 ∂µUU−1 − 1
M − N

S tr
(
∂µUU−1

)
1

+
1

(M − N)
∂µUU−1, (59)

或

A = Ai jêi j, (60)

其中

Ai j =
1

M − N
(−1)[b] (−1)([i]+[k])([a]+[b]+[k]+[ j])

×
[
dûik

abûk j
ba − Ddûik

abûk j
ba

]
.

2.4.7 SU(2)(即SO(3))规范势用Pauli 2-旋量进行
分解

含自旋的非相对论性量子力学的运动方程

是Pauli方程,其中的协变微商及平行场条件定义为

DµΦ = ∂µΦ − AµΦ = 0. (61)

这里Φ是Pauli 2-旋量, Φ =

 ψ1

ψ2

, ψ1, ψ1 ∈ C.

Aµ是S U(2)规范势, 可展开为su(2)矢量, Aµ = Aa
µTa.

其中Ta =
σa
2i是S U(2)生成元, σa是Pauli矩阵, a =

1, 2, 3.

规范势分解的结果为 [11]

Aa
µ =

i
Φ†Φ

[
Φ†σa∂µΦ − ∂µΦ†σaΦ

]
, (62)
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或等价地,

Aµ =
1
Φ†Φ

[ (
∂µΦΦ

† − Φ∂µΦ†
)

− 1
2

(
Φ†∂µΦ − ∂µΦ†Φ

)
I
]
. (63)

2.4.8 SO(4)规范势用Dirac 4-旋量进行分解

弯曲空间中相对论性量子力学运动方程为广义

协变Dirac方程. 取粒子质量为零(如中微子情况)就
得到协变微商

D/ Ψ = γµDµΨ = γ
µ
(
∂µΨ −

1
2
ωµabIab

)
Ψ = 0. (64)

这里Ψ(x)是Dirac 4-旋量, Ψ =
(
ψ1 ψ2 ψ3 ψ4

)T
,

ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 ∈ C, T指转置. 底流形弯曲, 坐标用
指标µ = 1, 2, 3, 4表示, 区分上下标; 群空间平直,
用指标a, b = 1, 2, 3, 4表示, 不区分上下标. ωµ(x)
是S O(4)规范势, ωµ =

1
2ωµabIab, 满足a, b指标反对

易, ωµab = −ωµba. γµ(x) = eµaγa是广义Dirac矩阵, 由
普通Dirac矩阵γa通过标架(Vierbein)eµa(x)提升指标
而来. 定义ωabc = eµaωµbc, 就有ωabc = −ωacb. 于是
式(64)成为

γa∂aΨ −
1
4
ωabcγaγbγcΨ = 0. (65)

引进两个实参数ρ和θ:

ρ =
√

(Ψ†Ψ)2 − (Ψ†γ5Ψ)2,

其中

γ5 = γ1γ2γ3γ4, (66)

cosh θ =
Ψ†Ψ

ρ
, sinh θ =

Ψ†γ5Ψ

ρ
, (67)

并利用谐和坐标条件

1
√

g
∂ν

(√
ggνλ

)
= 0,

即

eµa∂µe
ν
a +

1
2
ωaeνa = 0, (68)

可最终得到规范势分解结果 [12]

γµωµ = −
1
ρ
γµe−γ5ϑ

(
jµ + j̃µ + Jµ + J̃µ

)
, (69)

其中,

jµ =
1
2

[
(∂µΨ†)Ψ − Ψ†∂µΨ

]
, (70)

j̃µ =
γ5

2

[
(∂µΨ†)γ5Ψ − Ψ†γ5∂µΨ

]
, (71)

Jµ = ∇ν
(
Fν

µ

)
= ∇ν(Ψ†γνµΨ), (72)

J̃µ = ∇ν
(
F̃ν

µ

)
= ∇ν(γ5Ψ

†γνµγ5Ψ). (73)

容易看出: jµ和 j̃µ分别是相对论量子力学的速度流
和赝速度流; Fν

µ和F̃ν
µ具有相对论量子力学的U(1)

电磁场和赝电磁场张量的意义,而式(72)和(73)则对
应于相应的广义协变Maxwell方程组的第一个方程.

3 拓扑流

3.1 从简单示例说起

前文式(22)指出, 获得规范势基于某特定基本
场的分解结果后,可代入曲率张量构造示性类,后者
常常具有所谓拓扑流的内部结构. 以下先以简单例
子示意之.

3.1.1 示例一: U(1)规范场的第一陈类及相应的拓
扑缺陷

前文式(29)给出了U(1)规范势分解结果. 将复
标量基本场表达为ψ = ϕ1 + iϕ2 形式后就转化

为S O(2)规范势分解的结果式(32),

Aind
µ = αϵabna∂µnb,

即1-形式:

Aind = Aind
µ dxµ = αϵabnadnb. (74)

其中n是由ϕ定义的二维单位矢量, na =
ϕa

∥ϕ∥ , a = 1, 2.
以下为简单起见取物理常数α = 1, 并略去上
标“ind”字样.
将式(74)代入U(1)规范场张量的定义:

fµν = ∂µAν − ∂νAµ,
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有

fµν = ϵab∂µna∂νnb, (75)

也即2-形式:

f =
1
2

fµνdxµ ∧ dxν =
1
2
ϵab∂µna∂νnbdxµ ∧ dxν,

= ϵabdna ∧ dnb =
1
2
ϵµνϵab∂µna∂νnbd2x. (76)

若底流形为简单的二维2), 可以有拓扑不变量第一
陈数,定义为第一陈类式(11)的积分,

c1 =

∫
M2

C1 =
1

2π

∫
M2

f , 其中, C1 = f . (77)

引入2-维拓扑流 [5, 6]:

j(x) =
1

2π
1
2
ϵµνϵab∂µna∂νnb, (78)

有

f (x) = 2π j(x)d2x,

那么

c1 =

∫
M2

j(x)d2x. (79)

可以证明,利用以下公式:

∂µna =
∂µϕ

a

∥ϕ∥ + ϕ
a∂µ

1
∥ϕ∥ ,

∂a∂a ln ∥ϕ∥ = 2πδ2(ϕ) (格林公式),
(80)

拓扑流可以表达成二维δ-函数的形式

j(x) = δ2(ϕ)D
(
ϕ

x

)
, (81)

其中, D
(
ϕ

x

)
是Jacobian,

ϵabD
(
ϕ

x

)
= ϵµν∂µϕ

a∂νϕ
b,

即

D
(
ϕ

x

)
=

1
2
ϵabϵ

µν∂µϕ
a∂νϕ

b, (82)

于是第一陈数

c1 =

∫
M2
δ2(ϕ)D

(
ϕ

x

)
d2x. (83)

δ-函数是广义函数, 它仅在ϕ的零点即n的奇点处不
为零,其他地方全为零,

δ2(ϕ) =

 0, 当且仅当 ϕa , 0;

∞, 当且仅当 ϕa = 0,
a = 1, 2. (84)

这就要求在以x1, x2为坐标的二维底流形上解如下

的零点方程:

ϕ1(x1, x2) = 0, ϕ2(x1, x2) = 0. (85)

隐函数定理指出, 在正规条件(Regular Condition)
D

(
ϕ

x

)
, 0下,式(85)有N个孤立解:

xµ = xµk , k = 1, 2, . . . ,N. (86)

这对应着ϕ场的N个零点, 即单位向量场n的N个奇
点,也即二维底流形上的N个拓扑点缺陷.于是δ-函
数可以展开到这些奇点上,

δ2(ϕ) =
N∑

k=1

Wkδ
2
(
xµ − xµk

)
,

其中

Wk = βkηk. (87)

Wk的意义是第k个缺陷的拓扑荷, βk是Hopf 指标,
ηk = ±1是Brouwer映射度. 进而第一陈数就成为下
面的形式,清楚地显示它其实就是底流形上二维点
缺陷各自所携带的拓扑荷的代数和:

c1 =

N∑
k=1

Wk =

N∑
k=1

βkηk. (88)

2)如果底流形不是二维,则取其二维子流形,相应的坐标用二维的子流形坐标u1, u2. 参后文.
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3.1.2 示例二: Abelian Chern-Simons场论及纽结
不变量

延续上面的例子. 上面考虑的是底流形为二维
的情况;如果底流形为三维空间,则拓扑缺陷就是一
维曲线. 更进一步, 如果这些曲线是闭合的3), 则它
们之间就有相互缠绕的情况出现,即进入了纽结理
论的范畴.
考虑三维底流形M3,坐标为x1, x2, x3. 我们现在

考虑另一个拓扑不变量, U(1) Chern-Simons 3-形式:

I =
1

2π

∫
M3

A ∧ f =
1

2π

∫
M3

1
2
ϵµνρAµ fνρd3x

=

∫
M3

Aµ jµd3x, (89)

其中已引进拓扑流:

jµ =
1

2π
1
2
ϵµνρϵab∂νna∂ρnb. (90)

与上文相似,拓扑流可以写成δ-函数的形式,

jµ = δ2(ϕ)Dµ
(
ϕ

x

)
,

其中

Dµ
(
ϕ

x

)
=

1
2
ϵabϵ

µνρ∂νϕ
a∂ρϕ

b. (91)

同样有

δ2(ϕ) =

 0, 当且仅当 ϕa , 0,

∞, 当且仅当 ϕa = 0,
a = 1, 2,

因此就需要解零点方程:

ϕ1(x1, x2, x3) = 0, ϕ2(x1, x2, x3) = 0. (92)

在正规条件下,式(92)的解是N条一维拓扑线缺陷,

xµ = xµk (s), k = 1, 2, · · · ,N, (93)

其中, s是弦参数. 记第k条曲线为lk, 则δ2(ϕ)就可展
开到这N条线上去,

δ2(ϕ)Dµ
(
ϕ

x

)
=

N∑
k=1

Wk

∫
lk

dxµδ3 [x − xk(s)] , (94)

Wk = βkηk为lk的拓扑荷.
式(94)代入式(91),并进一步代入式(89),就得到

I =
∫
M3

Aµ (x)

 N∑
k=1

Wk

∫
lk

dxµδ3 [x − xk(s)]

 d3x

=

N∑
k=1

Wk

∫
lk

dxµ
(∫
M3

Aµ (x) δ3 [x − xk(s)] d3x
)
, (95)

其中最后一步交换了三重积分和一重积分的顺序.
积掉三重积分,其结果落在了奇异弦上,即

I =
N∑

k=1

Wk

∫
lk

Aµ (xk) dxµ =
N∑

k=1

Wk

∫
lk

A,

其中1-形式:

A = Aµdxµ. (96)

此中lk可以是任意曲线. 如果我们要讨论曲线之间
的缠绕情况,就需要讨论闭曲线,或等价的两端固定
于无穷边界的辫子情况. 于是记曲线为闭曲线γk,这
样上述积分成为

I =
N∑

k=1

Wk

∫
γk

Aµdxµ =
N∑

k=1

Wk

∫
γk

A. (97)

这样一来,原来的Chern-Simons 3-形式积分,就
转化成一维纽结族上的线积分. 由此可以推导出
众多纽结拓扑不变量,如(自)缠绕数、Jones多项式、
HOMFLYPT多项式,以及基于多项式代数空间的重
要结论和规律.参考文献[13–17].

3.1.3 示例三: S U(2)规范场的第二陈类及相应的
拓扑缺陷

前文式(63)和(62)得到了S U(2)规范势的旋量分
解. 将此结果代入第二陈类定义式(12),有表达式:

C2 = −
1

4π2 dΦ† ∧ dΦ ∧ dΦ† ∧ dΦ = ρ(x)d4x, (98)

其中ρ(x)是陈密度,

ρ(x) = − 1
4π2 ϵ

µνλρ∂µΦ
†∂νΦ∂λΦ

†∂ρΦ. (99)

3)开曲线总可以经过拓扑同胚变换去除纠缠,因此若要保持纠缠状态就需要研究闭曲线.进一步地,两端固定在无穷边界上的情况也可等同于封

闭于无穷远处的闭曲线来研究.
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注意到Pauli旋量

Φ =

 ψ1

ψ2

 =
 ϕ0 + iϕ1

ϕ2 + iϕ3

 ,
ψ1, ψ2 ∈ C; ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ R.

(100)

ψ1, ψ2各自的实部和虚部分别是ϕ0, ϕ1 和ϕ2, ϕ3. 引
入4-维单位矢量

na =
ϕa

∥ϕ∥ , a = 0, 1, 2, 3. (101)

将式(100)和(101)代入式(63)和(62),立刻得到

ρ(x) =
1

12π2 ϵ
µνλρϵabcd∂µna∂νnb∂λnc∂ρnd. (102)

引入4-维拓扑流为

j(x) = ρ(x) =
1

12π2 ϵ
µνλρϵabcd∂µna∂νnb∂λnc∂ρnd, (103)

利用ϕ-空间的格林公式:

∂2

∂ϕa∂ϕb

(
1
∥ϕ∥

)
= −4π2δ4 (ϕ) (104)

可以证明

j(x) = δ4 (ϕ) D
(
ϕ

x

)
, (105)

其中D
(
ϕ

x

)
是Jacobian行列式

ϵabcdD
(
ϕ

x

)
= ϵµνλρ∂µϕ

a∂νϕ
b∂λϕ

c∂ρϕ
d. (106)

与前文相似, δ-函数只在ϕ场不为零处非零, 其
他地方全平庸,

δ4(ϕ) =

 0, 当且仅当 ϕa , 0,

∞, 当且仅当 ϕa = 0,
a = 0, 1, 2, 3,

同样需要在四维底流形M4上求解零点方程:

ϕa
(
x1, x2, x3, x4

)
= 0, a = 0, 1, 2, 3. (107)

在正规条件下,其解为N个孤立的四维点缺陷,对应
于瞬子(Instantons). 于是δ4(ϕ)可展开到这些点缺陷
上

δ4(ϕ) =
N∑

k=1

Wkδ
4
(
xµ − xµk

)
,

拓扑荷

Wk = βkηk. (108)

于是第二陈数就可计算为

c2 =

∫
M4

C2 =

∫
M4

j(x)d4x

=

∫
M4

 N∑
k=1

Wkδ
4
(
xµ − xµk

)
D

(
ϕ

x

) d4x

=

N∑
k=1

Wk. (109)

这就是说, 拓扑数第二陈数c2就等于各瞬子拓扑

荷Wk的代数和.

3.2 拓扑流的一般理论

从前文示例看出,形如式(78), (90), (103)的拓扑
流其数学结构往往能够导出一个δ-函数, 预示着拓
扑缺陷的存在. 鉴于此, 有必要给出拓扑流的一般
定义和讨论 [18–20].

3.2.1 拓扑张量流和拓扑流的定义

令M为D-维光滑定向流形, 度规为gµν, 坐标
为xµ, µ = 1, . . . ,D. 在M上建立一个矢量丛E, 其
纤维是一个d-维欧式空间Rd, d 6 D. 在丛E中考
虑一个截面, 即一个d-维光滑矢量场ϕa(x), 它是
从M到Rd的单值映射:

ϕa : M → Rd

x 7→ ϕa(x)
a = 1, . . . , d. (110)

ϕa模掉自身长度诱导出一个单位矢量

na(x) =
ϕa(x)
∥ϕ(x)∥ ,

其中

∥ϕ∥ =
√
ϕaϕa,

以及满足

nana = 1. (111)
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ϕa(x)的零点是na(x)的奇点. 可以看出,条件nana = 1
诱导出一个群空间中的(d − 1)-维单位球 S d−1;而单
位矢量na(x)则成为M上的一个球丛的截面.
定义D − d维拓扑张量流为

jµ1···µD−d (x) =
1

√
gA

(
S d−1) d!

ϵµ1···µD−dµD−d+1···µD

× ϵa1···ad∂µD−d+1 n
a1 · · · ∂µD nad , (112)

其中, A
(
S d−1

)
是S d−1的球面积,

A
(
S d−1

)
=

2π
d
2

Γ
(

d
2

) , Γ(x)为Γ-函数. (113)

容易看出,当d < D时,此拓扑张量流是守恒流

∂µl jµ1···µD−d = 0, l = 1, . . . ,D − d. (114)

注: 拓扑张量流的直观几何意义——超球面的
面元:
对拓扑张量流式(112)的积分记为

W =
∫
Ω

jµ1···µD−d (x)dd x

=

∫
Ω

1
√

gA
(
S d−1) d!

ϵµ1···µD−dµD−d+1···µD

× ϵa1···ad∂µD−d+1 n
a1 · · · ∂µD nad dd x

=
1

A
(
S d−1) d!

∫
Ω

1
√

g
ϵa1···ad∂νD−d+1 n

a1 · · · ∂νD nad

× (√
gdxνD−d+1 ∧ · · · ∧ dxνD

)
=

1
A

(
S d−1) d!

∫
Ω

ϵa1···ad dna1 ∧ dna2 ∧ · · · ∧ dnad ,

(115)

其中Ω是M中的d-维子流形. 利用Stokes定理, 上
述Ω上的体积分可以化到它的表面∂Ω上去:

W =
1

A
(
S d−1) (d − 1)!

∫
∂Ω

ϵa1···ad na1 ∧ dna2 ∧ · · · ∧ dnad .

(116)

可以看出,被积函数恰是一个超球面的高斯面元.
一个简单但重要的情形是D − d = 1,也即拓扑

矢量流的情形(有时也简称为拓扑流):

jµ(x) =
1

√
gA(S d−1)d!

ϵµµ1···µdϵa1···ad∂µ1 n
a1 · · · ∂µd nad .

(117)

这种情形有广泛的应用. 此时守恒关系(114)简化
为∂µ jµ = 0.

当d = D也即D − d = 0时,也称拓扑标量流.

3.2.2 拓扑张量流中蕴含的δ-函数

可以证明

jµ1···µD−d (x) =Cdϵ
µ1···µD−d+1···µDϵa1···ad∂µD−d+1

× ϕa1 · · · ∂µDϕ
ad △ϕ Gd(∥ϕ∥), (118)

其中Cd是一个常数

Cd =


− 1

A(S d−1)d!(d − 2)
, 当d > 2,

1
4π
, 当d = 2.

(119)

△ϕ是ϕ空间的拉普拉斯算子:

△ϕ =
∂

∂ϕa

∂

∂ϕa
, a = 1, . . . , d. (120)

Gd(∥ϕ∥)是广义格林函数:

Gd(∥ϕ∥) =


1

∥ϕ∥d−2 , 当d > 2,

ln(∥ϕ∥), 当d = 2.
(121)

使用两个公式:

• (D − d)-维Jacobian行列式

Dµ1···µD−d

(
ϕ

x

)
=

1
d!
ϵa1···adϵ

µ1···µD−dµD−d+1···µD

× ∂µD−d+1ϕ
a1 · · · ∂µDϕ

ad . (122)

其特例是d = D,此时有

D
(
ϕ

x

)
=

1
d!
ϵa1···adϵ

µ1···µd∂µ1ϕ
a1 · · · ∂µdϕ

ad . (123)

• ϕ空间的点状Poisson方程

△ϕ (Gd(∥ϕ∥)) =


− 4π

d
2

Γ

(
d
2
− 1

)δd(ϕ), 当 d > 2,

2πδ2(ϕ), 当 d = 2,

(124)
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可证明拓扑张量流 jµ1···µD−d可写为如下δ-函数形式:

jµ1···µD−d (x) =
1
√

g
δd (ϕ) Dµ1···µD−d

(
ϕ

x

)
. (125)

特别地,当d = D时,拓扑标量流有

j(x) =
1
√

g
δd (ϕ) D

(
ϕ

x

)
. (126)

式(125)是一个重要结论,它表明拓扑张量流只
在ϕ(x)场的零点也即n(x)场的奇点处非平庸:

jµ1···µD−d

= 0, 当且仅当 ϕ , 0,

, 0, 当且仅当 ϕ = 0,
d 6 D. (127)

这就要求解 ϕ场的零点方程

ϕa(x) = 0, a = 1, 2, . . . , d. (128)

隐函数定理指出,在如下的正规条件之下

Dµ1···µD−d

(
ϕ

x

)
, 0, (129)

当d < D;

D
(
ϕ

x

)
, 0,

当d = D, 式(128)有一族N个孤立的连续函数解, 记
为zk, k = 1, . . . ,N,其坐标是

• 当d < D时,

xµ = zµk (u1, . . . , uD−d),

µ = 1, . . . ,D; k = 1, · · · ,N.
(130)

这里每个z ȷ是M中的一个孤立的(D − d)-维解子流
形, 记为Xk. Xk的内禀坐标为(u1, . . . , uD−d); Xk的度

规为guIJ , I, J = 1, . . . ,D−d,行列式为gu = det (guIJ).

• 当d = D时,

xµ = zµk , µ = 1, . . . , d; k = 1, . . . ,N, (131)

这是N个孤立奇点解.

需要指出的是,若正规条件不能满足,奇异子流
形将出现分叉现象(Bifurcation) [21–23].

3.2.3 δ-函数展开到奇异子流形上

拓扑张量流 jµ1···µD−d可被展开到N个奇异子流
形上.
• 当d < D,可证明M中存在一个d-维子流形Ξ横

截于每个Xk:

gµν
∂xµ

∂uI

∂xν

∂vK

∣∣∣∣∣
pk

= 0, I = 1, . . . ,D − d; K = 1, . . . , d,

(132)

其中, Ξ的内禀坐标记为vK ; 容易看出Ξ正是前文
式(115)中的Ω. 这里pk, k = 1, . . . ,N,表征Ξ上的第k
个截点; pk可用Ξ的内禀坐标表达为vK .
• 当d = D, 由式(131)给出的零点恰是截点pk,

k = 1, . . . ,N. 此时无需再有内禀坐标uI .
于是可证明,拓扑张量流式(125)可展开到奇异

子流形上:

jµ1···µD−d (x) =
1
√

g

N∑
k=1

Wkδ
d(x − zk)

Dµ1···µD−d
(
ϕ

x

)
Dzero

(D−d)

(
ϕ

x

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
zk

,

(133)

其中,

Dzero
(D−d)

(
ϕ

x

)
= ϵa1···ad∂D−d+1ϕ

a1 · · · ∂Dϕ
ad . (134)

而拓扑荷

Wk = βkηk, k不求和. (135)

这里βk和ηk分别是Hopf指标和高斯映射的Brouwer
映射度.
为理解式(133)的意义,让我们考虑简单些的情

形, d = D − 1,也即拓扑矢量流 jµ. 此时底流形坐标
是 x1, . . . , xd, xd+1. 为方便起见,令x0 ≡ xd+1,并重新
安排坐标排序为 x0, x1, . . . , xd. 注意到式(128)中共
有零点方程d个,故自由参数1个,解式(130)成为

xµ = zµk (u), µ = 0, 1, . . . , d; k = 1, . . . ,N;

u为内禀参数.
特别地,如果u = x0,则有

xµ = zµk (x0), µ = 0, 1, . . . , d; k = 1, . . . ,N, (136)

当中第µ = 0分量是x0 = x0.
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于是式(133)定义的拓扑流 jµ就成为

jµ(x) =
1
√

g

N∑
k=1

βkηkδ
d
[
x − zk(x0)

] Dµ
(
ϕ

x

)
D0

(
ϕ

x

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
zk

, (137)

其中,

D0
(
ϕ

x

)
= ϵa1···ad∂1ϕ

a1 · · · ∂dϕ
ad =

∂(ϕa1 , · · · , ϕad )
∂(x1, · · · , xd)

.

(138)

利用解线性方程组的Cramer法则思想,可以证明

dxµ

dx0

∣∣∣∣∣
zk(x0)
=

Dµ (ϕ/x)
D0 (ϕ/x)

∣∣∣∣∣
zk(x0)

. (139)

那么,定义速度

Vµ
k (x) =

dzµk
dx0 =

dxµ

dx0

∣∣∣∣∣
zk(x0)

, (140)

式(137)就成为

jµ =
1
√

g

N∑
k=1

βkηkδ
[
x − zk(x0)

]
Vµ

k . (141)

特别地,当中的第0分量 j0,由前文式(137)定义,可计
算为

j0 =

N∑
k=1

ρk,

其中

ρk =
1
√

g
βkηkδ

[
x − zk(x0)

]
. (142)

于是式(141)和(142)就给出了拓扑流 jµ的简洁
形式:

jµ =
N∑

k=1

ρkVµ
k . (143)

式(143)有清晰的物理意义.比如,如果x0对应时间坐

标t,而(x1, . . . , xd)为空间坐标,则式(136)恰描述世界
线, 也即N个经典点粒子在(d + 1)-维时空中的运动
轨迹. Vµ

k和ρk分别是第k 粒子的速度场和拓扑荷密
度.式(143)的形式与经典电动力学和流体力学中的
流密度形式完全相同.
另外一个直接结果是,对 jµ的0分量ρk积分定义

总拓扑荷:

Q =
N∑

k=1

∫
Ω

ρk
√

gdd x =
N∑

k=1

βkηk =

N∑
k=1

Wk = W. (144)

数学上, Q等同于包裹∂Ω的总的广义环绕数(Gen-
eralized Winding Number).

4 二维拓扑绝缘体

4.1 引言

4.1.1 简史: 从量子霍尔效应(QHE)到量子自旋霍
尔效应(QSHE)

寻找新的物质态/相是物理学研究中的重要问

题. 能带论(费米液体理论)和朗道对称性自发破缺
理论是多体系统现象学的两个主题,物质相变的原
因认为是粒子内部和热运动相互作用的结果.系统
自发从高对称状态变为低对称性状态,其中物理量
的变化由序参数描述. 例如磁化率描述了当温度降
低到临界温度时顺磁体向铁磁体的转化. 基于周期
晶格布洛赫定理的固体能带结构厘清了金属、绝缘

体以及半导体的区别,在于导带和禁带之间的能隙
大小.
能带论和Landau-Ginzburg理论可以很好地描

述很多物质; 但直到1980年Klitzing等人 [24]发现量

子霍尔系统,人们才意识到描述相变时仅有对称性
破缺理论是不够的. 整数和分数量子霍尔效应为凝
聚态物理打开了一扇新窗口: 为研究一大类量子现
象需要引入拓扑序,后者是由拓扑而不是对称性所
描述的一种新物质相 [25].
经典霍尔效应是指: 1879年Hall [26]观察到, 在

外部电场和磁场作用下带电粒子在固体中做平面

运动会产生一个所谓的霍尔电压.整数量子霍尔效
应(IQHE)是基于对霍尔效应的量子力学描述: 对强
磁场下半导体异质结中的二维电子气体,它计算出
在ν ∈ Z处霍尔电导会出现量子平台ν e2

h . 这类新材料
有一个特点,其内部是绝缘的,而表面或边缘呈金属
性. 该金属行为不受杂质或相互作用的影响, 且受
到电子能带结构固有对称性的保护. 经典与量子霍
尔效应关系如图 2所示.
对整数量子霍尔效应, Thouless等人 [27]作出了

理论解释,得到计算霍尔电导σxy的TKNN公式:
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B =0

Anomalous Hall effect

B = 0, M = 0

1880

Spin Hall effect

B=0, M=0

2004−2006

Hall effect

1879

Quantum Hall effect

σH = n
e2

h

1980/1982

Quantum anomalous
Hall effect

confirmed 2013

Quantum spin

Hall effect

σS=
e
4π

2007

σH =
e2

h

图图图 2 (网络版彩图)从普通霍尔效应到量子霍尔效应,再到(二维拓扑绝缘体的)自旋霍尔效应. B是磁感应强度, M是铁磁体的
磁化率. σH是霍尔电导, σS 是自旋霍尔电导

Figure 2 (Color online) Evolution from the ordinary Hall effect to the quantum Hall effect, and to quantum spin Hall effect or two-dimensional
topological insulator. Here, B stands for a magnetic field, and M stands for magnetization in a ferromagnet. σH is the Hall conductance, and σS the spin
Hall conductance.

σxy = i~
∑

Eα<EF<Eβ

∫
T2

d2k
(2π)2

⟨uαk |Jy|uβk⟩⟨u
β
k|Jx|uαk⟩ − ⟨uαk |Jx|uβk⟩⟨u

β
k|Jy|uαk⟩

(Eβ(k) − Eα(k))2

=
ie2

~

∑
α

∫
T2

d2k
(2π)2

[
⟨∂ky u

α
k |∂kx u

α
k⟩ − ⟨∂kx u

α
k |∂ky u

α
k⟩

]
= − e2

2π~

∑
α

Wα =
e2

h
c1.

上式指出, 如果以e2/~为单位, σxy正比于第一

陈数c1(即前文式(77)给出的拓扑不变量). 陈数对应
于电子波函数的Berry phase在布里渊区的缠绕数,
其整数取值与材料的能带结构具体细节无关.同理,
一个闭合平面线圈环绕一个点的次数是与环路形状

无关的整数. 1988年, Haldane [28]提出IQHE可以在
周期性磁通的无自旋费米晶格系统中实现. 尽管总
磁通为零,但电子在局部磁通驱动下可形成导电的
边缘通道.

近十几年来由于Kane等人 [29, 30]、Qi等人 [31–33]

的贡献,上述IQHE的拓扑场论进一步过渡到量子自
旋霍尔效应理论(QSHE,图 2),并发展成为拓扑绝缘
体理论. 其中Kane等人 [29, 30]建立了拓扑能带理论,
而Qi等人 [31–33]则建立了形式不同但实质等价的拓

扑场论.近几年来拓扑绝缘体理论更由薛其坤研究
小组 [34]在实验上得到了验证.

4.1.2 能带理论

2005年Kane和Mele [29]将Haldane模型推广到自

旋− 1
2 的电子晶格模型. Haldane模型的周期性磁通

由电子在原子中的强自旋轨道耦合的相对论效应所

代替,从而导致QSHE以及Z2不变量. 在最简单模型
中,自旋的垂直分量S z守恒, QSHE退化成由两组互
不耦合、自旋分别向上向下、陈数为±1的量子霍
尔态. 这样就有自旋相反、运动相反的两组边界态,
如图 3所示. 在QSHE中时间反演对称性守恒, 因为
两个边界通道中的电子反向散射出于对称性原因而

被禁止,从而边界态不受杂质或紊乱影响.由量子力
学知,时间反演不变的哈密顿量,其每个单粒子能级
都有与时间反演相对应的态简并,这称为Kramers简
并. 于是QSHE绝缘体的两组边界态在动量k和−k处
构成一组Kramers对. 它们在k = 0, π处有且只有两
组拓扑不等价的连接方式,且因时间反演对称性而
不能相互转变.存在两类边界态这一事实暗含着存
在两种二维时间反演不变绝缘体,这是Z2不变性的

物理起源. 2007年Fu等人 [35, 36]将二维QSHE推广到
三维情况,提出用Z2指标来区别时间反演不变中的

强、弱拓扑绝缘体.对于强拓扑绝缘体,存在穿过系
统费米面的奇数个表面态,如图 4所示.
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QH QSH

Spinful 1D chainSpinless 1D a chain(a) (b)

2=1+1 4=2+2

图图图 3 (网络版彩图) (a)一维无自旋系统同时具有前进和后
退边界态. 这两个基本自由度在量子霍尔效应下是空间分
离的, 如符号“2 = 1 + 1”所示. 上边只包含一个前进的边
界态, 下边只有一个向后的边界态. 此二者很稳定, 会绕过
杂质而不发生散射; (b)一维自旋系统有4个基本通道, 它们
在空间上相互分离: 上边包含一个自旋向上的向前边界态,
和一个自旋向下的向后边界态; 下边亦然. 此分离可用符
号“4 = 2 + 2”表示
Figure 3 (Color online) (a) A spinless 1D system has both a forward-
and backward-moving state. These two basic degrees of freedom are spa-
tially separated with the presence of the quantum Hall effect, as denoted
by the symbol “2 = 1 + 1”. The upper edge contains only one forward-
mover and the lower supports only one backward-mover. The states are
robust and go around an impurity without scattering. (b) A spin 1D sys-
tem has four basic degrees of freedom, which are spatially separated.
The upper edge supports a forward mover with spin-up, and a backward
mover with spin-down and conversely for the lower edge. That spatial
separation is expressed by the symbol “4 = 2 + 2”.

Kane和Fu预言Bi1−xS bx是三维的拓扑绝缘体, 之后
为实验所证实.

4.1.3 拓扑场论

尽管拓扑绝缘体可在无相互作用的电子模型中

实现,拓扑不变性也可以在无相互作用的能带理论
中良好定义,但是对于有相互作用的系统,确定拓扑
绝缘体是否具有良好定义仍然非常重要.为此,拓扑
绝缘体(和其他拓扑状态)的拓扑场论方法成为必需,
用于突显其拓扑性质而非单电子性质和能带结构.
在凝聚态物理中可以采用有效场论的思路: 积分掉
高能自由度、保留低能自由度.对于许多拓扑相,如
此得到的低能有效场论含有拓扑项,从而得到一个
拓扑量子场论.例如,对整数量子霍尔体系可用下面
的Chern-Simons拓扑场论来描述:

EF

(a)

Conduction Band

Valence Band

Γ
a

Γ
bk →

E

↑

(b)

Conduction Band

Valence Band

EF

E

↑

Γ
a

Γ
bk →

图图图 4 (网络版彩图)电子色散关系在Kramers简并点Γa =

0和Γb = π处. (a) 边界态穿过费米面偶数次; (b) 是奇数
次. 奇数个交叉点导致拓扑保护的金属边界状态
Figure 4 (Color online) The dispersion relation of electrons at the
Kramers degenerating points, Γa = 0 and Γb = π. (a) The edge states
cross the Fermi-surface even times; (b) odd times. The odd crossing
points lead to edge metal states protected by topology.

S eff =
C1

4π

∫
d3x ϵµντAµ∂νAτ, (145)

其中第三分量

dx3 ≡ dt.

该理论对自由电子系统和含电子-电子相互作
用的系统都成立,描述低能或长波下的电磁响应.而
对三维拓扑绝缘体, Qi等人 [31]通过Chern-Simons作
用量将二维时间反演破坏的拓扑绝缘体推广到四维

的量子霍尔系统. 其作用量由两部分构成: 第一部
分是Maxwell项:

S 1 =
1

2e2

∫
d4x

(
E2 + B2

)
=

1
4e2

∫
d4x FµνFµν,

(146)

场张量:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ;

第二部分是磁电项(Magneto-Electric Term),

S 2 =
iθ

4π2

∫
d4x E · B = iθ

32π2

∫
d4x ϵµνστFµνFστ.

(147)

S 2是拓扑项.对周期系统,替换θ → θ + 2π不会
影响物理. 时间反演变换需要将θ变成−θ,所以只允
许两个θ取值: 0, π. 因此时间反演不变的拓扑绝缘
体被分为两类,符合Z2对称性.
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Bernevig等人 [33, 37]还将二维拓扑绝缘体推广到

四维,相应的作用量推广到高维Chern-Simons场论:

S eff =
C2

4π2

∫
d4xdt ϵµνρστAµ∂νAρ∂σAτ. (148)

利用维度约化(Dimensional Reduction), 从中可得
到三维和二维的时间反演不变的拓扑绝缘体. 同
时预言在三维拓扑绝缘体上存在着拓扑磁电效

应(Topological Magneto-Electric Effect, TME)和像磁
单极效应(Image Magnetic Monopole Effect).

4.2 规范势分解及拓扑流理论的应用: 两个不同类
型第一陈类的起源

以下我们将把前文的规范势分解和拓扑流理论

应用到二维拓扑绝缘体的研究中.
考虑由平移不变的紧束缚模型所描述的二维时

间反演拓扑绝缘体,即不通过朗道能级实现量子霍
尔效应的Haldane模型 [31, 38]:

H =
∑

m,n;α,β

ψα∗m hαβmnψ
β
n, α, β = 1, 2, (149)

其中, hαβmn是单粒子哈密顿量, ψmα是布洛赫波

函数. 两带模型(Two-Band Model)中哈密顿量具
有S U (2)对称性,在动量空间可表为

H =
∑
k;α,β

ψα∗k hαβk ψ
β
k =

∑
k

Ψ
†
khkΨk. (150)

这里Ψk是外尔旋量(Weyl Spinor; 或泡利旋量, Pauli
Spinor),

Ψk =

 ψ1
k

ψ2
k

 =
 ϕ1

k + iϕ2
k

ϕ3
k + iϕ4

k

 , (151)

其中,

ψ1
k, ψ

2
k ∈ C; ϕ1

k, · · · , ϕ4
k ∈ R.

ψαk 及其共轭亦可记为ψ
α
k = |α, k⟩和ψα∗k = ⟨α,k|. hk

是布里渊区波矢量k的2×2厄米矩阵,可以用Clifford
代数基矢量{1, σa} , a = 1, 2, 3,展开为

hk = hk,01 + hk · σ = hk,01 +
3∑

a=1

hk,aσ
a, (152)

其中, 1是2 × 2单位矩阵, σa是泡利矩阵. hk =(
hk,1, hk,2, hk,3

)
表示hk的空间部分. 将h0写为h0 (k) ≡

ϵ (k), 能谱为E±,k = ϵk ± ∥hk∥, 其中∥hk∥ =
√∑

a h2
k,a.

下面为简便起见,在不引起混淆的情况下将省略下
标k.
本问题中的布里渊区是圆环面T 2,其拓扑结构

是T 2 = S 1 × S 1. 引入单位矢量 ĥa =
ha
∥h∥ ,它将给出映

射关系

ĥa : T 2 → S 2, (153)

如图 5所示.
由哈密顿量式(150)有欧拉-拉格朗日方程:

hΨ = EΨ, (154)

布洛赫波函数Ψ是方程的解, 它在底流形T 2上有一

个分布.为了探究Ψ分布所产生的拓扑缺陷,引入一
个S U (2)协变导数:

Dind
i Ψ = ∂iΨ + gAind

i Ψ = 0, (155)

其中, ∂i =
∂
∂ki , i = x, y,而g是物理耦合常数. 为简便

起见令g = 1. 如前文规范势理论综述所指出, Dind
i 是

平行场条件式(155)所诱导的协变导数, Aind
i 是相应

的诱导S U (2)规范势. Aind
i 可在su (2)李代数基上展

开为Aind
i =

1
2i A

ind
ia σ

a. 另外,从Aind
i 我们可以定义一个

诱导的S U (2)规范场张量:

F ind
i j = ∂iAind

j − ∂ jAind
i +

[
Aind

i , Aind
j

]
, (156)

其中, F ind
i j 是Clifford矢量,

F ind
i j =

1
2i

F ind
i j,aσ

a =
σc

2i

(
∂iAind

jc − ∂ jAind
ic + ϵabcAind

ia Aind
jb

)
,

(157)

其中S U(2)生成元所满足的李代数对易关系
为

[
σi

2i ,
σ j

2i

]
= ϵi jk

σk

2i . 后文中为简便起见, 略去上
标“ind”.
为了在这一非阿贝尔的S U (2)规范场中构造阿

贝尔的Maxwell电磁场,我们采用’t Hooft(磁)单极子
模型:

fi j = Fi j · ĥ − ĥ ·
(
Diĥ × D jĥ

)
, (158)
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ℎ        

=
2 2

^
(   )

→ →

图图图 5 (网络版彩图)从k-空间到ĥ-空间的映射: T 2 → S 2, 其
中T 2 = S 1 × S 1. 这是由kx和ky坐标在布里渊区的周期性决定

的

Figure 5 (Color online) A map from the k-space to the ĥ-space: T 2 →
S 2, where T 2 = S 1 × S 1. It is determined by the periodicity of the kx–ky

coordinates in the Brillouin zone.

其中 fi j是U (1)电磁场张量, 可理解为S U (2)规范
场的子场. 矢量Fi j理解在某一组基上展开,
Fi j,1e1 + Fi j,2e2 + Fi j,3e3; 后文的Ai也有同样的展

开. 内积Fi j · ĥ = Fi j,aĥa是S U (2)场张量Fi j在单位矢

量ĥ(即h的空间部分)上的投影.另外ĥ ·
(
Diĥ × D jĥ

)
=

1
3!ϵabcĥaDiĥbD jĥc是一个附加的几何项. 协变导
数Diĥa定义为

Diĥ ≡ ∂iĥ + [Ai, ĥ] = ∂iĥ + Ai × ĥ. (159)

这里注意: 由于Ai是前文已经诱导出的规范势, 这
里不能再重复要求Diĥ ≡ 0.

鉴于ĥa, Fi j,a和Diĥa的协变性, Maxwell场张
量 fi j也是S U (2)协变的. 将式(159)代入式(158):

fι j =
(
∂ia j − ∂ jai

)
− ĥ ·

(
∂iĥ × ∂ jĥ

)
, (160)

其中电磁规范场ai来自S U (2)规范势Aia在选定方

向ĥa上的投影,

ai = Ai · ĥ = Aiaĥa. (161)

第二项是额外的拓扑项, 其几何本质是三维S U (2)
群空间中单位球面上的立体角:

ĥ ·
(
∂iĥ × ∂ jĥ

)
= ϵabcĥa∂iĥb∂ jĥc. (162)

式(160)是后续研究的出发点,式右两项将分别
贡献两种不同类型的第一陈类 [31],并导致二维和三
维拓扑缺陷.

4.3 不同维数的拓扑缺陷

4.3.1 Berry联络及诱导的二维涡旋

利用平行场条件式(155)及其共轭, D†iΨ
† =

∂iΨ
† − 1

2iΨ
†Aiaσ

a = 0, 可得到用布洛赫波函数表
示的Aia的内部结构

Aia =
i
Ψ†Ψ

(
∂iΨ

†σaΨ − Ψ†σa∂iΨ
)
, (163)

其中用到Clifford代数定义式σaσb +σbσa = 2δabI(参
前文式(62)). 此分解表达式满足S U (2)规范变换S之
下的兼容条件A′i = S †AiS + S †∂iS ,其中Ai =

1
2i Aiaσ

a.
另一方面,单位矢量ĥ可在Clifford基矢量上展开. 不
失一般性,以E+为例, (ϵ + h · σ)Ψ = (ϵ + ∥h∥)Ψ,从而(
ĥ · σ

)
Ψ = Ψ, (164)

其中ĥa =
Ψ†σaΨ
Ψ†Ψ

≡ ⟨σa⟩是σa的真空期望值.这样,诱
导电磁势ai成为

ai = Ai · ĥ = Aiaĥa =
i
Ψ†Ψ

(
∂iΨ

†Ψ − Ψ†∂iΨ
)
. (165)

采取归一化Ψ̂ = Ψ
∥Ψ∥ ,有ai = 2iΨ̂†∂iΨ̂,这就导出了动

量空间的Berry联络aik = −i
∑
α

⟨
αk

∣∣∣ ∂
∂ki

∣∣∣αk
⟩
(忽略其

系数). 这样,源于ai的式(160)右第一项可表示为

fBi j = ∂ia j − ∂ jai, (166)

其中“B”指代“Berry”.

由拓扑不变量第一陈类的构造规则式(77),
由 fBi j直接得到第一陈类

C1B =
1

2π
fBi jdki ∧ dk j = fB, (167)

其积分就直接给出一个整数赋值的拓扑数,即第一
陈数:

c1B =

∫
BZ

C1B =

∫
BZ

fB ∈ Z. (168)

需要指出,作为一个积分形式式(168)只提供底流形
上的整体拓扑信息,并不能提供拓扑缺陷在微观层
面的微分表达式. 下面我们就将详细研究拓扑缺陷
的微分结构.

100003-17



朱温文等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2018年 第 48卷 第 10期

作为U (1)规范势, ai满足U (1)旋转对称性,这对
外尔旋量的两个分量提出了限制.因此,不失一般性
可取

Ψ =

 ψ0
 =

 ϕ1 + iϕ2

0

 , (169)

这样ai除了物理常数外具有普通流体力学速度场的

形式:

ai =
1

2iψ∗ψ
(ψ∗∂iψ − ∂iψ

∗ψ) . (170)

引入一个单位矢量nA =
ϕA

∥ϕ∥ , A = 1, 2, U (1)势ai就化

为

ai = ϵABnA∂inB. (171)

而U (1)场张量则成为

fBi j = 2ϵAB∂inA∂ jnB. (172)

根据拓扑流理论,利用 ∂
∂ki
=

∂ϕA

∂ki

∂
∂ϕA ,以及ϕ-空间

的格林函数关系:

∂A∂Aln ∥ϕ∥ = 2πδ2(ϕ), (173)

其中∂A =
∂
∂ϕA .

则可证明

ϵAB∂i
ϕA

∥ϕ∥∂ j
ϕB

∥ϕ∥ = 2πϵi jδ
2(ϕ)D

(
ϕ

k

)
, (174)

其中D( ϕk ) = 1
2ϵ

i jϵAB∂iϕ
A∂ jϕ

B是Jacobian行列式. 这里
注意,本文用小写拉丁字母表示底流形(也即布里渊
区)坐标,而用大写拉丁字母表示ϕ-空间即群空间坐
标.对全反对称张量ϵ,我们对上标和下标不加区别.
这样 fBi j 即获得一个δ-函数形式的表达式

fBi j = 4πϵi jδ
2(ϕ)D

(
ϕ

k

)
. (175)

如前文拓扑流理论综述部分指出, 式(175)有重要
结论:

δ2 (ϕ) =

0, 当且仅当 ϕ , 0,

∞, 当且仅当 ϕ = 0.
(176)

故可通过ϕ零点确定 fBi j的非零解. 隐函数定理表明,
在正规条件D

(
ϕ

k

)
, 0之下, ϕ的零点方程

ϕA
(
k1, k2

)
= 0, A = 1, 2. (177)

有一族N个孤立解,表为

k1 = k1
j , k2 = k2

j , j = 1, 2, . . . ,NB, (178)

代表二维布里渊区的NB个孤立点缺陷. 进一步地,
如前文拓扑流理论综述指出, δ-函数可展开到这些
缺陷上去

fBi j =

NB∑
j=1

β jη jδ
2
(
x − x j

)
. (179)

这里正数β j是ϕ-映射的Hopf指标, 其拓扑意义是
当跑动坐标点x覆盖零点x j的领域一次, 跑动矢
量场ϕa将覆盖群空间的相应区域β j次. η j是ϕ-映射
的Brouwer度,定义为

η j = Sign
[
D

(
ϕ

x

)]
x j

= ±1. (180)

于是,将 fBi j代入式(168)积分,就得到第一陈数:

c1B =

∫
1

2π
fBi jdxi ∧ dx j =

NB∑
j=1

β jη j. (181)

这是本文得到的第一种类型的第一陈数.

4.3.2 三维当中的单极拓扑结构

式(160)右边第二项是拓扑项. 它可以被写
成U (1)规范场张量的形式, 记为 fMi j(“M”指代单极
子),

fMi j = ĥ ·
(
∂iĥ × ∂ jĥ

)
= ∂iW j − ∂ jWi. (182)

Wi是吴-杨势 [39],可用e1, e2实现为

Wi = e1 · ∂ie2, |e1| = |e2| = 1, (183)

其中e1和e2是S U (2)群空间S 2中从ĥ定义而来的单
位矢量.

(
e1, e2, ĥ

)
满足两两正交, 形成一个正交标

架. 这样 fMi j就给出另一个不同的第一陈类:

C1M = fM =
1

2π

(
∂iW j − ∂ jWi

)
dki ∧ dk j, (184)

100003-18



朱温文等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2018年 第 48卷 第 10期

其积分形式给出本文的第二种第一陈数:

c1M =

∫
S 2

C1M =

∫
BZ

ĥ∗ (dW)

=

∫
BZ

1
2π

(
∂iW j − ∂ jWi

)
dki ∧ dk j ∈ Z, (185)

其中ĥ∗是一个拖回映射(Pull-Back).

5 结论

本文第2和3节首先简要总结回顾了段一士教
授等提出的规范势分解理论和拓扑流理论. 第2节
重点放在规范势分解思想的源起(即广义相对论
中的Christoffel联络), 拓扑信息如何逐步输入示性
类, 以及较全面地罗列了一些典型的规范势分解
结果.

第3节首先用几个示例解说了拓扑流理论的梗
概和特点,然后给出拓扑流的一般严格理论.重点在
于阐明通常的拓扑示性类理论只能给出积分形式的

整数结果,而拓扑流的优点在于能够从微观层面给
出缺陷的微分结构. 因此该理论在各种物理系统中
拓扑缺陷激发的分析方面具有广泛的适用性和实用

价值.
第4节是前述理论的一个具体应用. 二维拓扑

绝缘体是近年来国际上凝聚态物理的一个研究热

点, 其拓扑效应来源于其中不同类型的非平庸拓
扑数, 比如陈数. 本文将各种类型纳入一个统一的
框架—’t Hooft单极子规范理论,即非Abel规范场中
的U (1)子场理论.分析得到两种不同类型的第一陈
数,以及相应拓扑缺陷的微分描述.
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