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摘要 围绕作者专注的研究领域, 本文介绍仿射超曲面理论近年来的一些重要研究进展. 主要内容包

括等仿射微分几何中的仿射极大超曲面研究、仿射 Gauss-Kronecker 曲率为常值的仿射超曲面的研

究、具有平行 Fubini-Pick 形式仿射超曲面的研究以及中心仿射微分几何中的一些相应结果. 最后, 简

要介绍与仿射极大曲面方程相关的一些 4 阶偏微分方程的 Bernstein 性质, 以及关于环簇流形上极值

Kähler 度量存在性的 Yau-Tian-Donaldson 猜想的研究进展.
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1 引言

1872 年, Klein (1849–1925) 提出了著名的 Erlangen 纲领: 几何学是研究一个给定变换群下的不

变量的理论. 仿射微分几何是微分几何的一个领域, 其中微分不变量在仿射变换群或其特殊子群下是

不变的. 因此,仿射微分几何这个名字来源于 Klein的 Erlangen纲领,其发展历史久远,其中最重要的

研究分支包括对应于幺模仿射变换群的等仿射超曲面理论和对应于中心仿射变换群的中心仿射超曲

面理论. 人们通常最感兴趣的是局部严格凸的仿射超曲面的研究.

设 Rn+1 是通常的 n+1维实仿射空间, 它具有平坦的无挠仿射联络 D 和关于该联络平行的体积

形式 Det (即行列式). 保体积的仿射变换 σ : Rn+1 → Rn+1 称为等仿射变换,也称为幺模仿射变换.保

持原点的仿射变换 σ : Rn+1 → Rn+1 称为中心仿射变换. 下面回顾与其有关的基本概念.
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1.1 仿射超曲面的等仿射微分几何

设 x : Mn → Rn+1 是一个非退化的仿射超曲面浸入. 根据 Blaschke 理论可知, 沿 Mn 存在一个

在 Rn+1 的幺模仿射变换下不变的典型横截向量场 ξ :Mn → Rn+1. 通常称 ξ 为仿射法矢. 于是,对于

任意 X,Y ∈ Γ(TM), DXY 具有如下切部和横截部分的分解:

DXY = ∇XY + h(X,Y )ξ, DXξ = −S(X), (1.1)

其中∇和 h分别称为Mn上的诱导仿射联络和仿射度量 (也称为 Blaschke-Berwald度量). 称 S为仿射

型算子. 记 h的 Levi-Civita联络为 ∇̂,则称KXY := K(X,Y ) := ∇−∇̂为差张量 (the difference tensor).

称 C := ∇h 为 Fubini-Pick 形式, 也通称为三次 (cubic) 形式. 可以证明: C(X,Y, Z) = −2h(KXY, Z)

且其具有全对称性.

令 R̂(X,Y )Z = ∇̂X∇̂Y Z − ∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂[X,Y ]Z 表示仿射度量 h 的 Riemann 曲率张量, 则有如下

可积性条件成立:

R̂(X,Y )Z =
1

2
[h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY + h(SY,Z)X − h(SX,Z)Y ]− [KX ,KY ]Z, (1.2)

(∇̂XK)(Y,Z)− (∇̂YK)(X,Z) =
1

2
[h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY − h(SY,Z)X + h(SX,Z)Y ], (1.3)

(∇̂XS)Y − (∇̂Y S)X = KSXY −KSYX, (1.4)

极化条件 : Tr (KX) = 0, ∀X ∈ Γ(TM). (1.5)

根据仿射超曲面的基本定理可知, 在相差 Rn+1 的一个幺模仿射变换下, 仿射超曲面完全由仿射

度量 h 和 Fubini-Pick 形式 C 决定. 若无特殊说明, 本文仅讨论局部严格凸的仿射超曲面. 于是, 不失

一般性, 假定 h 是正定的 Riemann 度量.

给定仿射超曲面 x : Mn → Rn+1, 其仿射型算子的特征值 {λi}ni=1 称为仿射主曲率. 仿射主曲率

的第 r 个初等对称函数 Lr 由
(
n
r

)
Lr =

∑
16i1<···<ir6n λi1 · · ·λir 定义, 其中 L1 = 1

n

∑n
i=1 λi 称为仿射

平均曲率, Ln = λ1 · · ·λn 称为仿射 Gauss-Kronecker 曲率.

特别地, 如果 λ1 = · · · = λn = L1, 即 S = L1id, 则称 Mn 为仿射超球面. 这时 L1 一定是常值函

数, 且当常数 L1 > 0 (或 L1 < 0, 或 L1 = 0) 时, 称仿射超球面是椭圆型的 (或双曲型的, 或抛物型的).

满足 L1 = 0 的仿射超曲面是仿射度量体积泛函的临界点, 称为仿射极大 (超) 曲面.

所有二次超曲面都是仿射超球面. 其中椭圆抛物面 xn+1 = 1
2

∑n
i=1 x

2
i 是仿射极大超曲面. 另外两

个局部严格凸的二次超曲面是椭球面
∑n+1
i=1 x

2
i = r2 (r > 0) 和双曲面 −x21 +

∑n+1
i=2 x

2
i = −c2 (c > 0).

仿射超曲面理论的一个经典结果是 Maschke-Pick-Berwald 关于二次超曲面的如下刻画:

定理 1.1 (参见文献 [55,定理 2.13]) Rn+1 中局部严格凸仿射超曲面满足 K = 0 (或等价地满足

C = 0) 当且仅当它是局部严格凸的二次超曲面.

Rn+1 中紧致的局部严格凸超曲面通常称为卵形面. 关于卵形面的一个著名结果是如下定理:

定理 1.2 (参见文献 [38] 或 [55, 定理 4.5]) Rn+1 中卵形面为椭球面当且仅当存在某个 r (1 6 r

6 n), 使得 Lr 为常数.

注 1.1 定理 1.2 的证明可追溯的历史很早, 但其早期的证明都是在假设 Ln > 0 条件下给出的.

文献 [38] 最终证明该条件并不需要.

对于紧致的仿射超球面, 有如下著名的 Blaschke-Deicke 定理:

定理 1.3 (参见文献 [55, 定理 3.35]) Rn+1 中局部严格凸的紧致仿射超球面是椭球面.
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正如国际数学大师陈省身先生 1988 年 9 月在为《仿射微分几何》[60] 写的序言中所描述的: “仿

射球的研究是微分几何美妙的一章”. 20 世纪 90 年代之前, 经过许多数学家的努力, 人们完成了对完

备的仿射超球面的分类, 具体可参见文献 [5, 12, 27, 37, 39, 65, 66]、[53, 第二章]、[55, 第三章] 或关于仿

射超球面研究的综述文献 [63]. 此外, 对于仿射度量为常截面曲率的仿射超球面的局部分类研究及其

最新的进展可参见文献 [1, 16,71,72].

1.2 仿射超曲面的中心仿射微分几何

设 x :Mn → Rn+1 是一个局部严格凸的中心仿射超曲面, 其位置向量场始终与 x(Mn) 是横截的.

于是, 对于任意 X,Y ∈ Γ(TM), DXY 具有如下切部和横截部分的分解:

DXY = ∇XY + h(X,Y )(−εx), ε = ±1, (1.6)

其中选取 ε = 1 或 ε = −1 使 h 是正定的. 称 ∇ 和 h 分别为 Mn 上的诱导仿射联络和中心仿射度

量. 记 ∇̂ 为 h 的 Levi-Civita 联络, 则称 KXY := K(X,Y ) := ∇ − ∇̂ 为差张量. 称 C := ∇h 为三
次形式. 同样地, 有全对称关系 C(X,Y, Z) = −2h(KXY,Z). 称 T = 1

nTr(K) 为 Tchebychev 向量场,

T# := h(T, ·) 为 Tchebychev 形式, T := ∇̂T 为 x : Mn → Rn+1 的中心仿射型算子. 记 K̃ 和 C̃ 分别

为 K 和 C 对应的迹零 (trace-free) 形式, 即 C̃(X,Y, Z) = −2h(K̃(X,Y ), Z) 且

h(K̃(X,Y ), Z) = h(K(X,Y ), Z)− 1

n+ 2
[T ♯(X)h(Y, Z) + T ♯(Y )h(X,Z) + T ♯(Z)h(X,Y )]. (1.7)

类似于等仿射超曲面中仿射超球面, 满足 T = λid 的中心仿射超曲面称为中心仿射 Tchebychev 超

曲面.

对于中心仿射超曲面, 如下的可积性条件成立:

R̂(X,Y )Z = ε(h(Y,Z)X − h(X,Z)Y )− [KX ,KY ]Z, (1.8)

(∇̂ZK)(X,Y ) = (∇̂XK)(Z, Y ). (1.9)

关于中心仿射超曲面理论, Wang [75] 作出了重要贡献, 特别是引入了中心仿射型算子的概念, 并与合

作者开创了关于中心仿射 Tchebychev 超曲面的研究 (参见文献 [48, 61]).

类似于定理 1.1 和 1.3, 对于中心仿射超曲面, 有下述基本结果:

定理 1.4 (参见文献 [67, 第 7.1 小节] 和 [48, 引理 2.1]) 中心仿射超曲面 x : Mn → Rn+1 是二

次超曲面当且仅当它满足 K̃ = 0.

定理 1.5 (参见文献 [56, 定理 4.3]、[17, 定理 1.2] 和 [18, 定理 1.7]) 设 x :M → Rn+1 是局部严

格凸紧致的中心仿射 Tchebychev 超曲面, 则 x(M) 是包含原点在内部的椭球面.

注 1.2 2000 年, Binder 和 Simon [3] 提供了关于仿射微分几何研究进展的一个综述, 其内容侧

重于未解决问题集及其研究概述, 并收录了截至当年的最新文献.

2 仿射极大超曲面的研究

与 Euclid空间中极小子流形研究具有极其重要性一样,仿射极大超曲面的研究在仿射微分几何中

同样如此, 特别是仿射 Bernstein 问题的研究获得了极大的关注. 这里 “仿射极大” 名称源于 Calabi [6]

关于仿射体积二阶变分的计算结果 (参见文献 [55, 定理 5.5]). 关于仿射极大超曲面有大量的研究, 相

关内容可参见文献 [44, 58].
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2.1 仿射极大超曲面的方程

局部严格凸的仿射超曲面在局部上可以表示为一个函数的图像

M := {x = (x1, . . . , xn+1) | xn+1 = f(x), x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω},

其中 f 是定义在区域 Ω ⊂ Rn 上的光滑凸函数. M 的仿射度量 h 可表示为

h =
∑

hij dx
i dxj , hij =

[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]−1/(n+2)

· ∂2f

∂xi∂xj
. (2.1)

令 ∆ 表示仿射度量 h 的 Laplace 算子, 即

∆ :=
1√

det(hkl)

∑ ∂

∂xi

(√
det(hkl)h

ij ∂

∂xj

)
, (hij) = (hij)

−1,

则仿射法矢 ξ = 1
n∆x. 记

ρ :=

[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]−1/(n+2)

. (2.2)

则有
√
det(hkl) =

1
ρ , 且 ∆ 可以写作

∆ =
∑

hij
∂2

∂xi∂xj
− 2

ρ2

∑
f ij

∂ρ

∂xi
∂

∂xj
+

1

ρ

∑ ∂f ij

∂xi
∂

∂xj
, (2.3)

其中, (f ij) 表示 (fij) 的逆矩阵, fij :=
∂2f

∂xi∂xj . 对
∑
f ikfkj = δij 求导, 得到

∑
i,k

∂f ik

∂xi
fkj = −

∑
i,k

f ik
∂fkj
∂xi

=
n+ 2

ρ

∂ρ

∂xj
.

从而有 ∑
i

∂f ik

∂xi
=
n+ 2

ρ

∑
j

f jk
∂ρ

∂xj
. (2.4)

将 (2.4) 代入 (2.3), 则可进一步将仿射度量的 Laplace 算子写为

∆ =
1

ρ

∑
f ij

∂2

∂xi∂xj
+

n

ρ2

∑
f ij

∂ρ

∂xj
∂

∂xi
. (2.5)

在仿射超曲面理论中, 仿射余法矢是一个重要的概念. 对于上述仿射超曲面 M , 其仿射余法矢 U 可表

示为

U =

[
det

(
∂2f

∂xj∂xi

)]− 1
n+2

(
− ∂f

∂x1
, . . . ,− ∂f

∂xn
, 1

)
. (2.6)

一般地, 具有仿射平均曲率 L1 的局部严格凸仿射超曲面满足方程 (参见文献 [55, 推论 2.11])

∆U = −nL1U. (2.7)
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于是, 得到 f 满足的偏微分方程

∆

{[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]− 1
n+2

}
= −nL1

[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]− 1
n+2

. (2.8)

使用前述记号,方程 (2.8)可简写为 ∆ρ = −nL1ρ. 这实际上给出了函数图像超曲面的仿射平均曲

率 L1 的计算公式. 特别地, M 是仿射极大超曲面当且仅当 f 满足如下的偏微分方程:

∆

{[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]− 1
n+2

}
= 0. (2.9)

令 w = ρn+1, 并记矩阵 (fij) 的代数余子式矩阵为 (U ij), 即 U ij = det(fkl)f
ij , 则根据 (2.5) 有∑

U ijwij =
∑

ρ−(n+2)f ij(n+ 1)

(
ρn

∂2ρ

∂xi∂xj
+ nρn−1 ∂ρ

∂xi
∂ρ

∂xj

)
=
n+ 1

ρ
∆ρ. (2.10)

于是, (2.8) 可改写为
∑
U ijwij = −n(n+ 1)L1. M 是仿射极大超曲面当且仅当 f 满足∑

U ijwij = 0. (2.11)

2.2 仿射极大曲面的 Weierstrass 表示

根据方程 (2.9) 可知, 局部上的仿射极大超曲面是广泛存在的. 特别地, 在 n = 2 的情形, 仿射极

大曲面可以完全由对应的仿射余法矢表出而得到所谓的仿射 Weierstrass 表示 (参见文献 [53, 55,68]).

设 x :M → R3 为仿射极大曲面, U 为其仿射余法矢, (u, v) 为仿射度量 h 的等温参数, 则有

h = Det(Uu, Uv, U)(du2 + dv2). (2.12)

于是, 仿射极大曲面方程 ∆U = 0 表明 U 的分量函数 U1(u, v)、U2(u, v) 和 U3(u, v) 都是 Euclid 平面

R2 上的调和函数.

反之, 若在 R2 中一个单连通域 Ω 上给定 U = (U1(u, v), U2(u, v), U3(u, v)), 且满足

(i) U1、U2 和 U3 是 R2 上 Euclid 度量的调和函数;

(ii) Det(Uu, Uv, U) > 0 在 Ω 上成立,

则 Weierstrass 表示

x =

∫ (u,v)

(u0,v0)

([U,Uv]du− [U,Uu]dv), (u0, v0), (u, v) ∈ Ω (2.13)

定义了 R3 中的一个局部严格凸仿射极大曲面.

根据仿射极大曲面的 Weierstrass 表示, 下面列举几个简单例子.

例 2.1 对于 Ω = R2, 由 U = (1, u, v) 定义的仿射极大曲面为椭圆抛物面

x =

(
1

2
(u2 + v2),−u,−v

)
.

例 2.2 对于 Ω = {(u, v) ∈ R2 | u > 0}, 由 U = (1, u2 − v2, v) 定义的仿射极大曲面为

x =

(
1

3
u3 + uv2,−u,−2uv

)
, u > 0.

例 2.3 对于 Ω = {(u, v) ∈ R2 | v < 0 < u}, 由 U = (u, v, 2uv) 定义的仿射极大曲面为

x =

(
− 2

3
v3,−2

3
u3,

1

2
(u2 + v2)

)
, v < 0 < u.
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2.3 仿射 Bernstein 问题

类似于 Euclid 空间情形, 在仿射空间中也不存在紧致的仿射极大超曲面. 对于非紧致情形, 由于

仿射超曲面上既有仿射度量对应的完备性概念, 又有通过仿射空间 Rn+1 诱导的 Euclid 完备性概念,

故在 n = 2 的曲面情形, 陈省身和 Calabi 关于仿射极大曲面分别提出了如下的仿射 Bernstein 问题:

猜想 2.1 (陈省身猜测 [19, 20]) 设 f : R2 → R 是一个严格凸函数. 若

M = {(x1, x2, f(x1, x2)) | (x1, x2) ∈ R2}

是一个仿射极大曲面, 则 M 一定是椭圆抛物面.

猜想 2.2 (Calabi 猜测 [6, 7]) 设 x : M → R3 是一个局部严格凸的仿射极大曲面. 如果 M 关于

仿射度量是完备的, 则 x(M) 一定是椭圆抛物面.

上述两个猜测目前均被推广到高维的版本, 即

猜想 2.3 (高维的陈省身猜测 [53]) 设 f : Rn → R 是一个严格凸函数. 若

M = {(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)) | (x1, . . . , xn) ∈ Rn}

是一个仿射极大超曲面, 则M是椭圆抛物面.

猜想 2.4 (高维的 Calabi 猜测 [53]) 设 x : M → Rn+1 是一个局部严格凸的仿射极大超曲面. 如

果 M 关于仿射度量是完备的, 则 x(M) 一定是椭圆抛物面.

易见,仿射极大超曲面方程是一个极其复杂的 4阶非线性偏微分方程. 前述的陈省身猜测和 Calabi

猜测断言: 在 Euclid 完备或仿射完备条件下, 该方程只有二次多项式形式的凸函数解.

陈省身猜测已于 2000 年由 Trudinger 和 Wang [69] 证明. Calabi 猜测也于 2001 年由 Li 和 Jia [41]

证明. 他们的结果陈述如下:

定理 2.1 (参见文献 [69, 定理 1.1]) R3 中 Euclid完备的仿射极大局部严格凸 C2 曲面一定是椭

圆抛物面.

定理 2.2 (参见文献 [41,定理 1.2]) 设 x :M → R3 是一个局部严格凸的仿射极大曲面. 如果 M

关于仿射度量是完备的, 则它一定是椭圆抛物面.

上述两个重要定理的证明在文献 [55, 58] 中也都给出了完整的阐述 (参见文献 [59]). 目前, 高维

(n > 3) 的陈省身猜测和 Calabi 猜测仍然是未解决问题.

注 2.1 关于仿射 Bernstein 问题, Li 等 [46] 研究了中心仿射极值超曲面. 在局部严格凸的中心

仿射超曲面中, 对应于等仿射超曲面理论中椭圆抛物面的是 xα1
1 xα2

2 · · ·xαn+1

n+1 = 1, 其中 α1 > 0, . . . ,

αn+1 > 0. 关于这类中心仿射极值超曲面, 文献 [46] 基于一系列的研究结论, 提出了对应的中心仿射

Bernstein 问题.

3 仿射 Gauss-Kronecker 曲率为常值的仿射超曲面的研究

将局部严格凸仿射超球面的研究转化为凸函数的偏微分方程问题, 最早由 Blaschke 和 Calabi 提

出. 具体而言, 若凸函数 xn+1 = f(x1, . . . , xn) 的图像 M 是一个常平均曲率为 L1 的仿射超球面, 则在

相差一个仿射变换下有

(1) L1 = 0 当且仅当 det( ∂2f
∂xi∂xj ) = 1;
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(2) L1 ̸= 0 当且仅当 det( ∂2u
∂ξi∂ξj

) = (L1u)
−n−2, 其中, u(ξ1, . . . , ξn) :=

∑n
i=1 x

i ∂f
∂xi − f(x1, . . . , xn),

ξi =
∂f
∂xi 为 f(x1, . . . , xn) 的 Legendre 变换函数, 而 (x1, . . . , xn) 7→ (ξ1, . . . , ξn) 为函数 f 的梯度映射.

在仿射超曲面理论中, 另一个具有重要意义的转化是由 Li 等 [52] 给出的: 借助对仿射余法矢几何

意义的观察, 仿射 Gauss-Kronecker 曲率为常值的双曲型仿射超曲面的研究, 在一定条件下等价于研

究两个关联的二阶 Monge-Ampère 方程问题.

首先, 人们通常将仿射主曲率都是大于 0 的仿射超曲面称为椭圆型的, 而将仿射主曲率都小于 0

的仿射超曲面称为双曲型的. 可以证明, Gauss-Kronecker曲率为常值的仿射完备椭圆型仿射超曲面一

定是紧致的, 因而是椭球面 (参见文献 [55, 第 277 页]).

下面考虑双曲型的 Gauss-Kronecker 曲率为常值的 “完备” 超曲面, 并介绍有关问题的转化过程.

研究表明, 这是比双曲型仿射超球面更为广泛和复杂的一类仿射超曲面.

当 M 是双曲型时, 由仿射超曲面 M 的仿射型算子 S 诱导的 Weingarten 形式 B(X,Y ) =

−h(SX, Y )是对称正定的,称其为M 上的Weingarten度量. 下面假设 Ln为常数,并记 Sn = (−1)nLn.

于是有 Sn > 0, 在相差一个仿射变换下可不妨假设 Sn = 1. 文献 [52] 证明的第一个结果可归纳如下:

定理 3.1 (参见文献 [52, 定理 1] 和 [55, 定理 6.5]) 设 x : M → Rn+1 是一个局部严格凸的双曲

型仿射超曲面. 如果仿射 Gauss-Kronecker 曲率满足 Sn = 1 且 Weingarten 度量是完备的, 则有

(1) 浸入 x :M → Rn+1 可表示为一个凸函数 xn+1 = f(x1, . . . , xn) 的图像超曲面;

(2) 函数 f 的 Legendre 域 Ω := {(ξ1, . . . , ξn) | ξi = ∂f
∂xi , 1 6 i 6 n} 是一个有界凸域;

(3) 函数 f 的 Legendre 变换函数 u 满足方程

det

(
∂2u

∂ξi∂ξj

)
= (−u∗)−n−2, (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ω, (3.1)

其中 u∗ 是下述偏微分方程边值问题的解:
det

(
∂2u∗

∂ξi∂ξj

)
= (−u∗)−n−2, (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ω,

u∗|∂Ω = 0.

(3.2)

反过来, 通过对方程组 (3.1) 和 (3.2) 解的性质研究和分析估计, 文献 [52] 证明了如下结果:

定理 3.2 (参见文献 [52, 定理3] 和 [55, 定理 6.11]) 任给 Rn 中一个具有 C∞ 边界的有界凸域

Ω 和函数 φ ∈ C∞(∂Ω), 可以在 Rn+1 中构造一个具有常值 Gauss-Kronecker 曲率的局部严格凸超曲

面 M , 使得它是一个严格凸函数 f 的图像超曲面, Ω 是 f 的 Legendre 变换域, f 的 Legendre 变换函

数 u 满足 u|∂Ω = φ, 且 M 既是 Euclid 完备的也是 Weingarten 完备的.

文献 [52] 也研究了具有常值 Gauss-Kronecker 曲率且仿射完备的局部严格凸仿射超曲面的构造,

当区域 Ω 为单位球时证明了下述结果:

定理 3.3 (参见文献 [52, 定理 4] 和 [55, 定理 6.21]) 设 B1 表示 Rn 中单位球, φ ∈ C∞(B1), 则

利用边值问题 
det

(
∂2u

∂ξi∂ξj

)
= [1−

∑
(ξi)

2]−
n+2
2 , 在 B1 内,

u|∂B1 = φ

(3.3)

的解 u, 可以构造一个局部严格凸的仿射超曲面, 它满足 Sn = 1, 且它既是 Euclid 完备的也是仿射完

备的.
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关于预定仿射 Gauss-Kronecker 曲率仿射超曲面的研究背景、研究途径以及围绕这类问题的后续

研究进展, 可进一步参见文献 [40, 54,64,73,76].

4 具有平行 Fubini-Pick 形式仿射超曲面的研究

在 Riemann 流形的子流形理论中, 研究第二基本形式平行的子流形及其分类问题是重要的课题,

关于许多特定的外围 Riemann 流形也取得了非常丰富的成果 (部分结果可参见文献 [2]). 在仿射超曲

面理论中, 与之对应的问题就是具有平行 Fubini-Pick 形式 (通常也称为平行三次形式) 仿射超曲面的

分类研究. 需要指出的是, 在仿射超曲面上有两个自然的联络, 一个是由 Rn+1 中的平坦联络通过仿

射法矢在超曲面上确定的 “诱导仿射联络”,另一个则是由超曲面上的仿射度量确定的 “Levi-Civita联

络”. 上述平行性是关于这个 Levi-Civita联络所言的. 具有平行 Fubini-Pick形式的局部严格凸仿射曲

面由 Li和 Penn [49] 分类,而 3维和 4维仿射超曲面的对应分类结果由 Dillen和 Vrancken [21] 及 Dillen

等 [23] 给出. 关于一般维数情形, 对于局部严格凸仿射超曲面, 上述问题已由 Hu 等 [33] 完全解决.

为了阐述有关分类定理, 需首先介绍关于仿射超球面的 Calabi 复合 (也称为 Calabi 积) 概念.

4.1 双曲型仿射超球面的复合

给定两个局部严格凸的双曲型仿射超球面 x′ : M ′ → Rp+1 和 x′′ : M ′′ → Rq+1, 维数分别为 p

和 q, 仿射平均曲率分别为 L′
1 和 L′′

1 , 则对于任意正数 C ′ 和 C ′′, 可构造一个 p+ q + 1 维仿射超曲面

如下:

ψ(t, u, v) =

(
C ′x′(u) exp

{
−t
p+ 1

}
, C ′′x′′(v) exp

{
t

q + 1

})
, (4.1)

其中, u ∈ M ′, v ∈ M ′′, t ∈ R. 可以证明, ψ : M = R ×M ′ ×M ′′ → Rp+q+2 是一个局部严格凸的双曲

型仿射超球面, 其仿射平均曲率 L1 与 L′
1 和 L′′

1 满足如下关系:

(−L1)
p+q+3(p+ q + 2)p+q+2(C ′)2p+2(C ′′)2q+2 = (−L′

1)
p+2(−L′′

1)
q+2(p+ 1)p+1(q + 1)q+1. (4.2)

类似地, 可构造一个 p+ 1 维仿射超曲面如下:

ϕ(t, u) =

(
C ′ exp

{
at√
p+ 1

}
x′(u), C ′′ exp{−

√
p+ 1 at}

)
, u ∈M ′, t ∈ R. (4.3)

可以证明, ϕ :M = R×M ′ → Rp+2是一个局部严格凸的双曲型仿射超球面,其仿射平均曲率L1与L′
1满

足如下关系:

(−L1)
p+3(p+ 2)p+2(C ′)2(p+1)(C ′′)2 = (−L′

1)
p+2(p+ 1)p+1. (4.4)

上述 ψ : R ×M ′ ×M ′′ → Rp+q+2 称为双曲型仿射超球面 x′ : M ′ → Rp+1 和双曲型仿射超球面

x′′ : M ′′ → Rq+1 的 Calabi 复合, 而称 ϕ : R×M ′ → Rp+2 为双曲型仿射超球面 x′ : M ′ → Rp+1 和一

个点的复合.

双曲型仿射超球面的 Calabi 复合概念最早由 Calabi [5] 提出, Dillen 和 Vrancken [22] 将其拓广为

任意仿射超球面的复合并进行了系统性深入研究. Hu 等 [32] 则对其进行了定性刻画并证明了下述重

要定理. 关于 Calabi 复合的有关计算, 可参见文献 [32] 和 [55, 第 3.1.3 小节].
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定理 4.1 (参见文献 [32, 定理 1]) 设 ϕ :M → Rn+1 是一个局部严格凸的双曲型仿射超球面, 仿

射平均曲率为 L1 < 0. 假设 TM 关于仿射度量可以分解为两个正交分布 D1 和 D2 的直和, 且 D1 是

一维的并由单位向量场 T 张成, 并存在常数 λ1 和 λ2, 使其差张量 K 满足条件

K(T, T ) = λ1T, K(T,U) = λ2U, ∀U ∈ D2, −L1 + λ1λ2 − λ22 = 0. (4.5)

则 ϕ :M → Rn+1 可以分解为一个 n− 1 维双曲型仿射超球面与一个点的 Calabi 复合.

定理 4.2 (参见文献 [32, 定理 2]) 设 ϕ :M → Rn+1 是一个局部严格凸的双曲型仿射超球面, 仿

射平均曲率为 L1 < 0. 假设 TM 关于仿射度量可以分解为 3 个维数分别为 1、n1 和 n2 的正交分布

D1、D2 和 D3 的直和, 且 D1 由单位向量场 T 张成, 并存在常数 λ1、λ2 和 λ3, 使其差张量 K 满足

条件

K(T, T ) = λ1T, K(T, V ) = λ2V, K(T,W ) = λ3W, K(V,W ) = 0, ∀V ∈ D2, W ∈ D3, (4.6)

其中, λ1 = λ2 + λ3, λ2λ3 = L1, 则 ϕ :M → Rn+1 可以分解为维数分别为 n1 和 n2 的两个双曲型仿射

超球面的 Calabi 复合.

4.2 具有平行 Fubini-Pick 形式仿射超曲面的分类

正如文献 [22, 命题 2] 所指出的, 通过 Calabi 复合产生的双曲型仿射超球面具有平行的 Fubini-

Pick 形式当且仅当对应的低维双曲型仿射超球面都具有平行的 Fubini-Pick 形式. 因此, 为了分类具

有平行的 Fubini-Pick 形式的仿射超曲面, 需要介绍低维情形的分类定理.

定理 4.3 (参见文献 [49, 定理 1] 的等价形式, 或文献 [55, 定理 3.16]) 设 x : M → R3 是一个局

部严格凸的仿射曲面, 满足 ∇̂C = 0. 则或者 C = 0, x(M)局部上为局部严格凸二次曲面; 或者 C ̸= 0,

且在相差一个仿射变换下 x(M) 局部上为曲面 x1x2x3 = 1.

定理 4.4 (参见文献 [21] 中的主要定理 (main theorem) 或 [55, 定理 3.17]) 设 x : M → R4 是

一个局部严格凸的仿射超曲面, 满足 ∇̂C = 0. 则或者 C = 0, x(M) 局部上为局部严格凸二次超曲

面; 或者 C ̸= 0, 且在相差一个仿射变换下 x(M) 局部上为下列两个超曲面之一: (i) x1x2x3x4 = 1, (ii)

(x21 − x22 − x23)
3x24 = 1.

Dillen 等 [23] 进一步给出了 4 维局部严格凸且满足 ∇̂C = 0 的仿射超曲面分类, 并对于任意维数

证明它们是齐性的且当 C ̸= 0 时一定是双曲型仿射超球面. 在低维分类定理和 Calabi 复合概念基础

上, 一般维数情形的分类定理可叙述如下:

定理 4.5 (参见文献 [33] 中的分类定理 (classification theorem) 或 [55, 定理 3.23]) 设 x : M →
Rn+1 (n > 2) 是一个局部严格凸的仿射超曲面, 满足 ∇̂C = 0. 则或者 C = 0, x(M) 局部上为局部严

格凸二次超曲面; 或者 C ̸= 0 且局部上, 在相差一个仿射变换下, 下列情形之一成立.

(i) n = 1
2m(m+ 1)− 1,m > 3, x(M) 是齐性空间 SL(m,R)/SO(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(ii) n = m2 − 1, m > 3, x(M) 是齐性空间 SL(m,C)/SU(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(iii) n = 2m2 −m− 1, m > 3, x(M) 是齐性空间 SU∗(2m)/Sp(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(iv) n = 26, x(M) 是齐性空间 E6(−26)/F4 在 R27 中的标准嵌入;

(v) x(M) 是一个具有平行 Fubini-Pick 形式的低一维双曲型仿射超球面与一个点的 Calabi 复合;

(vi) x(M) 是两个具有平行 Fubini-Pick 形式的低维双曲型仿射超球面的 Calabi 复合.

值得指出的是,上述定理中所列各个齐性空间作为仿射超曲面的标准嵌入以及这些标准嵌入是具

有平行 Fubini-Pick形式的双曲型仿射超球面等内容都是首次发现. 其论证过程详见原始文献 [31,33].
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注 4.1 继定理 4.5 完成之后, 关于具有平行 Fubini-Pick 形式的一般非退化等仿射超曲面的研

究, 也涌现出一些进展, 有关结果可参见文献 [28–30], 但这个问题在任意维数情形仍是未解决难题.

4.3 具有平行 Fubini-Pick 形式中心仿射超曲面的分类

在中心仿射微分几何中,具有平行 Fubini-Pick形式 (三次形式)中心仿射超曲面的研究同样受到

关注. 根据定理 1.4,这时问题对应于研究 “具有平行的无迹三次形式中心仿射超曲面”,而且其分类问

题同样涉及中心仿射超曲面的 (广义) Calabi 复合, 故也需要首先给出二维情形的分类. 实际上, 曲面

情形的研究最早在文献 [62] 中被提出, 最终由文献 [13, 15] 完全解决, 并形成如下分类定理:

定理 4.6 (参见文献 [62, 定理 1]、[15, 定理 6.1] 和 [13, 定理 1.1]) 设 x :M → R3 是一个局部严

格凸且具有平行无迹三次形式的中心仿射曲面. 则在中心仿射等价意义下, x(M) 局部上为下列曲面

之一:

(i) 局部严格凸二次曲面;

(ii) xα1
1 xα2

2 xα3
3 = 1, 其中 α1、α2 和 α3 均大于 0, 或者 α2 > 0, α3 > 0 但 α1 + α2 + α3 < 0;

(iii) xα1
1 (x22 + x23)

α2 exp(α3 arctan
x2

x3
) = 1, 其中 α1 < 0 且 α1 + 2α2 > 0;

(iv) x3 = x1(lnx1 − α2 lnx2), 其中 0 < α2 < 1;

(v) x3 = 1
2x1

x22 + x1 lnx1,

其中, α1、α2 和 α3 为常数, (x1, x2, x3) 为 R3 中标准坐标.

关于局部严格凸中心仿射超曲面的 (广义) Calabi复合及其特征刻画参见文献 [15,第 3节]和 [56].

在此基础上借鉴定理 4.5的证明路线可证明下述定理. 该定理同时蕴涵了局部严格凸且具有平行无迹

三次形式的中心仿射超曲面的完全分类:

定理 4.7 (参见文献 [15, 定理 1.1] 和 [13, 定理 1.1]) 设 x : M → Rn+1 是一个局部严格凸的中

心仿射超曲面, 则 M 的差张量 K 和 Tchebychev 向量场 T 满足下述不等式:

∥∇̂K∥2 > 3n2

n+ 2
∥∇̂T∥2, (4.7)

其中 ∥ · ∥ 表示关于中心仿射度量 h 的张量范数. 进一步地, (4.7) 中等号恒成立的充分必要条件是

∇̂K̃ = 0, 即 ∇̂C̃ = 0. 这时, 在相差一个中心仿射变换下, 如下情形之一发生:

(i) x(M) 局部上为局部严格凸二次超曲面;

(ii) x(M) 是一个低维的局部严格凸具有平行迹零三次形式的中心仿射超曲面与一个点的 Calabi

复合;

(iii) x(M) 是两个低维的局部严格凸具有平行迹零三次形式的中心仿射超曲面的 Calabi 复合;

(iv) n = 1
2m(m+ 1)− 1, m > 3, x(M) 是 SL(m,R)/SO(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(v) n = m2 − 1, m > 3, x(M) 是 SL(m,C)/SU(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(vi) n = 2m2 −m− 1, m > 3, x(M) 是 SU∗(2m)/Sp(m) 在 Rn+1 中的标准嵌入;

(vii) n = 26, x(M) 是 E6(−26)/F4 在 R27 中的标准嵌入;

(viii) x(M) 局部上为 xn+1 = 1
2x1

∑n
k=2 x

2
k + x1 lnx1.

注 4.2 对于非退化的中心仿射超曲面, Li 和 Wang [56] 率先在 ∇̂C = 0 和中心仿射度量平坦的

条件下研究分类问题, 并得到部分的分类结果.

注 4.3 与平行 Fubini-Pick 形式密切相关的课题还包括等仿射微分几何中迷向仿射超球面的研

究与中心仿射微分几何中的迷向中心仿射超曲面的研究. 对于局部严格凸的仿射超曲面, 这两个问题

均已得到完全解决, 详见文献 [4, 14].
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注 4.4 近年来, 文献 [36,78,79] 对于 Calabi 法化下的凸函数图像超曲面 (简称 Calabi 超曲面),

也研究了在 Fubini-Pick 形式平行条件下的分类问题. 这时, 需要定义相应的 Calabi 复合概念, 并首先

给出低维情形的分类结果.

5 与仿射极大曲面方程相关的问题研究

由 (2.11)知,严格凸函数 xn+1 = f(x1, . . . , xn)的图像 M 是仿射极大超曲面当且仅当其满足方程

∑
U ijwij = 0, w :=

[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]−(n+1)/(n+2)

. (5.1)

高维的陈省身猜测指出方程 (5.1) 定义在 Rn 上的解为二次多项式. 定理 2.1 表明猜测对 n = 2 成立.

一般地, Trudinger 和 Wang [70] 考虑了 4 阶偏微分方程∑
U ijwij = 0, w :=

[
det

(
∂2f

∂xi∂xj

)]a
, (x1, . . . , xn) ∈ Rn, a ∈ R (5.2)

的严格凸函数的解 f , 并证明其具有如下的 Bernstein 性质:

定理 5.1 (参见文献 [70, 定理 3.2]) 对于 n = 2, 若常数 a > 0, 则方程 (5.2) 的解只有二次多项

式函数.

进一步地, Li 和 Jia [45] 关于方程 (5.2) 证明了下述结果:

定理 5.2 (参见文献 [45, 定理 1]) 对于 n = 2, 若常数 a 6 − 3
4 , 则方程 (5.2) 的解只有二次多项

式函数.

注 5.1 (1) 当 a = −3
4 时, 定理 5.2 提供了仿射极大曲面陈省身猜测的一个新的解析证明.

(2) 当 a = −1 时, 方程 (5.2) 是一个特殊的 Abreu 方程. 定理 5.2 提供了这类方程的 Bernstein

性质.

值得指出的是, 一般 Rn 中 Delzant 多面体 ∆ 上的 Abreu 方程
∑
U ijwij = −L (其中 L 是 ∆̄ 上

的光滑函数) 与环簇流形上极值 Kähler 度量的 Yau-Tian-Donaldson 猜想密切相关. Chen 等 [10, 11] 证

明了二维环簇流形上的 Yau-Tian-Donaldson 猜想. 最近, 关于任意维数环簇流形, 该猜想也已经由 Li

等 [47] 证明. 有关结果也可参见文献 [9], Donaldson [25] 在伦敦数学会 Newsletter 上关于环簇流形上极

值 Kähler 度量发表的 Features 论文, 或 Li 和 Sheng [51] 最近撰写的综述文献.

关于 4 阶偏微分方程的 Bernstein 性质与椭圆抛物面的特征刻画, 如下的相关结果值得提及:

定理 5.3 (参见文献 [43] 和 [55, 定理 5.38]) 设 xn+1 = f(x1, . . . , xn) 是定义在区域 Ω ⊂ Rn 上
的严格凸函数, 且其图像 M 是仿射极大超曲面. 若 M 关于度量 G♯ =

∑
fijdx

idxj 是完备的, 则当

n = 2, 3 时, M 是椭圆抛物面.

定理 5.4 [57] 设 xn+1 = f(x1, . . . , xn) 是定义在区域 Ω ⊂ Rn 上的严格凸函数, 且满足方程

∂2

∂xk∂xl

(
ln det

(
∂2f

∂xi∂xj

))
= 0, (x1, . . . , xn) ∈ Ω, 1 6 k, l 6 n. (5.3)

若 f 的图像超曲面 M 关于度量 G(α) := [det( ∂2f
∂xk∂xl )]

− α
n+2

∑
fijdx

idxj 是完备的且 α ̸= n + 2, 则 M

是椭圆抛物面. 但是, 当 α = n+ 2 时, 方程 (5.3) 还具有非二次多项式函数的 G(n+2)- 完备解

f(x1, . . . , xn) = exp{x1}+
n∑
i=2

(xi)2.
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注 5.2 进一步研究方程 (5.2) 的拓广, 人们还得到了其他一些类似方程的 Bernstein 性质, 有关

研究可参见文献 [26, 34,35,42,50,58,74,77,80,81].

Donaldson [24] 还进一步研究了凸区域 Ω ⊂ Rn 上关于严格凸函数 f(x1, . . . , xn) 的方程∑
U ijψ(H)ij = 0, H := det

(
∂2f

∂xi∂xj

)
, (x1, . . . , xn) ∈ Ω, (5.4)

其中 ψ 是定义在 (0,+∞) 上的光滑函数, 且满足 ψ′(t) ̸= 0.

Cao 等 [8] 证明了方程 (5.4) 在一定条件下同样具有 Bernstein 性质:

定理 5.5 [8] 设 f(x1, x2) 是定义在全平面 R2 上满足方程 (5.4) 的光滑凸函数, 且存在负常数 r

使得函数 ψ 还满足条件 r 6 tψ′′(t)
ψ′(t) 6 −2, 则函数 f 一定是二次多项式.

参考文献
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