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摘要 如果一个集合能划分成两两不交且元素个数都相同的一些子集合,则称这些子集合组成原集合

的一个均匀划分. Chung-Feller 定理证明了自由 Dyck 路能被均匀划分, 而其中一类为 Dyck 路. 本文

从 Chung-Feller 定理及其推广出发, 综述关于组合对象的均匀划分的研究成果.
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1 引言

格路 (lattice path) 是组合数学中的基本模型, 它是二维平面上连接 Z× Z 中点的路径, 与其他组

合结构如树、置换、杨表、连分数、不相交划分、不相交分拆等有密切关系, 同时在化学、物理、概率

论和计算机科学中也有着重要的应用. 研究格路的方法主要有反射原理 [1] (reflection principle)、矩阵

的行列式 [2]、连分数 [3] 等. 关于格路的计数的研究是组合计数理论的经典课题, 目前仍然是研究热点

之一, 它也是均匀划分研究的基础.

众所周知,从原点出发走到点 (2n, 0)的自由 Dyck路共有
(
2n
n

)
条,一个重要的定理是,这些格路能

被均匀划分为 n+1类,其中的一类是半长为 n的 Dyck路. 这一结论最早于 1909年出现在MacMahon

的论文 [4] 中. 1949 年, Chung 和 Feller [5] 用分析的方法给出了证明. 1967 年, Narayana [6] 用循环置

换的方法给出了这一定理的组合证明, 并称其为 Chung-Feller 定理. Mohanty [7] 和 Narayana [8] 在其

关于格路的专著中分别详细介绍了 Chung-Feller 定理.

一般地,如果一个集合能划分成两两不交的一些子集合,则这些子集合组成原集合的一个划分,若

这些子集合的元素个数都相等, 则称为均匀划分. 如果原集合的每个元素有适当和自然的权重, 而划

分后这些子集的元素权重和相同, 则也称这些子集为原集合的均匀划分. 组合对象的均匀划分问题近

年来逐渐引起了国内外专家学者的兴趣, 之前的研究对象比较少, 结果主要与 Dyck 路和 Motzkin 路
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有关, 证明的方法大多是构造子集之间的双射. 文献 [9] 开始从生成函数的观点来研究组合对象的均

匀划分, 提出了大量有均匀划分性质的格路. 在接下来的一系列文献中, 相关的研究取得了很大进展.

本文从 Chung-Feller 定理及其推广出发, 介绍与组合对象的均匀划分有关的研究成果. 本文的内

容安排如下: 第 2 节介绍几类经典格路的均匀划分的结果, 如 Dyck 路、Motzkin 路、Schröder 路等;

第 3 节介绍如何从生成函数的观点来研究组合对象的均匀划分; 第 4 节介绍波动理论中与均匀划分

相关的结果; 第 5 节介绍关于均匀划分研究的其他结果; 最后, 第 6 节提出两个公开问题.

2 几类经典格路的均匀划分

首先介绍一些关于格路的基本定义和记号.

定义 2.1 给定向量集 S ⊆ Z× Z, 称由 S 中元素构成的序列 L = (s1, s2, . . . , sn) 为一条格路, n

称为步数 (size), S 称为步集 (step set). L 对应一条从 P0 = (0, 0) 出发经过点 P1, P2, . . . , Pn 的折线,

满足
−−−−→
Pi−1Pi = si,

称终点 Pn = (xn, yn)的横坐标 xn 为 L的长,纵坐标 yn 为 Pn 的高度.若 xn 是偶数,则称其一半为 L

的半长. 若点 Pi = (xi, yi) 满足对任意点 Pj = (xj , yj) 有 yj > yi, 则称其为 L 的一个极小点.

给定步集 S, 以 S 为步集且终点高度为 l 的格路称为 (S, l) 路, 其中不会走到 x 轴下方的格路称

为 (S+, l) 格路. 分别记长为 n 的 (S, l) 路和 (S+, l) 路组成的集合为 Pn(l) 和 P+
n (l).

当 S = {(1, 1), (1,−1)}时,我们分别称对应于 (1, 1)和 (1,−1)的步为向上步和向下步,分别记为 U

和 D. 易知半长为 n 的 (S, 0) 路的数目为

|P2n(0)| =
(
2n

n

)
.

若 (S, 0) 路 L 有 2k 步位于 x 轴下方, 则称为一条缺陷数等于 k 的自由 Dyck 路. 缺陷数为 0 (即不会

走到 x 轴下方) 的自由 Dyck 路即是经典的 Dyck 路, 半长为 n 的 Dyck 路的数目为 Catalan 数

cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
,

生成函数

C(x) :=
∑
n>0

cnx
n

满足

C = 1 + xC2.

经典的 Chung-Feller 定理主要研究自由 Dyck 路的均匀划分.

定理 2.2 [4, 5] (Chung-Feller定理) 设 S = {(1, 1), (1,−1)},对任意 k ∈ {0, 1, . . . , n},半长为 n、缺

陷数为 k 的自由 Dyck 路的数目为 Catalan 数 cn, 与 k 的取值无关.

定理 2.2 证明了所有的半长为 n 的自由 Dyck 路能划分成 n+ 1 个数量相等的集合, 每个集合的

元素个数都为 Catalan 数, 且同一集合中的格路具有相同的缺陷数. 易知 Catalan 数

cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
,
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也可以写为

cn =
1

2n+ 1

(
2n+ 1

n

)
=

1

n

(
2n

n− 1

)
.

一个自然的问题是, 这个等式有没有类似的均匀划分组合解释. Callan [10] 在 2004 年用终点高度不同

的格路给出了组合解释; 2009年, Huq [11] 在他的博士论文中根据循环引理 [12] 的思想给出了不同的组

合解释, 同时在 Narayana 数的研究上也得到了类似结果. 2002 年, Eu 等人 [13] 研究了 Catalan 数和

Motzkin数的生成函数的 Taylor展开式,传统上 Taylor展开式的余项在函数理论、数值逼近和渐近分

析等领域主要用于数值的定量分析, 而在文献 [13] 中, 他们通过寻找展开式余项的组合解释, 利用双

射证明了一个加细形式的 Chung-Feller 定理.

当 S = {(1, 1), (1, 0), (1,−1)} 时, (S, 0) 路称为自由 Motzkin 路, 而 (S+, 0) 路称为 Motzkin 路, 长

为 n 的 Motzkin 路的数目 |P+
n (0)| 为 Motzkin 数 mn, 其生成函数 M(x) :=

∑
n>0 mnx

n 满足

M = 1 + xM + x2M2.

同时, 称 (S+, 1) 中除第一步外都不会走到直线 y = 1 下方的格路为 lifted-Motzkin 路, 长为 n + 1 的

lifted-Motzkin 路的数目也为 mn. Shapiro [14] 提到了常见的 Motzkin 路没有均匀划分, 但一位匿名审

稿人提出了均匀划分 lifted-Motzkin路的方法,文中未给出严格证明的过程,但指出可以由循环引理或

生成函数的方法得到证明. Eu 等人 [13] 也研究了 Motzkin 路上的均匀划分.

定理 2.3 [13, 15] 设 S = {(1, 1), (1, 0), (1,−1)}. 对任意 k ∈ {0, 1, . . . , n}, 易知长为 n+ 1 的 (S, 1)

路中最右极小点左边有 k 步的格路的数目为 Motzkin 数 mn, 其中 k = 0 时即是长为 n + 1 的 lifted-

Motzkin 路.

此时, 最右极小点把终点高度为 1 的自由 Motzkin 路分成了左右两段, 因此, 我们称这种划分为

左 - 右型的. 类似地, 经典的 Chung-Feller 定理中, x 轴把自由 Dyck 路分成了上下两部分, 所以, 我们

称为上 - 下型的.

当 S = {(1, 1), (2, 0), (1,−1)} 时, (S, 0) 路称为自由 Schröder 路, 半长为 n 的自由 Schröder 路数

目为中心 Delannoy 数

dn =

n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
,

起始几项为 1、3、13和 63. (S+, 0)路称为大 Schröder路,或简称为 Schröder路. 半长为 n的 Schröder

路的数目为 (大) Schröder 数 rn, 生成函数 R(x) =
∑

n>0 rnx
n 满足

R = 1 + xR+ xR2.

对任意自由 Schröder 路 L, 若 L 中位于 x 轴下方的部分投影到 x 轴上的线段总长为 2k, 则称 k 为 L

的缺陷数. 缺陷数为 0 的自由 Schröder 路即是 Schröder 路. 易知自由 Schröder 路的数目并不能被整

数 n+1整除,如 d3 = 13, 甚至是素数, 因此不存在传统意义上的均匀划分, 这也是均匀划分问题的一

个难点. Eu 等人 [16] 研究了 Schröder 路的生成函数, 在自由 Schröder 路上定义了一个自然的权重函

数, 由此得到了赋权自由 Schröder 路的一个上 - 下型均匀划分.

定理 2.4 [16] 设 S = {(1, 1), (2, 0), (1,−1)}, k ∈ {0, 1, . . . , n}. 对 L ∈ P2n(0), 若 L 的最后一步为

(1, 1), 则 L 的权重为 2, 否则为 1. 对任意 k ∈ {0, 1, . . . , n}, 半长为 n 缺陷数为 k 的自由 Schröder 路

的总权重为 Schröder 数 rn.
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以上文献证明了自由 Dyck 路和自由 Schröder 路有上 - 下型的均匀划分, 自由 Motzkin 路有左 -

右型的均匀划分. 一个自然的问题是, 这些格路是否同时具有上 - 下型和左 - 右型均匀划分? 2009 年,

Ma和 Yeh [17] 研究了三类不同步集上的有根格路的均匀划分,自由 Dyck路、lifted-Motzkin路和自由

Schröder 路的均匀划分都是其中的特殊情形, 由此肯定地回答了这一问题.

除以上提到的文献外, 文献 [18–24] 也研究了格路的均匀划分问题, 给出了 Chung-Feller 定理的

各种证明和一些特殊格路上的均匀划分的结果, 主要的证明方法为构造不同子集上的同构对应. 构造

这些双射的技巧性很强, 没有统一的方法或原则,只能对具体问题进行具体分析.直到 2009年, Liu等

人 [9] 介绍了一个一般化的方法, 在接下来的一系列文献中, 大家开始从生成函数观点来研究组合对象

的均匀划分.

3 从生成函数的观点来研究均匀划分问题

本节介绍如何从生成函数的观点来研究均匀划分问题. 首先介绍一些定义和记号.

定义 3.1 [9, 17] 给定一个由组合对象组成的集合 Ω, θ 为从 Ω 到非负整数集 N 的一个映射, 称 θ

为定义在组合模型 Ω 上的一个参数. 令 Ω 为一个包含 Ω 的组合模型, θ 和 δ 为两个定义在 Ω 上的参

数, 满足 θ |Ω= θ, 且对任意 L ∈ Ω 有 0 6 δ(L) 6 θ(L). 记

Ωn = {L ∈ Ω | θ(L) = n}, Ωn,k = {L ∈ Ω | θ(L) = n, δ(L) = k}.

若对任意 k ∈ {0, 1, . . . , n}, 有 |Ωn| = |Ωn,k| (或在赋权的意义下,子集合的权重和相等),且存在 t ∈ {0,
1, . . . , n} 使得 Ωn = Ωn,t (一般地, t = 0), 则称 (Ω, θ, δ) 为 (Ω, θ) 的均匀划分扩张 (uniform partition

extension) 或 Chung-Feller 扩张 (Chung-Feller extension), 称 δ 为均匀划分扩张参数.

定理 2.2–2.4描述了几种经典格路的均匀划分扩张.在定理 2.2中,步集 S = {(1, 1), (1,−1)}, Ω为
(S+, 0) 路, Ω 为 (S, 0) 路, θ 和 θ 均为格路的半长, δ 为格路位于 x 轴下方步数的一半. 在定理 2.3 中,

S = {(1, 1), (1, 0), (1,−1)}, Ω 为 lifted-Motzkin 路, Ω 为 (S, 1) 路, θ 和 θ 均为格路的长, δ 为格路最右

极小点左边的步数. 而定理 2.4中, S = {(1, 1), (2, 0), (1,−1)}, Ω为 (S+, 0)路, Ω为 (S, 0)路, θ 和 θ 均

为格路的半长, δ 也为缺陷数, 这时, 自由 Schröder 路的均匀划分是在赋权意义下的. 这三种情形中 δ

的取法各不相同, 该如何定义均匀划分扩张里的参数 δ 是比较困难的.

关于均匀划分的研究主要有两个核心问题:

(1) 已知组合对象 (Ω, θ) 和 (Ω, θ, δ), 证明 (Ω, θ, δ) 为 (Ω, θ) 的均匀划分扩张;

(2) 给定组合对象 (Ω, θ), 寻找适当的组合模型 (Ω, θ) 以及合适的扩张参数 δ, 并证明 (Ω, θ, δ) 为

(Ω, θ) 的均匀划分扩张.

文献 [9]定义了生成函数的 Chung-Feller型. 设 G(x)为序列 (g0, g1, . . .)的生成函数,则 G(x)的 Chung-

Feller 型 (Chung-Feller type) 为

CFG(x, y) =
G(x)− yG(xy)

1− y
. (3.1)

如果组合模型 (Ω, θ, δ) 是 (Ω, θ) 的均匀划分扩张. 设 gn = |Ωn|, Ω 的生成函数为

G(x) =
∑
n>0

gnx
n,
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则 Ω 的二元生成函数必须满足如下等式:

∑
n>0

n∑
k=0

|Ωn,k|xnyk =
∑
n>0

gnx
n(1 + y + · · ·+ yn)

=
∑
n>0

gnx
n 1− yn+1

1− y
=

G(x)− yG(xy)

1− y
. (3.2)

注 3.2 以上证明过程均可逆, 因此, (Ω, θ, δ) 是 (Ω, θ) 的均匀划分扩张当且仅当 (Ω, θ, δ) 的生成

函数是 (Ω, θ) 的生成函数的 Chung-Feller 型. 根据这一结论, 我们可以重新证明许多已知定理, 大大

简化了这些定理的证明过程.

以经典的 Chung-Feller 定理为例. 记 A(x) := xC(x), 则由 C = 1 + xC2, 有 x = A(x)−A(x)2, 因

此, C(x) 的 Chung-Feller 型为

CFC(x, y) =
C(x)− yC(xy)

1− y
=

A(x)−A(z)

x− z

∣∣∣∣
z=xy

=
A(x)−A(z)

A(x)−A(x)2 − (A(z)−A(z)2)

∣∣∣∣
z=xy

=
1

1− (A(x) +A(xy))
.

另一方面, 对于任意自由 Dyck 路, 以路径上位于 x 轴上的点将其分段, 每一段称为一个分支, 则每个

分支的生成函数为 A(x) 或 A(xy), 其中 y 的指数为格路的缺陷数. 由此, 自由 Dyck 路的二元生成函

数为 1
1−(A(x)+A(xy)) , 与 C(x) 的 Chung-Feller 型 CFC(x, y) 相等, 因此, 自由 Dyck 路是 Dyck 路的均

匀划分扩张.

根据这一思想, Liu等人 [9] 重新证明了定理 2.2和 2.3,并且把 G(x)推广为多元生成函数,发现了

步集 {(1, 1), (1,−d), (1, 0)} 上的广义 (k- 染色) Motzkin 路的均匀划分扩张, 同时还得到了与 (大或小)

Schröder 路有关的一系列结果. 受这一思想启示, 他们考虑赋权自由 Schröder 路作为 Chung-Feller 扩

张, 这些赋权的组合模型很难由双射或其他组合方法得到.

Ma 和 Yeh [17] 对以下三类步集上的格路进行了研究,

S1 = {(2i− 1,−1) | i ∈ A} ∪ {(2j, 0) | j ∈ B} ∪ {(1, 1)},

S2 = {(i,−1) | i ∈ A} ∪ {(j, 0) | j ∈ B} ∪ {(1, 1)},

S3 = {(1,−2i+ 1) | i ∈ A} ∪ {(2j, 0) | j ∈ B} ∪ {(1, 1)},

其中 A和 B 为有限的正整数集. 他们定义了有根格路和上 -下型扩张参数 δ 及左 -右型扩张参数 δ′,

证明了相应的有根格路为这些格路的均匀划分扩张.这些结果蕴含了定理 2.2–2.4. 接下来介绍文献 [17]

的主要结论.

对 S ∈ {S1, S2, S3}, 定义函数 w : S 7→ R 及 θ : S 7→ N. 称 w 为 S 的权重函数, θ 为 S 的长度函

数. 对任意 (S, l) 路 L = (s1, s2, . . . , sn), 令其权重及 θ- 长分别为

w(L) =
n∏

i=1

w(si), θ(L) =
n∑

i=1

θ(si).

记 Ω 为 (S+, 0) 路的集合.
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定义 3.3 [17] 设 L = (s1, s2, . . . , sn) 为 (S, l) 路, 对任意 t ∈ {0, 1, . . . , θ(sn)− 1},
(1) 若 L ∈ Ω, 则我们称序对 [L; t] 为有根 θ-(S+, 0) 路;

(2) 若 L 为 (S, 1) 路, 则称序对 [L; t] 为有根 θ-(S, 1) 路.

记有根 θ-(S, 1) 路的集合为 Ω. 对任意 [L; s] ∈ Ω, 设 L 从原点 P0 出发依次经过点 P1, P2, . . . , Pn,

Pi 坐标为 (xi, yi). 记 L 中位于 x 轴上或 x 轴下方的点的指标集为 N (L), 即

N (L) = {i | yi 6 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

令 m(L) 为 L 的最右极小点的指标, 即

m(L) = max
{
i
∣∣∣ yi = min

06j6n
yj

}
.

文献 [17] 定义了两种均匀扩张参数 δ 和 δ′:

δ([L; t]) =
∑

i∈N (L)

θ(si) + t, δ′([L; t]) =

m(L)∑
i=1

θ(si) + t.

定理 3.4 [17] 当 S = S1 时, 对任意 i ∈ A, j ∈ B, ai 和 bj 均为任意实数. 令

w(s) =


ai, 若 s = (2i− 1,−1),

bj , 若 s = (2j, 0),

1, 若 s = (1, 1),

θ(s) =


i− 1, 若 s = (2i− 1,−1),

j, 若 s = (2j, 0),

1, 若 s = (1, 1).

此时, 对任意 (S, 0) 路 L, θ(L) 为 L 的半长且 (Ω, θ) 的生成函数 G(x) :=
∑

L∈Ω w(L)xθ(L) 满足方程

G(x) = 1 +

(∑
j∈B

bjz
j

)
G(x) +

(∑
i∈A

aiz
i

)
G(x)2.

对任意 [L; t] ∈ Ω, 定义 θ([L; t]) = θ(L)− 1, 则在赋权的意义下,

(1) (Ω, θ, δ) 是 (Ω, θ) 的上 - 下型均匀划分扩张;

(2) (Ω, θ, δ′) 是 (Ω, θ) 的左 - 右型均匀划分扩张.

由定理 3.4 可以得到无限多均匀划分的例子. 当 A = {1}, B = ∅ 且 a1 = 1 时, 由定理 3.4 可直接

推出经典的 Chung-Feller 定理和自由 Dyck 路的左 - 右型均匀划分. 以下为一个新的例子.

例 3.5 [17] 设 A = {1, 3}, B = ∅,步集 S = S1 = {(1, 1), (1,−1), (5,−1)}, w恒为 1, a1 = 0, a3 = 2,

则由定理 3.4 可知, (S+, 0) 路的生成函数满足

G(x) = 1 + (x+ x3)G(x)2.

图 1为 Ω中半长为 3的所有 6条格路. 图 2和 3分别为对应于扩张参数 δ 和 δ′ 的均匀扩张 {Ω3,k | k
= 0, 1, 2, 3}. 为了在图中标示有根 θ-(S, 1) 路 (L, s), 我们在坐标 (a− s, 0) 放置一个黑点, 这里 a 为 L

的终点横坐标.
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图 1 步集为 S = {(1,1), (1,−1), (5,−1)}, Ω3 中的所有格路, 每条路的起始点为 (0,0), 经过 (0,0) 点的横轴

和纵轴分别为 x- 轴和 y- 轴

(a) (b)

(c) (d)

k = 0 k = 1

k = 2 k = 3

图 2 θ(L) = 3, δ([L; t]) = k 的所有 24 条有根 θ-(S,1) 路 [L; t], 每条路的起始点为 (0,0), 经过 (0,0) 点的

横轴和纵轴分别为 x- 轴和 y- 轴

(a) (b)

(c) (d)

k = 0 k = 1

k = 2 k = 3

图 3 θ(L) = 3, δ′([L; t]) = k 的所有 24 条有根 θ-(S,1) 路 [L; t], 每条路的起始点为 (0,0), 经过 (0,0) 点的

横轴和纵轴分别为 x- 轴和 y- 轴

类似于 S = S1 的情形, 文献 [17] 给出了 S = S2 时 (S+, 0) 路的左 - 右型和上 - 下型均匀划分扩

张, 以及 S = S3 情形的上 - 下型均匀划分扩张.
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对于给定的组合对象 (Ω, θ), 寻找其均匀划分扩张是困难的, 尤其是扩张参数 δ 的定义. 不过可以

从其生成函数出发得到一些启示. 寻找其均匀划分扩张的一般思路为

(1) 找 Ω 的生成函数 G(x) 满足的代数方程;

(2) 考虑 G(x) 的 Chung-Feller 型

CFG(x) =
G(x)− yG(xy)

1− y
,

根据 G(x) 满足的方程适当分解 Chung-Feller 型 CFG(x) 为 P (x, y)Q(x, y);

(3) 找到 P (x, y) 和 Q(x, y) 的组合解释;

(4) 最后得到 CFG(x) 的组合解释.

在定理 3.4 的证明中, Chung-Feller 型 CFG(x) 对应于上 - 下型扩张参数 δ 的分解为 P1(x, y)Q1(x, y),

其中

P1(x, y) = 1 +
∑
i∈B

bix
iG(x)

i−1∑
j=0

yj +
∑
i∈A

aix
iG(x)2

i−2∑
j=0

yj ,

Q1(x, y) =
1

1−
∑

i∈B bixiyi −
∑

i∈A aixiyiG(xy)−
∑

i∈A aixiyi−1G(x)
.

而另一个对应于左 - 右型扩张参数 δ′ 的分解为 P2(x, y)Q2(x, y), 其中

P2(x, y) = P1(x, y), Q2(x, y) =
G(xy)

1−G(x)G(xy)(
∑

i∈A aixiyi−1)
.

Li 等人 [25] 发展了这一方法. 对任意满足代数方程

G(x) = 1 +
r∑

j=1

m∑
i=j−1

aijx
iG(x)j , aij ∈ R (3.3)

的函数 G(x), 他们定义了以 G(x) 作为生成函数的格路 (Ω, θ), 以及相应的有根格路 (Ω, θ); 同时定义

了两种扩张参数 δ 和 δ′, 证明了有根格路 (Ω, θ, δ) 和 (Ω, θ, δ′) 分别为格路 (Ω, θ) 的上 - 下型和左 - 右

型均匀划分扩张. 最近, Ma 等人 [26] 研究了有根循环置换在有根格路上的作用.

4 波动理论中的均匀划分

对独立同分布的随机变量序列 X1, X2, . . . , Xn, 其部分和 si := X1 +X2 + · · ·+Xi 的波动性质在

随机过程理论里扮演着重要的角色. 对于部分和序列, 其正项的个数以及达到最大值的最小指标的分

布都是波动理论中大家感兴趣的研究对象.

给定实数序列 r⃗ = (r1, r2, . . . , rn), 令

s0 = 0, s1 = r1, s2 = r1 + r2, . . . , sn = r1 + r2 + · · ·+ rn.

记 p(r⃗) 为部分和 s1, s2, . . . , sn 中正实数的个数, m(r⃗) 为部分和序列中取得最大值时的最小指标, 即

p(r⃗) = |{i | si > 0}|, m(r⃗) = min
{
i
∣∣∣ si = max

06k6n
sk

}
.
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[n] 和 [n] − 1 分别表示整数集 {1, 2, . . . , n} 和 {0, 1, . . . , n − 1}. 记 Sn 为 [n] 上的置换群. 对任意

σ = σ1σ2 · · ·σn ∈ Sn, 令 r⃗σ = (rσ1 , rσ2 , . . . , rσn), 对任意 i ∈ [n]− 1, 定义

N(r⃗; i) = |{σ ∈ Sn | p(r⃗σ) = i}|, Π(r⃗; i) = |{σ ∈ Sn | m(r⃗σ) = i}|,

则有 N(r⃗; i) = Π(r⃗; i). 这是波动理论里的一个基本定理, 其证明和推广参见文献 [27–32].

给定 i ∈ [n], 令 r⃗i = (ri, . . . , rn, r1, . . . , ri−1), 称其为 r⃗ 的第 i 个循环置换. 定义集合

P(r⃗) = {p(r⃗i) | i ∈ [n]}, M (r⃗) = {m(r⃗i) | i ∈ [n]}.

Spitzer [33] 证明了循环置换有以下性质.

引理 4.1 [33] (Spitzer 组合引理) 令 r⃗ 为一个部分和 s1, s2, . . . , sn 两两不同且总和 sn = 0 的 n

元实数序列, 则

P(r⃗) = M (r⃗) = [n]− 1.

许多组合对象的均匀划分都是 Spitzer 组合引理的推论. Narayana [6] 证明了以下引理, 并根据这

一结果得到了 Chung-Feller 定理的组合证明. 这一引理可由 Spitzer 组合引理推出.

引理 4.2 [6] 令 r⃗ 是和为 1 的 n 元整数序列, 则 P(r⃗) = [n].

对于 M (r⃗), Ma 和 Yeh [34] 证明了以下引理.

引理 4.3 [34] 令 r⃗ 是和为 1 的 n 元整数序列, 则 M (r⃗) = [n].

Raney [35] 发现对任意和为 1 的 n 元整数序列 r⃗, 在其循环置换中恰有唯一的一个满足部分和皆

为正数. Graham 等人 [36] 在他们的书中给了这一结论的一个简单证明.

对任意和为 s 的 n 元实数序列 r⃗, 易知 s > 0 时,

M (r⃗) ⊆ [n], P(r⃗) ⊆ [n],

而 s 6 0 时,

M (r⃗) ⊆ [n]− 1, P(r⃗) ⊆ [n]− 1.

2010 年, Huang 等人 [37] 得到了包含关系中等号成立的充分必要条件.

定理 4.4 [37] 令 r⃗ = (r1, r2, . . . , rn) 是和为 s 的 n 元实数序列, (s0, s1, . . . , sn) 是对应的部分和

序列.

(1) 若 s > 0, 则

(i) M (r⃗) = [n] 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i 6 m(r⃗)− 1 均有 sj − si > s;

(ii) P(r⃗) = [n] 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i < j 6 n 均有 sj − si /∈ {x ∈ R | 0 < x < s}.
(2) 若 s 6 0, 则

(i) M (r⃗) = [n]− 1 的充分必要条件是, 对任意 m(r⃗) + 1 6 i 6 n− 1 均有 si − sj > s;

(ii) P(r⃗) = [n]− 1 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i < j 6 n 均有 sj − si /∈ {x ∈ R | s 6 x 6 0}.
当序列取整数, 且和为 0 或 1 时, 这一结果蕴涵了引理 4.1–4.3, 其中M 和 P 分别对应左 - 右型

和上 - 下型均匀划分. 他们还把这一结果推广到了 s > nθ 和 s 6 nθ 的情形, 其中 θ 为任意实数.

定理 4.5 [37] 令 r⃗ = (r1, r2, . . . , rn) 是和为 s 的 n 元实数序列, (s0, s1, . . . , sn) 是其对应的部分

和序列, θ 为任意实数. 记

p(r⃗; θ) = |{i | si > i · θ}|, m(r⃗; θ) = min
{
i
∣∣∣ si − i · θ = max

06k6n
(sk − k · θ)

}
,
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P(r⃗; θ) = {p(r⃗i; θ) | i ∈ [n]}, M (r⃗; θ) = {m(r⃗i; θ) | i ∈ [n]}.

(1) 若 s > nθ, 则

(i) M (r⃗; θ) = [n] 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i 6 m(r⃗; θ)− 1 均有

sj − si > s− (n− j + i)θ;

(ii) P(r⃗; θ) = [n] 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i < j 6 n 均有

sj − si /∈ {x ∈ R | (j − i)θ < x < s− (n− j + i)θ}.

(2) 若 s 6 nθ, 则

(i) M (r⃗; θ) = [n]− 1 的充分必要条件是, 对任意 m(r⃗; θ) + 1 6 i 6 n− 1 均有

si − sj < s− (n+ j − i)θ;

(ii) P(r⃗; θ) = [n]− 1 的充分必要条件是, 对任意 1 6 i < j 6 n 均有

sj − si /∈ {x ∈ R | s− (n− j + i)θ 6 x 6 (j − i)θ}.

类似地,根据这一引理,当取整数序列时, P(r⃗; θ) = [n]或 [n]−1保证了格路可依照被直线 y = θx

切割的情形均匀划分为 n+1 类, M (r⃗; θ) = [n] 或 [n]− 1 保证了格路可依照被直线 l 切割的情形划分

为 n+ 1 类, 其中 l 为经过距离直线 y = θx 的第一个最远点且与 y = θx 垂直的直线. 由此可见, 上 -

下或左 - 右型均匀划分均是这种 “倾斜” 型均匀划分的特殊情形.

例 4.6 令 r⃗ = (2, 1, 1,−2), θ = 0.5, 则有表 1 中所示的结果, P(r⃗; θ) = {0, 1, 2, 3}, M (r⃗; θ) = {0,
1, 2, 3}, 见图 4.

表 1 r⃗ 对应的循环置换的参数值

i r⃗i p(r⃗i) m(r⃗)

1 (2, 1, 1,−2) 3 3

2 (−2, 2, 1, 1) 0 0

3 (1,−2, 2, 1) 1 1

4 (1, 1,−2, 2) 2 2

(2, 1, 1, −2) (1, 1, −2, 2)(1, −2, 2, 1)(−2, 2, 1, 1)

(a) (d)(c)(b)

图 4 整数序列 r⃗ = (2,1,1,−2) 对应的格路的划分
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5 关于均匀划分的其他研究

本节简要介绍一些关于均匀划分的其他研究成果. Ma 和 Yeh [23] 研究了加细的自由 Dyck 路的

均匀划分. 对于一条从原点 P0 出发经过点 P1, P2, . . . , P2n 的自由 Dyck 路 L = (s1, s2, . . . , s2n), 若

si = (1, 1) 且 si+1 = (1,−1), 则称点 Pi 为一个山峰 (peak); 若 si = (1,−1) 且 si+1 = (1, 1), 则称点 Pi

为一个山谷 (valley); 若 si = si+1 = (1, 1), 则称 Pi 为一个双升 (double ascent); 若 si = si+1 = (1,−1),

则称 Pi 为一个双降 (double descent). 记 pn,m,k(vn,m,k, an,m,k, dn,m,k) 为长为 2n、x 轴下方有 2m 步

且山峰 (山谷、双升、双降) 数为 k 的自由 Dyck 路的数目. 易知,

pn,m,k = vn,n−m,k, an,m,k = dn,m,k,

故只需研究山峰和双升即可. 记

Pn,m(x) =
n∑

k=1

pn,m,kx
k.

他们首先证明了, 对任意 n > 1, 1 6 m 6 n, Pn,m(x) 满足如下互反律:

Pn,m(x) = xnPn,n−m

(
1

x

)
,

或者等价地, pn,m,k = pn,n−m,n−k. 虽然 pn,m,k 的取值与 m 有关, 但他们发现了 pn,m,k + pn,m,n−k 的

取值与 m 无关, 由此得到了一个另类的均匀划分.

定理 5.1 [23] 设 n > 1, 1 6 k 6 ⌊n
2 ⌋, 则对任意 1 6 m 6 n− 1 有

pn,m,k + pn,m,n−k = pn,m,k + pn,n−m,k =
2(n+ 2)

n(n− 1)

(
n

k − 1

)(
n

k + 1

)
.

然后他们分别用代数方法和组合方法证明了 an,m,k 的取值也与 m 无关, 由此也可以得到一个均

匀划分.

定理 5.2 [23] 设 n > 0, 0 6 k 6 n− 1, 则对任意 0 6 m 6 n 有

an,m,k =
1

k + 1

(
n− 1

k

)(
n

k

)
.

泊车函数 [38] 也是组合计数的主要研究对象之一. 设有 n 个司机, 标记为 {1, 2, . . . , n}, 以及 n+ 1

个排成环形的车位, 按顺时针方向依次标记为 0, 1, 2, . . . , n. 在这 n + 1 个车位中, 每个司机心中有个

偏好的停车位 ai, 我们记 L 为序列 (a1, a2, . . . , an), 称为一个长度为 n 的偏好停车位函数, 定义参数

θ(L) = n. 以 Ωn 表示长度等于 n 的偏好停车位函数的集合, 令 Ω :=
∪

n>0 Ωn. 易知

Ωn = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ {0, 1, . . . , n}}, |Ωn| = (n+ 1)n.

司机按其指标顺序依次进入停车区域,每个司机都先开到他偏好的车位,如果这个车位是空的,则停这

个车位, 否则停到顺时针方向下一个空的车位上. 这样, 对任意 L ∈ Ω, 最后均有一个车位是空的, 记

其指标为 δ(L). 若 δ(L) = 0, 则称 L 是一个泊车函数. 以 Ωn 记长度为 n 的泊车函数的集合, 令

Ω =
∪
n>0

Ωn, θ = θ |Ω .

1969 年, Riodan 证明了如下定理.
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定理 5.3 [39] 对任意 k ∈ {0, 1, . . . , n}, 令 Ωn,k := {L ∈ Ωn | δ(L) = k}, 则 |Ωn,k| = |Ωn|, 与 k 的

选取无关.

因此, (Ω, θ, δ) 是泊车函数 (Ω, θ) 的均匀划分扩张.

除了泊车函数,我们也希望在其他组合模型上研究均匀划分问题,如树、不相交分拆 [40] (noncross-

ing partition) 等.

6 公开问题

给定正整数集 A, 2003 年, Eu 等人 [41] 分别研究了两类 Dyck 路: 满足山峰高度不能为 A 中数的

Dyck 路; 满足山峰高度必须包含于 A 的 Dyck 路. 他们的一个主要结果是, 当 A 为正偶数集时, 第一

类 Dyck 路的数目为移位的 Motzkin 数; 而当 A 为正奇数集时, 第一类 Dyck 路的数目为 Riodan 数.

他们还得到了其他正整数集 A 上的结果. 在他们之前, Deutsch [42] 证明了 A = {1} 时第一类 Dyck 路

的数目为 Fine数 [43]. 其他相关结果参见文献 [44,45]. 我们感兴趣的问题是,如何定义 Ω,使得 (Ω, θ, δ)

为这两类 Dyck 路的均匀划分扩张.

前文中提到的格路都位于二维平面上, 在三维空间中也可以定义格路. 设

S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},

记以 S 为步集从 (0, 0, 0) 出发走到 (n, n, n) 的格路的集合为 Ωn, 定义参数 θ 为格路步数的 1/3. 易知

|Ωn| =
(

3n

n, n, n

)
.

记 Ωn 为 Ωn 中经过的每个点的坐标均满足 z > y > x 的格路的集合, |Ωn| 称为三维 Catalan 数, 由文

献 [46] 可知,

|Ωn| =
2

(n+ 1)2(n+ 2)

(
3n

n, n, n

)
.

令

N(n) =
(n+ 1)2(n+ 2)

2
,

则有

|Ωn| = N(n)|Ωn|.

一个自然的问题是, 如何在 Ωn 上定义一个自然的、有趣的扩张参数 δ, 使得 (Ω, θ, δ) 为 (Ω, θ) 的均匀

划分扩张.

致谢 作者对审稿人的意见和建议表示衷心的感谢.
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38 Song C. Combinatorial theory of q, t-Schröder polynomials, parking functions and trees. PhD Thesis. Philadelphia:

University of Pennsylvania, 2004

39 Riordan J. Ballots and trees. J Combin Theory, 1969, 6: 408–411

40 Chen W Y C, Deng E Y P, Du R R X, et al. Crossings and nestings of matchings and partitions. Trans Amer Math

Soc, 2007, 359: 1555–1575

41 Eu S-P, Liu S-C, Yeh Y-N. Dyck paths with peaks avoiding or restricted to a given set. Stud Appl Math, 2003, 111:

453–465

42 Deutsch E. Dyck path enumeration. Discrete Math, 1999, 204: 167–202

43 Fine T. Extrapolation when very little is known about the source. Inform Control, 1970, 16: 331–359

44 Mansour T. Counting peaks at height k in a Dyck path. J Integer Seq, 2002, 5: 1–10

1401



马俊等: 均匀划分

45 Peart P, Woan W J. Dyck paths with no peaks at height k. J Integer Seq, 2001, 4: 1–6

46 MacMahon P A. Combinatory Analysis. New York: Chelsea Pub Co, 1960
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Abstract If a set can be partitioned into disjoint subsets which have the same cardinality, then we call the set

has a uniform partition. The classic Chung-Feller theorem says that a free Dyck path has a uniform partition,

and one of the subsets is a Dyck path. In this paper, from classic Chung-Feller theorem and its generalizations,

we survey the research on uniform partitions for combinatorial objects.
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