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�� � K = k(
√

θ) �������, k ������, K̃ = k(
√−θ) �������

���.� K, k � K̃ ������� hK , hk � hK̃ , ������ p-adic L-��,���

���� h− = hK/hk � h̃− = hK̃/hk �� 2 �������.

��� �� ��� p-adic L- �� ��

MSC(2000) ���� 11M9, 11R29

1 ��

Ankeny���� [1]������� k ��� h(k)�������,�������:

� k ������ p ≡ 1 (mod 4), � ε = (t + u
√

p)/2 � k �����, �

h(k) u/t ≡ B(p−1)/2 (mod p),

�� B(p−1)/2 � Bernoulli�. ������ [2]��������������. ����

�� [3] ���	���������������. ������ [4, 5] �������

������������������. ��� [6]����������������.

��� 2 ����, ������ [7] ���������� Q(
√

m) �������

Q(
√−m)������� 8��������. ������������,������

��� 2 ����������.

��� K �������, k ������. �� K = k(
√

θ) (�� θ ∈ k). � K̃ =

k(
√−θ) ����������. ��� K, k ���� F, f ; K, K̃, k ���� hK , hK̃ , hk.

� hK/hk = h−, hK̃/hk = h̃− �� K � K̃ ��
��. ��� [8] �, �� K/k ��
�

��� E, ��

N = NK/k(E) = ±1, Q = (UK : 〈ε, E, Eσ〉) = 1 � 2,

�� UK �	 K ����, ε � k �����, σ � Gal(K/Q) �
��. �������

��.
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�� 1.1 � 16|F, F �= 16. � f = 8u, u ���� p ≡ 1 (mod 4), trK/k(E) = 2a+

2b
√

2u(a, b ∈ Z), ����� K � K̃ ��
���������:

(I.1) b h− ≡ 0 (mod 4Q) (N = 1 �);

(I.2) (1 − a2) h− ≡ 2Q h̃− (mod 8Q) (N = 1 �);

(I.3) h− ≡ 0 (mod 4Q) (N = −1 �);

(I.4) h̃− ≡ 0 (mod 4) (N = −1 �).

�� 1.2 � 8 ‖ F, f ≡ 5 (mod 8). � F1 = F/8. � trK/kE = (2a+b)+b
√

f (a, b ∈ Z),

����� K � K̃ ��
����:

(II.1) h−(a2(1 − a2) + b2(f−1
2 a2 − 3)) ≡ QF1 h̃− (mod 4Q);

(II.2) h−(2ab(1 − ab) + b2(f−1
2 − 1 − 3b2)) ≡ 0 (mod 4Q).

�� 1.3 � 4 ‖ F, F �= 20, f ≡ 5 (mod 8), � trK/kE = (2a + b) + b
√

f (a, b ∈ Z), �

���� K � K̃ ��
����:

(III.1) b2h− ≡ 0 (mod Q);

(III.2) b2h− ≡ Qh̃− (mod 2Q).

�� 1.4 � 2 � F, v2(trK/kE) � 1, � trK/kE = (2a + b) + b
√

f (a, b ∈ Z), ����

� K � K̃ ��
����:

(IV.1) b2h− ≡ 0 (mod Q);

(IV.2) 2b2h− ≡ QFh̃− (mod 4Q).

� 1.5 �������	��� [5, 9].

��� 1.1�, 	 F = 80,� trK/kE = 14 + 10
√

2 (� a = 7, b = 5), N = −1, Q = 1,�

�� (I.3), (I.4) �� h− ≡ 0 (mod 4), h̃− ≡ 0 (mod 4).

��� 1.2 �, 	 F = 40,� f = 5, F1 = 5, trK/kE = 4 + 2
√

5 (� a = 1, b = 2), Q = 1,

��� (II.1) �� h̃− ≡ 0 (mod 4).

��� 1.3 �, 	 F = 52, � f = 13, trK/kE = 3 +
√

13 (� a = 1, b = 1), Q = 1, ��

� (III.2) �� h− ≡ h̃− (mod 2).

��� 1.4 �, 	 F = 85, � f = 17, trK/kE = 76 + 20
√

17 (� a = 28, b = 20), Q = 2.

��� (IV.2) �� h̃− ≡ 0 (mod 4).

2 ������

��� [10]�, ����� K ��� F 	�����:

F = 2βp1 · · · pr,

�� β = 0, 2, 3, 4, pi (i = 1, . . . , r) �������.

� 16|F �, � K ���� K̂ �
�� χ ��� χ = χ2χp1 · · ·χpr1
χpr1+1 · · ·χpr , �

� χ2 ���� 16, χpi (1 � i � r1) �� pi ������, χpj (r1 < j � r) �� pj ��

���, � k ��� f = 8p1 · · · pr1 . �� 2-Techmüler ω ���� 4, �� χ2 �= ω. ��,

k = Q(
√

2p1 · · · pr1).

� 8 ‖ F �, 
 χ ������, χ = χ2χp1 · · ·χpr1
χpr1+1 · · ·χpr , � f = p1 · · · pr1 . ��,

�� χ2 ���� 8, �� χ2 �= ω. ��, k = Q(
√

f).
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� 4 ‖ F �, 
 χ ��� χ = χ2χp1 · · ·χpr1
χpr1+1 · · ·χpr , � f = p1 · · · pr1 , χ2 = ω, k =

Q(
√

f). �� χp1 ������, �� pi ≡ 1 (mod 4) (i = 1, . . . , r1).

� 2 � F �, � χ ��� χ = χp1 · · ·χpr1
χpr1+1 · · ·χpr , � f = p1 · · · pr1 , k = Q(

√
f).

���������, � 16 � F �, ��	� f ≡ 5 (mod 8). ��	��, p1, . . . , pr1 �

	����� pi ≡ 5 (mod 8), � 2 ��� pi �����, �� χp1(2) · · ·χpr1
(2) = ± i.

3 ������

���� (�
�� [11, 12]), 
�� n � Abel �� K, ��� h(K) ����

2n−1h(K)Rp(K)√
d(K)

=
∏

χ∈X,
χ �=1

(
1 − χ(p)

p

)−1

Lp(1, χ),

�� Rp(K)�K � p-adic	��, X = K̂ � K �
� Dirichlet��	���, Lp� p-adic

L-��, d(K) �� K ����. 
���������� K = k(
√

θ), � K̂ = X = 〈χ〉, �
	

23hKRp√
d(K)

= y−1
1 y−1

2 y−1
3 Lp(1, χ)Lp(1, χ2)Lp(1, χ3), (3.1)

�� yi = 1 − χi(p)/p (i = 1, 2, 3).
� K ����� k ��� hk, 	����
2hkRp(k)√

d(k)
= y−1

2 Lp(1, χ2). (3.2)

��� (3.1) ���� (3.2) ��
4h−R−

p

F
= y−1

1 y−1
3 Lp(1, χ)Lp(1, χ3), (3.3)

�� R−
p = Rp(K)/Rp(k), ����
	��.


�� K ��������� K̃, �� K̃ � CM �, �� ̂̃K = 〈χ̃〉, χ̃ = χω. 	�

h̃− = hK̃/hk = Q̃z
∏

η∈�K̃,

η(−1)=−1

(
− 1

2
B1,η

)
,

�� Q̃ � k � K̃ ������
�, Q̃ = 1 � 2, z � K̃ �������. ��� [8] �,

Q̃ = 1, z = 2 (K̃ �= Q(ζ5)) � 10 (K̃ = Q(ζ5)). � K̃ = Q(ζ5) �, K = Q(ζ20 + ζ−1
20 ), K ��

� hK = 1, ����	���
��, ��	� z = 2. ��	

h̃− =
1
2
B1,χ̃B1,χ̃3 .

��	 p = 2, 
 F ���	��
.

� F � 2 ���, � F = 16 ((Z/8Z)× ��� 2 
����), �� K = Q(ζ16 +

ζ−1
16 ), K, k, K̃ ���
� 1, ����	����. ��, 
� p = 2, K̂ �
�� χ 
�

����� (�: ���
�
� p ������). ��� [13], 	

L2(1, χi) ≡ L2(0, χi) (mod 8), i = 1, 2, 3. (3.4)

� 4|F �, y1 = y3 = 1, ��� (3.4) 	��� (3.3), ��

4h−R−
2

F
≡ L2(0, χ)L2(0, χ3) (mod 8). (3.5)
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� 2 � F �,��	� f ≡ 5 (mod 8),	 χ(2) = ± i, χ3(2) = ∓ i,�� y−1
1 y−1

3 = (1− i
2 )−1(1+

i
2 )−1 = 4

5 , � (3.4) �	� (3.3) ���

h−R−
2

F
≡ 5L2(0, χ)L2(0, χ3) (mod 8). (3.6)

���� (�
�� [14]) L2(0, χi) = −(1 − χiω−1(2))B1, χiω−1 	� (3.5) � (3.6), ��

4|F �,
4h−R−

2

F
≡ (1 − χω−1(2))(1 − χ3ω−1(2))B1, χω−1B1, χ3ω−1

≡ 2 (1 − χω−1(2))(1 − χ3ω−1(2))h̃−(mod 8). (3.5.1)

2� F �,
h−R−

2

F
≡ 5(1 − χω−1(2))(1 − χ3ω−1(2))B1,χω−1B1,χ3ω−1

≡ 2 (1 − χω−1(2))(1 − χ3ω−1(2))h̃−(mod 8). (3.6.1)

�� 1 16|F. ��, �� χ2 �= ω, �� 1 − χω−1(2) = 1 − χ3ω−1(2) = 1, � F = 16F1,

��� (3.5.1) ��

16|F �,

h−R−
2 ≡ 8F1h̃

− (mod 32). (3.7)

�� 2 8 ‖ F. ��, � χ2 �= ω, �� 1 − χω−1(2) = 1 − χ3ω−1(2) = 1, � F = 8F1, �

�� (3.5.1) �

8‖F �,

h−R−
2 ≡ 4F1h̃

− (mod 16). (3.8)

�� 3 4 ‖ F. ��, �� χ2 = ω, f ≡ 5 (mod 8), �� (1− χω−1(2))(1 − χ3ω−1(2)) =

(1 − i)(1 + i) = 2, � F = 4F1, ��� (3.5.1) ��

4‖F �,

h−R−
2 ≡ 4F1h̃

− (mod 8). (3.9)

�� 4 2 � F. ��, 1 − χω−1(2) = 1 = 1 − χ3ω−1(2), �� (3.6.1) ��

2 � F �,

h−R−
2 ≡ 2F h̃− (mod 8). (3.10)

4 �����

� T = trK/k(E), N = NK/k(E) = ±1, � E = 1
2 (T ±√

T 2 − 4N). ����	, 
	�

E = 1
2 (T +

√
T 2 − 4N), Eσ = 1

2 (T −√
T 2 − 4N). ��� [5] �, R−

2 = 2(log2
2 E + log2

2 Eσ)/Q.

��	��� log2
2 E+log2

2 Eσ(mod 32)�����,����	���.�		� v2(T ) � 1,

�� v2 � Q2 ��
�
�	
, v2(2) = 1. �����
�����, � 16|F � 4|F �
f ≡ 5 (mod 8) �, �	 v2(T ) � 1.

� A = 2E = T +
√

T 2 − 4N, Ā = 2Eσ,� v2(A) = v2(Ā) = v2(2). � B = NTA/2, B̄ =

NTĀ/2, � v2(B) = v2(B̄) = v2(T ) � 1. ��,

log2 E =
1
2

log2(E
2) =

1
2

log2

(
1 − NT

2
(T +

√
T 2 − 4NT )

)
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=
1
2

log2(1 − B) ≡ −1
2

(
B +

B2

2
+

B3

3
+

B4

4

)
(mod 16),

log2
2 E ≡ 1

4

(
B2 + B3 +

11
12

B4 +
5
6
B5 +

13
36

B6 +
1
6
B7 +

1
16

B8

)
(mod 32).

�� B + B̄ = NT
2 (A+ Ā) = NT 2, B · B̄ = T 2

4 A · Ā = T 2

4 (T 2−T 2 +4N) = NT 2,� Z = NT 2,

�	

B2 + B̄2 = (B + B̄)2 − 2(B · B̄) = Z2 − 2Z,

B3 + B̄3 = (B2 + B̄2)(B + B̄) − BB̄(B + B̄) = (Z2 − 2Z)Z − Z2 = Z3 − 3Z2,

B4 + B̄4 = (B2 + B̄2)2 − 2(BB̄)2 = Z4 − 4Z3 + 2Z2,

B5 + B̄5 = (B4 + B̄4)(B + B̄) − BB̄(B3 + B̄3) = Z5 − 5Z4 + 5Z3,

B6 + B̄6 = (B3 + B̄3)2 − 2(BB̄)3 = Z6 − 6Z5 + 9Z4 − 2Z3,

B7 + B̄7 = (B6 + B̄6)(B + B̄) − BB̄(B5 + B̄5) = Z7 − 7Z6 + 14Z5 − 7Z4,

B8 + B̄8 = (B4 + B̄4)2 − 2(BB̄)4 = Z8 − 8Z7 + 20Z6 − 16Z5 + 2Z4,

��	

log2
2 E + log2

2 Eσ ≡ 1
4

(
(Z2 − 2Z) + (Z3 − 3Z3) +

11
12

(Z4 − 4Z3 + 2Z2)

+
5
6
(Z5 − 5Z4 + 5Z3) +

13
36

(Z6 − 6Z5 + 9Z4 − 2Z3)

+
1
6
(Z7 − 7Z6 + 14Z5 − 7Z4)

+
1
16

(Z8 − 8Z7 + 20Z6 − 16Z5 + 2Z4)
)

(mod 32)

≡ 1
4

(
− 2Z − 1

6
Z2 +

7
9
Z3 +

1
8
Z4

)
(mod 32).

����� F �����,��� R−
2 ����,	������� (3.7)–(3.10)�,	��

�������	.

5 ����

5.1 16|F ���
�� 5.1 � trK/k(E) = T = α + β

√
2u (α, β ∈ Z), � 2 ‖ α, � 4|β (� N = 1 �) �

2 ‖ β (� N = −1 �).

��

E =
1
2
(T +

√
T 2 − 4N) =

1
2
(
α + β

√
2u +

√
α2 + 2β2u + 2αβ

√
2u − 4N

)
,

�� K ������, ���� Y ∈ Z ��

(α2 + 2β2u − 4N)2 − 4α2β2 · 2u = Y 2 · 2u, (5.1)

���� 2|α. � α = 2a, 	� (8) ��

(4a2 + 2β2u − 4N)2 − 16a2β2 · 2u = 2Y 2u, (5.2)

��	 4|2Y 2u, 2|Y, 8|2Y 2u, 	�	 8|(4a2 + 2β2u − 4N)2. 
	 4|2β2u, 2|β. � β = 2b, 	

� (5.2) ��

(4a2 + 8b2u − 4N)2 − 128a2b2u = 2Y 2u, (5.3)
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��	 16|2Y 2u, 4|Y, 32|2Y 2u, �� 32|(4a2 + 8b2u − 4N)2, 2|(a2 − N), a ���, � 2 ‖ α.

N = 1�, 4a2 − 4N ≡ 0 (mod 32), (5.3)���� ≡ 0 (mod 64),�� 8|Y, (4a2 + 8b2u−
4N)2 ≡ 0 (mod 128), 2|b.

N = −1 �, 4a2 − 4N ≡ 8 (mod 32), � 2|b, � (5.3) ��� ≡ 64 (mod 128), 64 ‖ 2Y 2u,

��, �� 2 � b.

�� 1.1 ��� 
�������, � T = 2a + 2b
√

2u, � Z = NT 2 = 4N(a2 +

2b2u + 2ab
√

2u),

R−
2 ≡ 2

Q
· 1
4

(
− 8N(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u) − 1

6
· 42(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)2

+
7
9
· 43(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)3 +

1
8
· 44(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)4

) (
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(
− 2N(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u) − 2

3
(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)2

+
7
9
· 16(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)3 + 8(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)4

) (
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(
− 2N(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u) − 2

3
(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u)2 +

7
9
· 16 + 8

) (
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(−2N(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u) − 22(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u)2 + 16 + 8)
(

mod
64
Q

)

≡ 2
Q

(−2N(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u) + 10(a4 + 4b4u2 + 12a2b2u + 4a3b
√

2u + 8ab3u
√

2u) + 24)(
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(−2N(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u) + 10(1 + 4b4 + 12b2 + 4ab
√

2u + 8b3
√

2u) + 24)(
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(2 − 2N(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u) + 10(4b4 + 12b2 + 4ab
√

2u + 8b3
√

2u))
(

mod
64
Q

)
.

≡ 2
Q

(2 − 2N(a2 + 2b2u + 2ab
√

2u) + 8ab
√

2u + 16b3
√

2u)
(

mod
64
Q

)
,

N = 1 �, 2|b, ��	

R−
2 ≡ 2

Q
(2 − 2(a2 + 2b2) + 4ab

√
2u)

(
mod

64
Q

)
.

	������� (3.7) ��,

h− 2
Q

(2 − 2a2 − 4b2 + 4ab
√

2u) ≡ 8F1h̃
− (mod 32).

�� 2 � Q2(
√

2u) ���, Q(
√

2u) ∩ 2OQ2(
√

2u) = 2OQ(
√

2u), ��������� Q(
√

2u)

���, ���� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

h− · 2
Q

(2 − 2a2 − 4b2) ≡ 8F1h̃
− (mod 32),

h− · 2
Q

· 4ab ≡ 0 (mod 32).
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Q = 1 �, ⎧⎨
⎩ h−(1 − a2 − 2b2) ≡ 2F1h̃

− (mod 8),

h− · ab ≡ 0 (mod 4),

� ⎧⎨
⎩ h̃− ≡ 0 (mod 4),

bh− ≡ 0 (mod 4).

Q = 2 �, ⎧⎨
⎩ h−(1 − a2 − 2b2) ≡ 4F1h̃

− (mod 16),

h− · ab ≡ 0 (mod 8),

� ⎧⎨
⎩ bh− ≡ 0 (mod 8),

(1 − a2)h− ≡ 4h̃− (mod 16).

N = −1 �, 2 � b, ��	

R−
2 ≡ 2

Q
(2 + 2(a2 + 2b2u + 2ab

√
2u) + 8ab

√
2u + 16

√
2u)

(
mod

64
Q

)

≡ 2
Q

(2 + 2a2 + 4u + 12ab
√

2u + 16
√

2u)
(

mod
64
Q

)
.

	������� (3.7) �

h− · 2
Q

(2 + 2a2 + 4u + 12ab
√

2u + 16
√

2u) ≡ 8F1h̃
−(mod 32).

Q = 1 �, ⎧⎨
⎩ h−(1 + a2 + 2u) ≡ 2F1h̃

− (mod 8),

h−(6ab + 8b) ≡ 0 (mod 8),

� ⎧⎨
⎩ h−(1 + u) ≡ F1h̃

− (mod 4),

h− ≡ 0 (mod 4),

�

h− ≡ 0 (mod 4), h̃− ≡ 0(mod 4).

Q = 2 �, ⎧⎨
⎩ h−(1 + a2 + 2u) ≡ 4F1h̃

− (mod 16),

h−(6ab + 8b) ≡ 0 (mod 16),

�������

h− ≡ 0 (mod 8),

	�������

4F1h̃
− ≡ 0 (mod 16),
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�

h̃− ≡ 0 (mod 4).

5.2 8‖F ���

	�
 K/k � 2-adic ��. ��	� f ≡ 5 (mod 8), �� 2 � k ��	. � 2 � θ �,

v2(Disc(1,
√

θ)) = v2(4θ) = v2(4), �� 4|(F/f), �� {1,
√

θ} � K/k � 2-adic ��, ��


�
�� α ∈ OK , �� 2-adic �� x, y �� α = x + y
√

θ. � 2| θ �, ������
�

�	��
��, {1,
√

θ} �� K/k � 2-adic ��. � E = x + y
√

θ, x, y ∈ k � 2-adic �

�, � T = 2x, v2(T ) � 1. �� 2 � k ��	, � k ��	��� {1, 1+
√

f
2 }, ����

T = 2(a + b 1+
√

f
2 ) = (2a + b) + b

√
f (a, b ∈ Z).

���� R−
2 , 	����� 1.2. � a + b 1+

√
f

2 = T1,
1+

√
f

2 = v, � v2 = v + f−1
4 . �

f−1
4 = g. �� f ≡ 5 (mod 8), �� g ≡ 1 (mod 2).

T 2
1 = a2 + b2v2 + 2abv = (a2 + b2g) + b(2a + b)v,

T 4
1 = (a2 + b2g)2 + b2(2a + b)2v2 + 2b(2a + b)(a2 + b2g)v

= a4 + 2a2b2g + b4g2 + b2(2a + b)2g + b(2a + b)(2ab + b2 + 2a2 + 2b2g)v

≡ a4 + 2a2b2g + b4 + b2(2a + b)2g + b(2a + b)(2ab + b2 + 2a2 + 2b2g)v (mod 8)

≡ a2 + b2v (mod 2),

T 8
1 ≡ a4 + 2a2b2v + b4v2 (mod 4)

≡ a2 + b2(g + v) + 2a2b2v (mod 4)

≡ a2 + b2(g + v) + 2a2b2v (mod 4)

≡ a2 + b2g + (2a2 + 1)b2v (mod 4).

	� R−
2 ����
��

R−
2 ≡ 2

Q
· 1
4

(
− 2N · 4NT 2

1 − 1
6
(4NT 2

1 )2 +
7
9
(4NT 2

1 )3 +
1
8
(4NT 2

1 )4
)

(mod 32)

≡ 2
Q

(−2T 2
1 − 6T 4

1 + 8T 8
1 )

(
mod

32
Q

)

≡ 2
Q

(−2a2 − 2b2g − 2b(2a + b)v

− 6(a4 + 2a2b2g + b4 + b2(2a + b)2g + b(2a + b)(2ab + b2 + 2a2 + 2b2g)v)

+ 8(a2 + b2g + 2a2b2v + b2v))
(

mod
32
Q

)

≡ 2
Q

(2a2(1 − a2) + 2b2(2a2g − 3) + (4ab(1 − ab) + 2b2(2g − 1 − 3b2))v)
(

mod
32
Q

)
,

	������� (3.8) �

h− 2
Q

(2a2(1 − a2) + 2b2(2a2g − 3)

+ (4ab(1 − ab) + 2b2(2g − 1 − 3b2))v) ≡ 4F1h̃
− (mod 16),

h−(a2(1 − a2) + b2(2a2g − 3)

+ (2ab(1 − ab) + b2(2g − 1 − 3b2))v) ≡ QF1h̃
− (mod 4Q),
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⎧⎨
⎩ h−(a2(1 − a2) + b2(2a2g − 3)) ≡ QF1h̃

− (mod 4Q),

h−(2ab(1 − ab) + b2(2g − 1 − 3b2)) ≡ 0 (mod 4Q),

� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

h−
(

a2(1 − a2) + b2

(
f − 1

2
a2 − 3

))
≡ QF1h̃

− (mod 4Q),

h−
(

2ab(1 − ab) + b2

(
f − 1

2
− 1 − 3b2

))
≡ 0 (mod 4Q).

5.3 4‖F ���

� 5.2 
���
, ��,

T 2
1 = a2 + b2v2 + 2abv = (a2 + b2g) + b(2a + b)v,

T 4
1 = (a2 + b2g)2 + b2(2a + b)2v2 + 2b(2a + b)(a2 + b2g)v

≡ a2 + 2a2b2 + b2(1 + g) + b2(2a2 + 3)v (mod 4).

	� R−
2 ����
��:

R−
2 ≡ 2

Q
(−2T 2

1 − 6T 4
1 )

(
mod

16
Q

)

≡ 2
Q

(−2a2 − 2b2g − 2b(2a + b)v − 6(a2 + 2a2b2 + b2(1 + g) + b2(2a2 + 3)v))
(

mod
16
Q

)

≡ 2
Q

(4a2b2 + 2b2 + 4b2v)
(

mod
16
Q

)
.

	������� (3.9) �:

h− 2
Q

(4a2b2 + 2b2 + 4b2v) ≡ 4h̃− (mod 8),⎧⎨
⎩ h−(2a2b2 + b2) ≡ QF1h̃

− (mod 2Q),

b2h− ≡ 0 (mod Q).

�

b2h− ≡ 0 (mod Q), b2h− ≡ Qh̃− (mod 2Q).

5.4 2 � F ���

��, 	� v2(T ) � 1. �� f ≡ 5 (mod 8), 2 � k ��	, �� T = 2(a + b 1+
√

f
2 ) =

(2a + b) + b
√

f (a, b ∈ Z). � 5.3 
���
��,

T 2
1 = a2 + b2v2 + 2abv = (a2 + b2g) + b(2a + b)v.

T 4
1 = (a2 + b2g)2 + b2(2a + b)2v2 + 2b(2a + b)(a2 + b2g)v

≡ a2 + 2a2b2 + b2(1 + g) + b2(2a2 + 3)v (mod 4).

	� R−
2 ����
��:

R−
2 ≡ 2

Q
(−2T 2

1 − 6T 4
1 )

(
mod

16
Q

)

≡ 2
Q

(−2a2 − 2b2g − 2b(2a + b)v − 6(a2 + 2a2b2 + b2(1 + g) + b2(2a2 + 3)v))
(

mod
16
Q

)

137



����: �������� 2�������

≡ 2
Q

(4a2b2 + 2b2 + 4b2v)
(

mod
16
Q

)
.

	������� (3.10) �

h− 2
Q

(4a2b2 + 2b2 + 4b2v) ≡ 2h̃− (mod 8),⎧⎨
⎩ h−(4a2b2 + 2b2) ≡ QF1h̃

− (mod 4Q),

b2h− ≡ 0 (mod Q),

�

b2h− ≡ 0 (mod Q), 2b2h− ≡ QF1h̃
− (mod 4Q).
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