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引力波孤立子的能量问题

葛 墨 林
*

( 南开数学研究所理论物理研究室
, 天津 )

摘 要

本文用引力场具有第一类约束的正则形式讨论 了 eB l i n sk y 一 az k ha or 、
( B z ) 引

力波孤立子的能量问题
.

关键词 : 引力波
,

孤立子
,

引力场能量的正则形式

自从 B e l i n s k y一 Z a k h a r o v 〔, ,指出度规仅仅依赖于时间
名
与坐标

二 的 E i n s t e i n 方程属于可

积系统以来
,

引力波孤立子的研究一直引起人们很大的兴趣
.

使用 B z 解生成技术
,

可以由

给定的种子解生成一系列新的孤立子解
,

这为求解 iE sn t e i n
方程新引力波解提供了系统方

案
.

B Z 引力的线元为

一 d s ,

~ f (
r , z

) (一 d才
,

+ d z ,

) + g
召 b ( , , z ) d : a

j x b ,

( 1 )
,

其中
。 , b 一 1 , 2 ,

ga ; 组成 2 x Z矩阵
,

以 g 表示
.

取光速
` 一 1 的单位

,

可以引人光锥坐

标 杏~ ( : + `
) / 2 与 刀 ~ (

: 一 ,
) / 2

, g 的行列式 d et g ~ 矿 仅仅依赖于 互与 :
.

B Z 生成

技术的一个重要特点是在解的生成过程 中保持 de t g 不变
,

也就是说
,

任何
“

规格
”
化的多孤

立子解度规的 de t g 与种子解的行列式相同
.

不同的种子解可以引出一系列新的引力波孤

立子解
.

众所周知
,

在 B z 工作的基础上
, B z 引力波孤子解的研究获得了很大的成功

汇11 .

但

是相关的引力波孤立子的能量问题却一直没能够解决
.

然而
,

我们知道
,

原始的
“

孤立子
”

的概

念却是与空间中能量的局部性质密切相关的
.

因而判断引力波孤立子能量行为是个很重要的

问题
.

阻碍成功地讨论这种能量问题的主要原因在于熟知的引力场能量
一

动量张量的晓张量

性质
.

关于这个鹰张量
,

历史上很多作者曾提出过多种具体形式
,

然而也引起过许多争论
,

因而

似乎单纯基于这些鹰张量本身讨论引力波孤立子的能量是不能令人很好信服的
,

还由于 BZ

多个孤立子解的复杂性等原因
,

对 B z 引力波孤立子能量间题的讨论事实上没有多大进展
.

然而近十年来
,

满足渐近平坦边界条件的引力场能量正定性定理
〔2J 的成功讨论

,

使我们对

引力场能量问题的认识有了新的飞跃
.

在文献 〔2〕的基础上
, F a d d e e v 用物理语言系统地总

结了引力场作为具有第一类约束的 H a m ilt
o n
正则形式 3[] ,

这些工作成功地解决了引力场的

能量问题
.

众所熟知
,

在讨论引力场能量时
,

由于等效原理
,

没有必要要求引力场局域能量处处正定
,

物理的要求应是全空间整体能量非负川
.

在通常四维时空的讨论中
,

常常要求当
r ” co 时引
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力度规以特定幂次
“

均匀
”

地趋于零
.

这对于椭球对称的稳定引力场 (如E r s nt 方程 )是显然的
。

这一要求实际是孤岛状引力源的结果
.

我们知道引力场具有第一类约束的H o mt l io n形式是

电磁场的直接推广
,

唯一的不同在于从电磁场的能量表达式 ( B
,

+ 石
, ,

B 为磁场
,

E 为电

场 )可以直接读 出其正定性 ( C
o ul o m b 作用表现为约束 )

,

而引力场则不显然 t3]
.

因而上述对 y

幂次衰减均匀性的要求相当于电磁理论中
“

点源
.
的对应

.

然而
,

我们知道
,

以 F 。 ,

F
” ,

为拉氏

密度的电磁理论具有第一类约束的 H a m il t on 形式完全适合于对电磁波能量的讨论
,

这在电

磁理论是不言而喻的
,

因为空间整体能量的概念并不依赖于
,

号1起
”

这一能量是质点还是场
.

这

一事实在表达形式上的不同仅仅在于对沿
二
轴传播的电磁波

,

这只能定义沿
`
轴单位截面积

柱体的能量
.

现在我们将这一显然的物理考虑应用于引力波的情况
.

BZ 曾详细地讨论了依

赖于 (t
, :

) 的引力波孤子问题
〔幻 ,

作者也曾采用新的行波种子解讨论了行波型孤子解 1[]
.

这

些解存在于有限的空间区域
,

有的是不传播的
,

有的是能传播的
,

而且行为上象一个引力粒子
.

象讨论电磁波一样
,

我们可以在经典引力理论中限制所有度规分盘只依赖于 ( , , :
) 两个变

量
,

然后利用 B z 线元直接代人
,

计算垂直于 z 轴的单位截面柱体的能量
。

在此
,

我们不先验

地作任何能量正定性假定
,

而是从直接模型相关的计算绪果作出有关能量值的断言
.

这就如

同在电磁理论中
,

将磁场
、

电场直接代人求能量一样
.

但现在情况要比电磁场平面波情况要好

得多
,

因为现在的引力波是孤子
,

其沿
`
轴收敛程度很高

,

事实上
,
这种处理在 l 十 l 维孤子

理论的 能量讨论中是司空见惯的
.

其主要不同在于存在两个系列的约束气

如上所述
,

如果我们只讨论经典理论
,

就可以将引力场拉氏函数的变形限制在度规分量只

依赖于 ( ; ,

)z 的引力场
,

也就是将文献〔3J 中的形式直接限制在 B z 引力上
.

换句话说
,

如果

不考虑路径积分
,

可以直接将这一限制加于经典 H o m i h on 系统
,

因而用具有第一类约束的正

则形式讨论 BZ 引力
.

这样一来
,

不但可以把 BZ 引力波孤立子能量问题的讨论建立在严格的

基础之上
,

而且还将大大简化运算的过程
,

当然
,

这种处理不能推广到量子引力
,

因为这样作

不可能包括偏离相空间经典轨道任何起伏的贡献
,

然而对经典理论
,

这样作是很可靠的
.

在本文中我们将在文献〔31 的基础上讨论 BZ 引力波孤立子的能量 问题
.

由引力场正则

形式的一般讨论
,

它的正确性不局限于引力场 能量
一
动量鹰张最所引起的不确定性

.

我们的结

果如下
:

( l) 得到了沿传播方向 (z 轴 )单位截面柱面内 B z 引力波能量的一般公式
,

它的形式

极其简单
,

仅依赖于
:
~ 士 co 处的 d et g 的性质 ;

(z ) 由于 B z 引力波孤立子解的生成不改变 d et g (规格化以后 )
,

因而任何复杂的孤立

子的引力能均等于生成它的种子解的能量 ;

(3 ) 因而当
:

, 士 co 时
,

没有任何奇异行为的引力波孤立子具有零能量
,

这与引力场 能

量正定性定理以及引力场 自身高度非线性祸合性质相符 ;

(4 ) 以 L an da
u 形式的引力场能量

一
动量鹰张量独立地计算了相应的能量

,

给出与上述

正则形式相同的结果
.

这与文献 [ 3] 的普遍结论一致
.

我们首先从文献〔31 的引力场正则形式出发
.

引力系统的拉氏函数

乙 一

!
( dx )了瓜广

` r二“ 一 :rr :)r + ` 小 ( 2 )

可 以改写为具有第一类约束的广义 aH m ilt on 形式



16 6 2中 国 科 学 (A辑 ) 19 9 8年

L一

!
(、 · ) (。 了,、 f* + 了`

J

一 ` 。 C。
一 “ “ C , 一 ” ,

,

( 3 )

其中 脚 ,
~ 1

,

; i ,
、

1
,

及~ 1 , 2 , 3 ,

且

了
“ 一 砂 h0 “ 一 h0

。
万“ ,

。
,

一 了汤扩
, ,

( 4 )

重复指标代表求和
.

在 ( 3) 式中不定乘子
· n

,

1
;

h o友

凡
一

~
1 十 二石 , 凡”

~ 弧 ,

h
口 U

人
V v

( , )

而第一类约束为

c
。
~ 口`力口“

”

(仃 ; , fl 。 ,

一 汀 * . 几*
。

) + 丫 R
,

一 T 。。 ,

( 6 )
c * 一 Zv * ( 叮“ n ` ,

) 一 Zv
,

( n
“ fl 、* ) 一 T 。* ,

( 6
`

)

其中 八
。

与 乙 * 为物质的能
一

动张量部分
,

了 一 de (t g 、
口

, R 。
一 g f

气。汀急一 。 。 了几十 二几丫从 一 丫几礁户
.

( 7 )

R。
为与 iy , 相应的标曲率

。

系统的 H a m ilt
o n
量为

h 一 一 C。
一 口刀 ,宁̀气 ( 8 )

现在我们将这个一般形式应用到线元 ( 1)
,

并且在经典场情况加上 g ~ g (t
,

的的限制
,

此

时对三维体积的积分约化为对 dz 的积分 (设横截面为 1 )
,

于是拉氏量与 H a m ilt o n 量变为

L 一 {
d z ( “ ,、 、 “ 一 ` O C。

+ ` “ C* 一 h )
,

( 9 )

。

一 !
“ · ( C。

+ 。矛。 ,、 ` , ,
·

( 1 0 )

单位横截面的能量为

E ~ H }~ 一
召门二 n

( 1 1 )

上式中引力常数 左取为 1
.

形如 ( l) 式的度规给出

酬 ~ 一 a ,

护乡 ~ 时扩
” ,

尸
3
~ 。 ,

。
“ b

~ 一 a ,

fg
a b , 。” 3

一 一 a , ,

其余为零
.

( 1 2 )

相应的克氏符号为

r品一 r ;
3

一 r晶一杏
( 1· ` ,

,t

r弘一 r 益一 r ;
。

一乡
( 1· ` ,

, ·

r 豁一 r ` 一

合
g

a `

( g
` 去
,
,,

( g
a。
)

,
, ,

( g
a占

)
, 二 ,

( 1 3 )

工刀上对
一一一一

~ r岌~ 立
一

g
“ `

( g
c乡
)

, : ,

艺

其中下标中的逗号
“ , ”

表示相应的偏微商
.

于是经过标准的计算
〔叼
我们有

R 3

一

六
`2 ( `一 ,

, : ·

+ 仁( ·̀ ` ,
, ·

“
2
+

仓
t r ( g 一 g

, ·

g 一 ` 、
, ·

,

+ 扩
`
[(二 , )

, : :

一 ( 、
。 `

)
, 二

。
。 “
( 、

` ;
)

, :

r +
一

{
一

( l。 。 )
, :

( l。 。
)

. :

艺
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` . . . . . . . . . . . . .

~-一
. .曰 . . .自 . . . . . .叫 . . . . . .口 ., 闷 . . . . . . 曰 . . .

+ ( In a
)

, ,

( I n 。 )
,

小 ( 14 )

C 。
~ ( qa b

几
, )

,

一 qa bqC d几
`
刀。 `

+ 2宁, ,刀3:

qa b几吞 + a fR
, .

( 15 )

将上面诸式代人 ( 1 1) 式
,

并满足约束
,

得到
几

E

一 (
` · ( 、

3 3

,

一 !
“ ·

(一 )
, · :

一

}
` ·

了几
一 ( ` 6 )

其中
: 一 。

: 二

( 矛 )/ 了舟 为单位长度
、

单位截面内的引力能密度
.

非常有趣的简洁的形式便

可以从 ( 16 )式得到

石 ~ ( d e t g )
, ,

( 1 7 )

上式告诉我们
,

引力波的能量仅仅与 士 oQ处的 d e t g 的微商有关
,

它立即导致以下结论
:

( l) 由于 B z 解生成技术在规格化之后不改变 d e t g
,

所以任何生成的解与其种子解的能

量相同
:

( 2) 如果物理上要求
:
* 士 co 时

,

引力波孤立子渐近平坦
,

即

ga 式 ; ,

)z 一 8ae 平滑
, z
一 士 co ( 18 )

则 ( 17 )式给出零结果
.

在 B Z 以前工作中
,

种子解一般不依赖于
: ,

因此
,

行为 良好的孤立子解具有 零引力能
,

即

E 一 0
.

如果不使 E 一 0 ,

则必定使解具有某种奇异性
.

( 1 5) 式所导致的结果
,

从物理上看是非常 自然的
.

因为没有物质奇点
,

也没有任何因引力

自作用而引起的奇点并具有 良好边界行为的引力场必定具有零能量
.

而此时的孤立子 由于引

力场的高度非线性 自作用形成
“
斥力

’ ,

与
“

引力
” 的平衡

,

这在正能定理允许的范围导致能量为

零
.

按文献 〔3] 的分析
,

从正则形式代人约束后得出的结论与 iE sn t e in 原始的引力场能量
一

动

量鹰张量的计算结果是一致的
.

然而在 B z 理论中孤立子的生成过程不改变引力常数的阶

数
,

这表示在这个理论中
,

玩dn
a u 形式鹰张量应当给出相同的结果

.

下面我们 用具体计算

验证这个考虑
.

在 畏~
`
~ l 单位 中

, L an d au 形式鹰张量
;兰

,

~ ( z r了
,

r 二
,

一 r笠
, r 孚

。

一 r 艾
。 r 犷

,

) (扩
孟g

, t

一 g “ ,

砂
r

)

+ g “ i g
r “

( r 艾
p r 犷

。

一 几 r f
,

一 r 二
, r f

:

一 r 艾
,

r 二
,

)

十 扩怡竹 ( r 犷
,

叮
。

+ 件 r 贫
,

一 r言
。

叮
,

一 r 认r 二
。

)

+ g “ 扩
p

( r 豁群
,

一 群 J :
p

)
.

( 19 )

对 B z 引力它可以化为 嵘 ~ g二俨 的表达式

心一 9 00 { Zr 弘r几+ Zr 弘r几一 Zr孔r灿一 r乙r知一 2鳄0r 盆一 r乱r之
;
}

一 a呈广 { 4 ( r 弘)
2

一 4 ( I’ 豁)
2

一 s I’0" 珠 + 8 I’ 弘毯 一 3 ( I’ 益)
,

斗 3 ( r 弘)
`
+ 瑞几 一 r复r 弘}

十 : 。

{Z r ;
3 r灿一 Z r益r乞

。
+ Zr 乡r 灿一 4瑞 r知一 r几r 乞, + r叙r 二

,
}

+ ( g0
。

)
,

{ g
。。占之[ 2 ( r豪

3

)
,

一 2 (殊 )
,

+ Zr盈
,

几 一 4万、 r 益一 ( r 益)
’
+ r叙瑞 1

+ 乡 3

此L4 r品珠 一 2此
,

鳄
。

+ r 命r宝
, 一 r品珠乃

+ 斗广 { 2 (川0) 一 2 ( r弘)
,

+ 瑞瑞
。 一 ( r 鼓) U

一 s00 嵘【r 弘r弘一 r红珠 l }
.
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将有关克氏符号代人上式
,

注意到上式可化为

雌 ~ 跳 { r 豁侧
。 + 琉群

, 一 Zr 品r韶一 Z r ;
, r 乳一 3 ( r 弘)

,

一 ( aort )
,

}

+ 子已{ Z r氮r 弘一 2裂
, r 豁一 Zr 品r弘一 4 r乱r ;, }

,

经过计算得到

( 2 0 )

,: 一 兴、。: 。a 。
, , ,

+ 。 a
, : :

+ 2 (
a

, :

)
2

〕

l 〔尤

+ 2叉 [ aa
, , :

+
。

,

声
, :

] }
.

( 2 1 )

考虑到 。 “ ,

一
`, , : : ,

于是得到

, : 一 会 (
a a

, 二

)
, 二 ,

“ J

( 2 2 )

即有

了二奋
。 : 一 2。

:

(
a 。

, 二

) 一 (
a ,

)
, , , .

( 2 3 )

上式与 由正则形式得到的 ( 16 ) 式是完全一样的
.

这样
,

具有第一类约束的正则形式的

BZ 理论中
,

引力辐射能与 aL dn
a u 鹰张量结果是相同的

.

这与文献 〔3 1的一般提法相符
.

现

在有趣之处是
,

引力波孤立子也符合这个结论
.

通过以上讨论
,

可以看到
,

从具有第一类约束的正则形式出发
,

讨论 B z 引力的孤立子解

的能量问题是非常可靠和方便的
.

而且还可以看到
,

由于引力场的高度非线性自作用
,

引力场

形成的孤立子在能量行为方面有它 自己的特点
,

而无奇异的 Bz 引力波孤立子将具有零能量

的物理行为
.

因此
,

从这个意义上说
,

现有一些 B Z 引力孤子解具有奇异行为可能不完全是坏

事
,

它们或许正反映了作为引力
“

孤子
”
的物理行为

.

如何将这些结果推广到
。 ,

b 一 1 , 2 ,

…
、

N ( N ) 3 )
’ , , 的相应可积理论

,

是个有物理兴趣的课题
.

作者感谢延智达
、

eB l i sn k y 和 K u hc ar 及吴泳时的有益讨论和帮助
.
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