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摘要 Bent函数是非常特殊的组合对象,在序列、差集、编码和密码等领域都有重要应用. 近年来,形

如 Trnk (P (x)) 的 bent函数吸引了大量目光, 其中 k = 1 或 k = n/2 且 P (x) ∈ F2n [x]. 本文在前人研究

的基础上进一步研究二项式函数 F (x) = Trnk (x
2k−1 + axr(2k−1)) (k = n/2 > 2) 的向量 bent 性, 其中 r

为奇数. 对于 r | 2k + 1 的情形, 本文得到了 F 满足向量 bent 性的一个充要条件, 从而, 对所有 n 和

a ∈ F∗
2n 都完全确定了 F 的向量 bent 性. 而对于 r - 2k + 1 的情形, Muratović-Ribić 等 (2014) 曾提

出过不存在此类向量 bent 函数的猜想. 通过引入 Lucas 公式, 对 r 分别等于 5、7、9 及所有的 n 和

a ∈ F∗
2n , 本文也完全得到了 F 的向量 bent 性. 特别地, 本文找到了一些反例, 否定了 Muratović-Ribić

等 (2014) 提出的猜想.
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1 引言

Bent 函数是由 Rothaus [1] 于 1976 年提出的一类非常重要的布尔函数. 这类函数和全体仿射布

尔函数之间具有最大的 Hamming距离. 它们在序列、差集、编码和密码等领域都有重要应用. 目前对

bent 函数已经有了大量研究, 但是对其进行完整的分类仍是一个遥不可及的目标, 并且看上去似乎是

一项不可能完成的任务 (参见文献 [2]).

对迹函数表示的单项式 bent 函数, 即形如 Trn1 (ax
d) 的 bent 函数的构造已经有了较丰富的研究

结果 (参见文献 [3–8]). 一些迹函数表示的二项式 bent 函数也已经被构造出来 (参见文献 [9–11]), 其

中文献 [10,11] 是利用 Niho 型指数来进行构造.

Youssef和 Gong [12] 提出了超 bent函数的概念. 一个 n-元布尔函数 f 称为是超 bent的,如果对

任意与 2n − 1 互素的正整数 i, f(xi) 都是 bent 函数. 接着 Charpin 和 Gong [7] 利用 Dickson 多项式

与 Kloosterman 和刻画了一类形如
∑

r∈R Trn1 (arx
r(2k−1)) 的超 bent 函数, 其中 n = 2k, R 是模 2k + 1
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的分圆陪集代表元集. 文献 [5] 证明了这样的超 bent 函数都属于 PSap 类, 这是所谓的 partial spread

(PS) bent 函数类的一个子类 (参见文献 [13]). 近年来, 通过对这些函数添加一些小项得到了许多类

似的超 bent 函数 (如文献 [14–19]).

布尔函数的 bent 和超 bent 性都可以很自然地推广到向量布尔函数上. 一个 m- 维的 n- 元向量

布尔函数 F = (f1, . . . , fm) : F2n → F2m 称为是向量 bent 的, 如果它的分量函数 f1, . . . , fm 的所有非

零线性组合都是 bent 函数, 等价地, 对任意的 λ ∈ F∗
2m , 布尔函数 Trm1 (λF ) 都是 bent 的. 函数 F 称

为是向量超 bent 的, 如果对任意与 2n − 1 互素的正整数 i, F (xi) 都是向量 bent 函数. Nyberg [20] 证

明了向量 bent 函数只有当 m 6 n/2 时才存在, 还根据已知的 bent 函数构造了几类相应的向量 bent

函数. 此后又有更多的向量 bent 函数被找到 (参见文献 [21, 22]). 这些构造都是通过合适地挑选出 m

个 bent 函数使得它们的所有非零线性组合都是 bent 函数的方法得到的. 此外, 形如

F (x) = Tr2kk

( t∑
i=1

aix
ri(2

k−1)

)

的向量布尔函数的向量 bent 性还可以通过文献 [23] 介绍的方法直接验证.

对于单项式函数, 文献 [24] 证明了, 如果 xd 是 F22k 上的置换且 Tr2k1 (axd) 是 bent 函数, 则

Tr2kk (axd)是向量 bent的. 多项式函数 Trnm(
∑r

i=1 aix
di)的向量 bent性与 Trn1 (

∑r
i=1 aix

di)的 bent性

之间也有类似的关系 (参见文献 [23]). 此外, 文献 [23] 还得到了 F (x) = Trnm(
∑t

i=1 aix
ri(2

k−1)) 是向量

bent 函数的三个等价刻画. 其中一个非常重要的刻画是, F 为向量 bent 函数当且仅当 F 限制在 F∗
22k

的 2k + 1 阶子群 U 上时, F∗
2k 中的每个元都恰好被取值一次而零元被取值两次. 从而, 判断 F 是否为

向量 bent函数的问题就转化成了确定一些与 F 在 U 上取值相关的初等对称多项式的系数的问题.最

终, 文献 [23] 得到了 F 满足向量 bent 性时, 参数 ai 和 ri 必须满足的一些条件. 例如, 所有的参数 ri

都必须是奇数. 另一个重要工作是, 文献 [25] 证明了属于 PSap 类的形如 Tr2kk (
∑2k

i=1 aix
i(2k−1)) 的向

量 bent 函数都是向量超 bent 的, 并且这种函数的确切数目为 (2k + 1)!2k−1.

基于上述工作, 文献 [23,25] 提出了刻画形如 Trnm(
∑t

i=1 aix
ri(2

k−1)) 且项数较少的向量 bent 函数

的问题. 其中文献 [23] 证明了所有单项式函数 Tr2kk (axr(2k−1)) 都不是向量 bent 函数. 而对于二项式

函数

F (x) = Tr2kk (x2k−1 + axr(2k−1)),

若其满足向量 bent 性且 r | 2k + 1, 则 r 必为 3; 此外还得到了 r = 3, r - 2k + 1, 且 F 为向量 bent 函

数时, 参数 a 需满足的一些条件.

本文继续探讨 F (x) = Trnk (x
2k−1 + axr(2k−1))的向量 bent性, 证明了当 r | 2k +1时, 文献 [23]得

到的必要条件是充要的,从而完全确定了该情形下 F 的向量 bent性. 对于 r - 2k+1的情形,我们首先

化简了文献 [23]得到的计算关联 F 在 U 上取值的一些系数 sl 的公式. 然后结合强有力的 Lucas公式

和 U 的群结构, 计算得到了一些关键的 sl 的数值, 从而完全确定了 r - 2k + 1 及 r 分别等于 5、7 和 9

时 F 的向量 bent性. 尤其值得一提的是,针对文献 [23]中提出的关于不存在此类二项式向量 bent函

数的猜想, 我们找到了一些反例.

本文的剩下内容安排如下: 第 2 节给出向量 bent 函数的背景和基本概念, 简单回顾关于 F (x)

= Tr2kk (x2k−1+axr(2k−1))的向量 bent性的结果,并化简计算 sl的公式;第 3节完全确定 r | 2k+1时 F

的向量 bent 性; 第 4–6 节依次分情形讨论并完全确定 r - 2k + 1 及 r 分别等于 5、7 和 9 时 F 的向量

bent 性; 第 7 节对本文作简要总结.
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2 预备知识

本节简要介绍文献 [23]得到的关于一类函数的向量 bent性质的结果.我们用 Trnk (x)表示从有限

域 F2n 到其子域 F2k 的迹函数, 也即

Trnk (x) :=

n/k−1∑
i=0

x2ik = x+ x2k + x22k + · · ·+ x2n−k

.

设 U 是循环群 F∗
22k 的 2k + 1 阶子群, 则有

∪
u∈U uF∗

2k = F∗
22k . 因此, 对每个 x ∈ F∗

22k , 都存在唯

一的 u ∈ U 和 z ∈ F∗
2k 使得 x = uz.

关于向量布尔函数 F (x) = Tr2kk (
∑t

i=1 aix
ri(2

k−1)) 的向量 bent 性有如下的刻画.

定理 1 (参见文献 [23, 定理 2]) 设 n = 2k 且 F (x) = Trnk (
∑t

i=1 aix
ri(2

k−1)), 则下列结论等价:

(1) F 是 k 维向量 bent 函数;

(2)
∑

u∈U (−1)Tr
k
1 (λF (u)) = 1, ∀λ ∈ F2k ;

(3) 存在两个元 u1, u2 ∈ U 使得 F (ui) = 0, i = 1, 2, 且 F 是从 U \ {u1} 到 F2k 的双射;

(4) 在展开式∏
u∈U

(x− F (u)) = x2k+1 + σ1x
2k + · · ·+ σex

2k+1−e + · · ·+ σ2k−1x
2 + σ2kx+ σ2k+1

中, 系数 σe 都是初等对称多项式, 满足 σ2k−1 = 1, 且对任意奇数 1 6 e 6 2k + 1 都有 σe = 0.

根据定理 1 给出的等价条件, 判断 F 是否为向量 bent 函数的问题就转化成了判断系数

σe =
∑

06i1<i2<···<ie62k

F (αi1)F (αi2) · · ·F (αie)

是否满足 σ2k−1 = 1, 且对任意奇数 1 6 e 6 2k + 1 都有 σe = 0, 其中 α 是 U 的一个生成元. 然而, 这

些系数的计算是非常困难的.

令

si =
∑
u∈U

F (u)i, ∀ 0 6 i 6 2k + 1, (2.1)

则由 Newton 公式可得, 在有限域 F2n 中,

sl + σ1sl−1 + σ2sl−2 + · · ·+ lσl = 0, ∀ 1 6 l 6 2k + 1. (2.2)

由 (2.2) 知, 判断系数 σe 是否满足 σ2k−1 = 1, 且对其他满足 1 6 e 6 2k + 1 的奇数 e 都成立 σe = 0

的问题又转化成了判断 sl 是否满足 s2k−1 = 1, 且对其他满足 1 6 l 6 2k + 1 的奇数 l 都成立 sl = 0.

注意到对向量布尔函数

F (x) = Tr2kk (x2k−1 + γzxr(2k−1)), γ ∈ U , z ∈ F∗
2k ,

以及任意的 u ∈ U , 都有

F (u) = u2 + u−2 + zγu2r + zγ−1u−2r. (2.3)
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由于 x2 是 U 的一个置换, 根据定理 1 可知, F 为向量 bent 函数当且仅当

F̃ (u) = u+ u−1 + zγur + zγ−1u−r (2.4)

限制在 U 上时, F∗
2k 的每个元恰好被取值一次而零元被取值两次. 进一步, 若将 (2.1) 中的 F (u) 都替

换成 F̃ (u), 和式的值不变. 从而可将 (2.1) 化为 (详见文献 [23])

sl =
∑

i1+i2+i3+i4=l;

i1−i2+r(i3−i4)≡0 (mod 2k+1)

(
l

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 , (2.5)

其中的多项式系数定义为 (
l

i1, i2, i3, i4

)
=

l!

i1!i2!i3!i4!
.

文献 [23] 还证明了, 对任意奇数 l, 成立∑
i1+i2+i3+i4=l;

i1−i2+r(i3−i4)=0

(
l

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 = 0.

因此, 当 l 为满足 lr < 2k + 1 的奇数时, 总有 sl = 0. 事实上, 我们还注意到对任意的奇数 l 和任意的

偶数 d, 总有 ∑
i1+i2+i3+i4=l;

i1−i2+r(i3−i4)=±d(2k+1)

(
l

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 = 0.

这是因为方程组 i1 + i2 + i3 + i4 = l,

i1 − i2 + r(i3 − i4) = d(2k + 1)

无非负整数解. 从而, 若 l 为奇数且 2k + 1 6 lr < (2J + 1)(2k + 1), 其中 J 为使得该不等式成立的最

小的整数, 则 (2.5) 可进一步化简为

sl =
∑

06j6J−1

∑
i1+i2+i3+i4=l;

i1−i2+r(i3−i4)=±(2j+1)(2k+1)

(
l

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 . (2.6)

不难看出, 对每个给定的整数 j, 0 6 j 6 J − 1, 关于 i1、i2、i3 和 i4 的线性方程组i1 + i2 + i3 + i4 = l,

i1 − i2 + r(i3 − i4) = (2j + 1)(2k + 1)
(2.7)

和 i1 + i2 + i3 + i4 = l,

i1 − i2 + r(i3 − i4) = −(2j + 1)(2k + 1)
(2.8)
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的非负整数解通过映射: (i1, i2, i3, i4) 7→ (i2, i1, i4, i3)一一对应.因此,若 (i1, i2, i3, i4)是 (2.7)的一个满

足
(

l
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2)的非负整数解,则 zi3+i4(γi3−i4 +γi4−i3)必是 sl 的表达式 (2.6)中的一项.并

且 sl 的每一项均可通过这种方式得到. 于是,由 (2.6)计算 sl 时,我们只需要对每个整数 0 6 j 6 J−1

求得方程组 (2.7) 的所有非负整数解 (i1, i2, i3, i4), 并确定所有多项式系数
(

l
i1,i2,i3,i4

)
的奇偶性. 后者

比前者更困难. 为便于判断这些系数的奇偶性, 下面引入 Lucas 公式的一个结果.

设 a 和 b 均为非负整数且其二进制表示为 a = (amam−1 · · · a0)2, b = (bmbm−1 · · · b0)2, 也即

a =
m∑
i=0

ai2
i, b =

m∑
i=0

bi2
i,

且 ai, bi ∈ {0, 1}, ∀ 0 6 i 6 m, 则有相应的 Lucas 公式(
a

b

)
≡

(
a0
b0

)(
a1
b1

)
· · ·

(
am
bm

)
(mod 2),

从而,
(
a
b

)
≡ 1 (mod 2) 当且仅当对每个 0 6 i 6 m 都有 bi 6 ai (参见文献 [26]). 我们用记号 b ≼ a 表

示 bi 6 ai, ∀ 0 6 i 6 m, 否则记作 b ̸≼ a.

文献 [23] 讨论了 r | 2k + 1, 以及 r - 2k + 1 且 r = 3 时, F (x) = Tr2kk (x2k−1 + γzxr(2k−1)) 的向量

bent 性, 其中对于 r | 2k + 1 的情形, 他们得到了下列主要结果.

定理 2 (参见文献 [23, 定理 9]) 设 2k + 1 = rD, 其中 D 为正整数. 若 F 为向量 bent 函数, 则

必有 r = 3, γD = 1, γ ̸= 1 且 z = Trnk (ω
D)(Trnk (γ))

−1, 其中 ω 是 U 的一个生成元.

引理 1 (参见文献 [23, 引理 4]) 若定理 2 的条件满足, 则当 D > 4 时, sD+4 = 0 当且仅当

zD−2(γ + γ−1)(γ + γ−1 + z(z2 + 1)) = 0.

而对于 r - 2k + 1 且 r = 3 的情形, 设 2k + 1 = 3D + 2, Muratović-Ribić 等 [23] 也找到了一些使 F

成为向量 bent 函数的必要条件. 例如, 根据文献 [23, 引理 5] 知, 必须满足 z = Trnk (γ
D+1). 基于这些

必要条件, 他们提出了如下猜想.

猜想 1 (参见文献 [23, 猜想 1]) 设 k > 2 为偶数且 n = 2k, 则对任意的 λ ∈ F∗
2n ,

F (x) = Trnk (x
2k−1 + λxr(2k−1))

都不是向量 bent 函数.

文献 [27] 试图证明该猜想 1 成立, 但随后文献 [28] 更正了一个错误并声明该猜想仍是一个公开

问题.

在接下来的几节中, 我们继续深入研究二项式函数 F (x) = Tr2kk (x2k−1 + γzxr(2k−1)) 在 r | 2k + 1

以及 r - 2k+1且 r分别等于 5、7和 9的情形下的向量 bent性. 我们得到的主要结果是,对于 r | 2k+1

的情形, 我们证明了由文献 [23] 得到的使得 F 成为向量 bent 函数的必要条件同时也是充分的, 从而

完全确定了该情形下 F 的向量 bent 性. 而对于 r - 2k + 1 且 r 分别等于 5、7 和 9 的情形, 我们通

过利用 Lucas 公式计算得到 sl 的一些非常重要的数值, 也完全确定了 F 的向量 bent 性. 尤其重要的

是, 我们得到了猜想 1 的一些反例.

3 r | 2k + 1 的情形

当 r | 2k+1时,若 F (x) = Trnk (x
2k−1+γzxr(2k−1))满足向量 bent性,则必有 r = 3 (见本文定理 2),

从而 k 为奇数. 在下面的定理中, 我们将证明, 若 r = 3, k 为奇数且 k > 5, 则不存在满足定理 2 和
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引理 1 给出的所有条件的函数. 因此可得结论: 对于 r | 2k + 1 的情形, F 满足向量 bent 性只可能是

k = 3.

定理 3 设 r = 3, k 为奇数且 k > 5, 则 F 不是向量 bent 函数.

证明 令 2k + 1 = 3D. 若 F 是向量 bent 函数, 由定理 2 可得 γD = 1, γ ̸= 1 且

z = Tr2kk (ωD)(Tr2kk (γ))−1,

其中 ω 是 3D 阶循环群 U 的一个生成元. 于是, ωD 是 3 阶元, Tr2kk (ωD) = ωD + ω−D = 1, 可得

z = (Tr2kk (γ))−1 =
1

γ + γ−1
. (3.1)

由于 k > 5, 根据引理 1, 有

γ + γ−1 + z(z2 + 1) = 0.

结合 (3.1) 并化简可得 z4 + z2 + 1 = 0, 从而, z ∈ F∗
2k 是 3 阶元, 于是 3 | 2k − 1. 又 3 | 2k + 1, 从而

3 | 2, 矛盾. 所以, F 不可能为向量 bent 函数.

当 k = r = 3 时, D = 3. 若 F 满足向量 bent 性, 根据定理 2 有 γ3 = 1, γ ̸= 1 且 z = (γ + γ−1)−1

= 1. 另一方面, 文献 [23, 例 2] 已经验证了 γ 为 3 阶元时函数 F (x) = Tr63(x
7 + γx21) 是向量 bent 函

数. 因此, 我们可总结上述结果如下.

定理 4 设 r | 2k + 1, 则

F (x) = Tr2kk (x2k−1 + γzxr(2k−1))

为向量 bent 函数当且仅当 r = k = 3, z = γ3 = 1 且 γ ̸= 1.

4 r - 2k + 1 且 r = 5 的情形

本节考虑函数 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx5(2k−1)) 在 5 - 2k + 1 时的向量 bent 性. 由于 2 ∈ Z∗

5 是 4

阶元, 因此, 对任意整数 m, 有

2k + 1 mod 5 =



2, k = 4m,

3, k = 4m+ 1,

0, k = 4m+ 2,

4, k = 4m+ 3.

4.1 k = 4m 的情形

首先考虑 k = 4m 的情形. 可设 2k + 1 = 5D + 2, 则

D =
24m − 1

5
=

1

5
(24 − 1 + 24(24 − 1) + · · ·+ 24(m−1)(24 − 1))

= 3(1 + 24 + · · ·+ 24(m−1)) = (11001100 · · · 110011︸ ︷︷ ︸
4m−2

)2. (4.1)
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引理 2 设 k = 4m > 4, 则

sD+8 = zD−1(γD−1 + γ−(D−1)).

证明 易知由 (2.6) 计算 sD+8 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 2i1 + 3i2 + 5i4 = 19, 结

合 (4.1) 和 Lucas 公式可算得 (2.7) 的唯一满足
(

D+8
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的非负整数解为 i1 = 8, i2 = 1,

i4 = 0, i3 = D − 1. 因此, sD+8 = zD−1(γD−1 + γ−(D−1)).

定理 5 设 k = 4m > 4, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx5(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 假如 F 是向量 bent 函数, 则 sD+8 = 0. 由引理 2 得 zD−1(γD−1 + γ−(D−1)) = 0, 于是

γD−1 + γ−(D−1) = 0, 进而 γD−1 = 1. 由于 D − 1 = 2k−6
5 且 7 - 2k − 6, 可知

gcd(D − 1, 5D + 2) = gcd(D − 1, 7) = 1,

于是 γ = 1, 矛盾. 事实上, 若 γ = 1, 则对任意 u ∈ U , 都有 F̃ (u) = u + u−1 + zu5 + zu−5, 从而,

F̃ (u) = F̃ (u−1), 与定理 1(3) 矛盾.

再考虑 k = 4 的情形, 此时 2k + 1 = 17, 2k − 1 = 15, D = 3.

定理 6 对任意的 z 和 γ, F (x) = Tr84(x
15 + γzx75) 都不是向量 bent 函数.

证明 根据 (2.5) 可算得

s11 =
∑

i1+i2+i3+i4=11;
i1−i2+5(i3−i4)=±17,±51

(
11

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 = z2(γ2 + γ−2) + z10(γ10 + γ−10),

s15 =
∑

i1+i2+i3+i4=15;
i1−i2+5(i3−i4)=±17,±51

(
15

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 = Tr41(z

6(γ2 + γ−2) + z14(γ10 + γ−10)).

如果 F 是向量 bent 函数, 就有 s11 = 0 且 s15 = 1. 而由 s11 = 0 显然可得 s15 = 0, 矛盾.

4.2 k = 4m+ 1 的情形

本小节假定 k = 4m+ 1. 此时 2k + 1 = 5D + 3, 且

D =
24m+1 − 2

5
= (11001100 · · · 1100110︸ ︷︷ ︸

4m−1

)2. (4.2)

定理 7 若 k = 4m+ 1 > 5, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx5(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 根据 (2.6) 计算 sD+5, 此时 J = 1. 由线性方程组 (2.7) 可得 2i1 + 3i2 + 5i4 = 11. 从而

可得 (2.7) 的唯一满足
(

D+5
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的非负整数解 i1 = 0, i2 = 2, i3 = D + 2, i4 = 1. 因此

sD+5 = zD+3(γD+1 + γ−(D+1)).

若 F 是向量 bent 函数, 则 sD+5 = 0, 即 zD+3(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 从而 γD+1 = 1. 易见

gcd(D + 1, 5D + 3) = gcd(D + 1, 2) = 1,

所以 γ = 1, 矛盾.
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4.3 k = 4m+ 3 的情形

本小节设 k = 4m+ 3, 此时存在正整数 D 使得 2k + 1 = 5D + 4.

定理 8 设 k = 4m+ 3, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx5(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 由 (2.6)计算 sD+2,此时 J = 1,且由线性方程组 (2.7) (l = D+2)可得 2i1+3i2+5i4 = 3,

从而, (2.7) 有唯一非负整数解 (i1, i2, i3, i4) = (0, 1, D + 1, 0). 由于
(

D+2
0,1,0,D+1

)
=

(
D+2
1

)
≡ 1 (mod 2), 所

以 sD+2 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

若 F 是向量 bent函数,则 sD+2 = 0,即 zD+1(γD+1+γ−(D+1)) = 0,从而 γD+1 = 1.又 gcd(D+1,

5D + 4) = gcd(D + 1, 1) = 1, 于是 γ = 1, 矛盾.

综合定理 2 和 5–8 的结果, 可得本节主要结论如下.

定理 9 对任意整数 k > 2 和任意 a ∈ F22k , F (x) = Tr2kk (x2k−1 + ax5(2k−1)) 都不是向量 bent

函数.

5 r - 2k + 1 且 r = 7 的情形

本节考虑 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx7(2k−1)) 在 7 - 2k + 1 时的向量 bent 性. 注意到 2 ∈ Z∗

7 是 3 阶

元, 对任意整数 m, 成立

2k + 1 mod 7 =


2, k = 3m,

3, k = 3m+ 1,

5, k = 3m+ 2.

5.1 k = 3m 的情形

设 k = 3m, 此时存在正整数 D 使得 2k + 1 = 7D + 2, 且

D =
23m − 1

7
=

1

7
(23 − 1 + 23(23 − 1) + 26(23 − 1) + · · ·+ 23(m−1)(23 − 1))

= 1 + 23 + 26 + · · ·+ 23(m−1) = (100100 · · · 1001︸ ︷︷ ︸
3m−2

)2. (5.1)

引理 3 设 k = 3m, 则 sD+2 = zD(γD + γ−D).

证明 由 (2.6)计算 sD+2时, J = 1. 由线性方程组 (2.7) (l = D+2)可得 3i1+4i2+7i4 = 6,从而得

到 (2.7)的唯一非负整数解 i1 = 2, i2 = 0, i4 = 0, i3 = D. 又由 (5.1)可得
(

D+2
2,0,0,D

)
=

(
D+2
2

)
≡ 1 (mod 2),

从而 sD+2 = zD(γD + γ−D).

引理 4 设 k = 3m > 6, 则 sD+6 = zD(γD + γ−D) + zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 由 (2.6) 计算 sD+6 时, J = 1. 由线性方程组 (2.7) 可得 3i1 + 4i2 + 7i4 = 20, 从而得到方

程组 (2.7) 的所有满足
(

D+6
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的非负整数解以及 sD+6 的各项如下:

(1) i1 = 4, i2 = 2, i4 = 0, i3 = D. 根据 (5.1) 可算得(
D + 6

4, 2, 0, D

)
=

(D + 6)(D + 5)

2

(
D + 4

4

)
≡ 1 (mod 2),

从而, zD(γD + γ−D) 是 sD+6 的项.
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(2) i1 = 0, i2 = 5, i4 = 0, i3 = D + 1. 由 (5.1) 可得(
D + 6

0, 5, 0, D + 1

)
=

(
D + 6

5

)
≡ 1 (mod 2),

从而, zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) 也是 sD+6 的项. 因此结论成立.

定理 10 设 k = 3m, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx7(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 假设 F 满足向量 bent性, 则 sD+2 = 0. 由引理 3知, zD(γD + γ−D) = 0, 从而 γD = 1. 当

k = 3 时, D = 1, 则有 γ = 1, 矛盾. 当 k > 6 时, 还有 sD+6 = 0. 由引理 4 可得 zD+1(γD+1 + γ−(D+1))

= 0, 从而 γD+1 = 1. 于是也有 γ = 1, 矛盾.

5.2 k = 3m+ 1 的情形

本小节假设 k = 3m+1和 F (x) = Trnk (x
2k−1+γzx7(2k−1)),此时存在正整数D使得 2k+1 = 7D+3,

且由 (5.1) 可知,

D =
23m+1 − 2

7
= (100100 · · · 10010︸ ︷︷ ︸

3m−1

)2. (5.2)

引理 5 设 k = 3m+ 1 > 4, 则 sD+5 = zD(γD + γ−D) + zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 由 (2.6) 计算 sD+5 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 3i1 + 4i2 + 7i4 = 16, 从而得

方程组 (2.7) 的所有非负整数解以及 sD+6 的各项如下:

(1) i1 = 4, i2 = 1, i4 = 0, i3 = D. 由 (5.2) 可得 4 ≼ D + 4, 于是,(
D + 5

4, 1, 0, D

)
= (D + 5)

(
D + 4

4

)
≡ 1 (mod 2),

从而, zD(γD + γ−D) 是 sD+6 的一项.

(2) i1 = 3, i2 = 0, i4 = 1, i3 = D + 1. 由 (5.2) 可得 3 ̸≼ D + 4, 于是,(
D + 5

3, 0, 1, D + 1

)
= (D + 5)

(
D + 4

3

)
≡ 0 (mod 2).

(3) i1 = 0, i2 = 4, i4 = 0, i3 = D + 1. 由于 4 ≼ D + 5, 于是,(
D + 5

0, 4, 0, D + 1

)
=

(
D + 5

4

)
≡ 1 (mod 2),

从而, zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) 是 sD+6 的一项. 因此结论成立.

引理 6 设 k = 3m+ 1 > 7, 则 sD+9 = zD−1(γD−1 + γ−(D−1)).

证明 由 (2.6) 计算 sD+9 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 3i1 + 4i2 + 7i4 = 30. 从

而得到方程组 (2.7) 的唯一满足
(

D+9
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的解 (i1, i2, i3, i4) = (10, 0, D − 1, 0). 因此,

sD+9 = zD−1(γD−1 + γ−(D−1)).

定理 11 若 k = 3m+ 1 > 7, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx7(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 若 F 是向量 bent函数,则 sD+5 = 0且 sD+9 = 0. 由引理 6得 zD−1(γD−1+γ−(D−1)) = 0,

进而 γD−1 = 1. 注意到 gcd(D − 1, 7D + 3) = gcd(D − 1, 5), 那么 gcd(D − 1, 7D + 3) 只能是 1 或者 5,

从而 γ 的阶只能为 5. 于是有

(γ + γ−1)3 = γ3 + γ−3 + γ + γ−1 = 1.
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由引理 5 知, 成立 zD(γD + γ−D) + zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 并注意到 γD−1 + γ−(D−1) = 0, 可得

z =
γD + γ−D

γD+1 + γ−(D+1)
=

1

γ + γ−1
.

所以 z3 = 1, z 必为 3 阶元 (若 z = 1, 可得 γ 为 3 阶元, 矛盾).

考虑从 U 到 F2k 的映射

F̃ (u) = u+ u−1 + zγu7 + zγ−1u−7,

根据定理 1 知, F∗
2k 中每个元必恰好取值一次, 而零元取值两次. 然而, 计算可得

F̃ (γ2) = γ2 + γ−2 + z(γ15 + γ−15) = (γ + γ−1)2 = z−2 = z,

F̃ (γ4) = F̃ (γ−1) = γ + γ−1 + z(γ6 + γ−6) = (z + 1)(γ + γ−1) = (z + 1)z−1 = z.

因此 F̃ (γ2) = F̃ (γ4), 矛盾. 所以, F 不是向量 bent 函数.

接下来考虑 k = 4 时 F 的向量 bent 性, 此时 2k + 1 = 17, 2k − 1 = 15 且 D = 2.

定理 12 向量布尔函数 F (x) = Tr84(x
15 + γzx105) 不是向量 bent 函数.

证明 由 (2.5) 可算得

s15 =
∑

i1+i2+i3+i4=15;
i1−i2+7(i3−i4)=±17,±51,±85

(
15

i1, i2, i3, i4

)
zi3+i4γi3−i4 = Tr41(z(γ + γ−1) + z3(γ3 + γ−3)).

若 F 是向量 bent 函数, 则 s7 = 0 且 s15 = 1. 由引理 5 可得 z2(γ2 + γ−2) + z3(γ3 + γ−3) = 0. 于

是, s15 = Tr41(z
2(γ2 + γ−2) + z3(γ3 + γ−3)) = 0, 矛盾.

5.3 k = 3m+ 2 的情形

本小节讨论 k = 3m + 2 时 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx7(2k−1)) 的向量 bent 性. 此时存在正整数 D

使得 2k + 1 = 7D + 5, 且由 (5.1) 可知,

D =
23m+2 − 4

7
= (100100 · · · 100100︸ ︷︷ ︸

3m

)2. (5.3)

定理 13 设 k = 3m+ 2 > 5, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx7(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 由 (2.6) 计算 sD+3 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 3i1 + 4i2 + 7i4 = 8. 因此,

方程组 (2.7) 有唯一非负整数解 i1 = 0, i2 = 2, i4 = 0, i3 = D + 1. 由 (5.3) 可得 2 ≼ D + 3, 从而(
D+3

0,2,0,D+1

)
=

(
D+3
2

)
≡ 1 (mod 2). 所以 sD+3 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

若 F 为向量 bent 函数, 则 sD+3 = 0, 即 zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 可得 γD+1 = 1. 而

gcd(D + 1, 7D + 5) = gcd(D + 1, 2) = 1,

于是 γ = 1, 矛盾.

下面考虑 k = 2 时 F 的向量 bent 性. 此时 2k + 1 = 5, 2k − 1 = 3.

定理 14 函数 F (x) = Tr42(x
3 + γzx21) 是向量 bent 函数当且仅当 z = 1, γ5 = 1 且 γ ̸= 1.
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证明 只需考虑 z ̸= 0 且 γ ̸= 1 的情形. 计算可得

F (1) = z(γ + γ−1), F (γ) = γ + γ−1 + z(γ2 + γ−2), F (γ2) = γ2 + γ−2,

F (γ3) = γ2 + γ−2 + z(γ2 + γ−2), F (γ4) = γ + γ−1 + z(γ + γ−1).

显然, 多重集

{∗ F (1), F (γ), F (γ2), F (γ3), F (γ4) ∗} = F22 ∪ {∗ 0 ∗}

当且仅当 z = 1. 事实上,一方面,我们有 F (1) ̸= 0; F (γ2) ̸= 0; F (γ) = 0当且仅当 z = 1
γ+γ−1 ; F (γ3) = 0

当且仅当 z = 1; 以及 F (γ4) = 0 当且仅当 z = 1. 另一方面, 当 z = 1 时, 注意到 γ + γ−1 ∈ F∗
22 是 3

阶元, 则多重集

{∗ F (1), F (γ), F (γ2), F (γ3), F (γ4) ∗} = {∗ γ + γ−1, 1, γ2 + γ−2, 0, 0 ∗} = F22 ∪ {∗ 0 ∗}.

因此, F 是向量 bent 函数当且仅当 z = 1, γ5 = 1 且 γ ̸= 1.

注 1 定理 14 给出了猜想 1 在 k = 2 时的一些反例. 从而猜想 1 至少在 k = 2 时是不成立的.

综合定理 2 和 10–14 的结果, 可得本节的主要结论.

定理 15 函数 F (x) = Tr2kk (x2k−1+γzx7(2k−1))是向量 bent函数当且仅当 k = 2, z = 1且 γ 为 5

阶元.

6 r - 2k + 1 且 r = 9 的情形

本节研究函数 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 当 9 - 2k + 1 时的向量 bent 性质. 注意到 2 ∈ Z∗

9

的阶为 6, 对任意的整数 m, 有

2k + 1 mod 9 =



2, k = 6m,

3, k = 6m+ 1,

5, k = 6m+ 2,

0, k = 6m+ 3,

8, k = 6m+ 4,

6, k = 6m+ 5.

6.1 k = 6m 的情形

本小节假定 k = 6m, 此时存在正整数 D 使得 2k + 1 = 9D + 2, 并且

D =
26m − 1

9
=

1

9
(26 − 1 + 26(26 − 1) + 212(26 − 1) + · · ·+ 26(m−1)(26 − 1))

= 7(1 + 26 + 212 + · · ·+ 26(m−1)) = (111000 · · · 111000111︸ ︷︷ ︸
6m−3

)2. (6.1)

定理 16 若 k = 6m, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 不可能是向量 bent 函数.

证明 由 (2.6) 计算 sD+4 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 17, 从而得

到 (2.7) 的所有非负整数解以及 sD+4 的所有项:
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(1) i1 = 2, i2 = 0, i4 = 1, i3 = D + 1. 由 (6.1) 知 2 ≼ D + 3, 于是
(

D+4
2,0,1,D+1

)
= (D + 4)

(
D+3
2

)
≡ 1 (mod 2), 因此, zD+2(γD + γ−D) 是 sD+4 的一项.

(2) i1 = 3, i2 = 1, i4 = 0, i3 = D. 由 3 ̸≼ D + 3 可得
(

D+4
3,1,0,D

)
= (D + 4)

(
D+3
3

)
≡ 0 (mod 2).

因此, sD+4 = zD+2(γD + γ−D). 若 F 是向量 bent函数, 则 sD+4 = 0, 即 zD+2(γD + γ−D) = 0, 从

而 γD = 1. 又

gcd(D, 9D + 2) = gcd(D, 2) = 1,

从而 γ = 1, 矛盾.

6.2 k = 6m+ 1 的情形

考虑 k = 6m+ 1 的情形, 此时存在正整数 D 使得 2k + 1 = 9D + 3, 且由 (6.1) 知,

D =
26m+1 − 2

9
= (111000 · · · 1110001110︸ ︷︷ ︸

6m−2

)2. (6.2)

引理 7 设 k = 6m+ 1 > 7, 则

sD+9 = zD+4(γD + γ−D) + zD+3(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 由 (2.6) 计算 sD+9 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 39. 计算可

得 (2.7) 的所有满足
(

D+9
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的非负整数解并得到 sD+9 的各项如下:

(1) i1 = 4, i2 = 1, i4 = 2, i3 = D + 2. 此时,(
D + 9

4, 1, 2, D + 2

)
=

(D + 9)(D + 8)(D + 7)

2

(
D + 6

4

)
≡ 1 (mod 2),

给出 sD+9 的一项 zD+4(γD + γ−D).

(2) i1 = 0, i2 = 6, i4 = 1, i3 = D + 2. 此时,(
D + 9

0, 6, 1, D + 2

)
= (D + 9)

(
D + 8

6

)
≡ 1 (mod 2),

对应到 sD+9 的一项 zD+3(γD+1 + γ−(D+1)). 因此结论成立.

引理 8 设 k = 6m+ 1 > 7, 则 sD+13 = zD+3(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 由 (2.6) 计算 sD+13 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 57. 易算

得 (2.7) 的唯一使得
(

D+13
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 成立的非负整数解 (i1, i2, i3, i4) = (2, 8, D + 2, 1). 因此,

sD+13 = zD+3(γD+1 + γ−(D+1)).

定理 17 若 k = 6m+ 1, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 若 F 是向量 bent 函数, 则 sD+9 = 0 且 sD+13 = 0. 由引理 7 可得 zD+4(γD + γ−D) = 0,

从而 γD = 1. 再由引理 8 得

zD+3(γD+1 + γ−(D+1)) = 0,

从而 γD+1 = 1. 于是 γ = 1, 矛盾.
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6.3 k = 6m+ 2 的情形

本小节考虑 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1))在 k = 6m+2时的向量 bent性. 此时存在正整数 D

使得 2k + 1 = 9D + 5, 且

D =
26m+2 − 4

9
= (111000 · · · 11100011100︸ ︷︷ ︸

6m−1

)2. (6.3)

引理 9 设 k = 6m+ 2 > 8, 则 sD+11 = zD+7(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 易知由 (2.6) 计算 sD+11 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 47.

算得 (2.7) 的唯一满足
(

D+11
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的非负整数解 (i1, i2, i3, i4) = (0, 4, D + 4, 3), 从而

sD+11 = zD+7(γD+1 + γ−(D+1)).

定理 18 若 k = 6m+ 2 > 8, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 假如 F 是向量 bent 函数, 则 sD+11 = 0. 由引理 9 得 zD+7(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 从而

γD+1 = 1. 显然,

gcd(D + 1, 9D + 5) = gcd(D + 1, 4) = 1,

于是 γ = 1, 矛盾.

最后考虑 k = 2 时 F 的向量 bent 性, 此时 2k + 1 = 5, 2k − 1 = 3, 从而 γ5 = 1, z3 = 1.

定理 19 函数 F (x) = Tr42(x
3 + γzx27) 不是向量 bent 函数.

证明 设 z ̸= 0 且 γ ̸= 1, 可算得

F (1) = z(γ + γ−1), F (γ) = γ + γ−1, F (γ2) = γ2 + γ−2 + z(γ + γ−1),

F (γ3) = γ2 + γ−2 + z(γ2 + γ−2), F (γ4) = γ + γ−1 + z(γ2 + γ−2).

由于 F (1) ̸= 0; F (γ) ̸= 0; F (γ2) = 0 当且仅当 z = γ + γ−1; F (γ3) = 0 当且仅当 z = 1; F (γ4) = 0 当且

仅当 z = 1
γ+γ−1 = γ2 + γ−2; 且 γ + γ−1 ∈ F∗

22 是 3 阶元, 因此, 多重集

{∗ F (1), F (γ), F (γ2), F (γ3), F (γ4) ∗} = F22 ∪ {∗ 0 ∗}

不成立, F 不是向量 bent 函数.

6.4 k = 6m+ 4 的情形

本小节假定 k = 6m+ 4, 则存在正整数 D 使得 2k + 1 = 9D + 8.

引理 10 设 k = 6m+ 4 且 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)), 则 sD+2 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 易知由 (2.6) 计算 sD+2 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 5, 从

而, (2.7) 有唯一非负整数解 i1 = 0, i2 = 1, i4 = 0, i3 = D + 1. 而
(

D+2
0,1,0,D+1

)
=

(
D+2
1

)
≡ 1 (mod 2), 因

此, sD+2 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

定理 20 设 k = 6m+ 4, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 假如 F 是向量 bent 函数, 则 sD+2 = 0. 由引理 10 得 zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 于是

γD+1 = 1. 又显然

gcd(D + 1, 9D + 8) = gcd(D + 1, 1) = 1,

从而 γ = 1, 矛盾.
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6.5 k = 6m+ 5 的情形

考虑 k = 6m + 5 时 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 的向量 bent 性. 此时存在正整数 D 使得

2k + 1 = 9D + 6, 且

D =
26m+5 − 5

9
=

1

9
(25 − 5 + 25(26 − 1) + 211(26 − 1) + · · ·+ 26(m−1)+5(26 − 1))

= 3 + 7(25 + 211 + · · ·+ 26(m−1)+5) = (111000 · · · 11100011︸ ︷︷ ︸
6m+2

)2. (6.4)

引理 11 设 k = 6m+ 5, 则 sD+4 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 易知由 (2.6) 计算 sD+11 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 15, 从

而 (2.7) 有唯一的非负整数解 i1 = 0, i2 = 3, i4 = 0, i3 = D + 1. 而由 (6.4) 可得
(

D+4
0,3,0,D+1

)
=

(
D+4
3

)
≡ 1 (mod 2), 因此 sD+4 = zD+1(γD+1 + γ−(D+1)).

引理 12 设 k = 6m+ 5 > 11, 则

sD+12 = zD+2(γD + γ−D) + zD+9(γD+1 + γ−(D+1)).

证明 易知由 (2.6) 计算 sD+12 时, J = 1. 此时由线性方程组 (2.7) 可得 4i1 + 5i2 + 9i4 = 51, 进

而可得 (2.7) 的满足
(

D+12
i1,i2,i3,i4

)
≡ 1 (mod 2) 的所有非负整数解以及 sD+12 的各项如下:

(1) i1 = 8, i2 = 2, i4 = 1, i3 = D + 1. 由于 D+11
2 是奇数且由 (6.4) 可得 8 ≼ D + 9, 从而,(

D + 12

8, 2, 1, D + 1

)
=

(D + 12)(D + 11)(D + 10)

2

(
D + 9

8

)
≡ 1 (mod 2),

因此, zD+2(γD + γ−D) 是 sD+12 的一项.

(2) i1 = 0, i2 = 3, i4 = 4, i3 = D + 5. 由于 D+11
2 是奇数且 4 ≼ D + 9, 从而,(

D + 12

0, 3, 4, D + 5

)
=

(D + 12)(D + 11)(D + 10)

3 · 2

(
D + 9

4

)
≡ 1 (mod 2),

因此, zD+9(γD+1 + γ−(D+1)) 也是 sD+12 的一项. 所以结论成立.

定理 21 设 k = 6m+ 5, 则 F (x) = Trnk (x
2k−1 + γzx9(2k−1)) 不是向量 bent 函数.

证明 假如 F 是向量 bent 的, 则 sD+4 = 0. 由引理 11 可得 zD+1(γD+1 + γ−(D+1)) = 0, 于是

γD+1 = 1. 若 k = 5, 则 D = 3, 于是 γ4 = 1. 再由 gcd(4, 2k + 1) = 1 知 γ = 1, 矛盾.

若 k > 11, 则还有 sD+12 = 0. 由引理 12 可得

zD+2(γD + γ−D) + zD+9(γD+1 + γ−(D+1)) = zD+2(γD + γ−D) = 0,

从而 γD = 1. 因此 γ = 1, 矛盾.

综合定理 2 和 16–21 的结果, 可得本节的主要结论.

定理 22 对任意整数 k > 2和任意的 a ∈ F22k , F (x) = Tr2kk (x2k−1 + ax9(2k−1))都不是向量 bent

函数.

7 总结

本文在文献 [23] 的工作基础上继续深入研究了 F (x) = Trnk (x
2k−1 + axr(2k−1)) 的向量 bent 性并

得到了一些进一步的结果. 具体地, 对 r | 2k + 1 的情形, 我们证明了文献 [23] 得到的必要条件是充要
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条件, 从而完全确定了 F 的向量 bent 性. 而对于 r - 2k + 1 的情形, 我们通过引入 Lucas 公式并结合

有限域的群结构, 最终完全确定了 F 在 r 分别等于 5、7 和 9 时的向量 bent 性. 特别地, 我们给出了

一些反例, 否定了文献 [23] 提出的当 k > 2 为偶数时不存在此类向量 bent 函数的猜想. 同时, 我们的

研究结果表明, 二项式向量 bent 函数数量确实非常少. 事实上, 我们找到的反例都属于 k = 2 的情形.

因此, 当 k > 4 时, 是否存在此类向量 bent 函数仍然是一个公开问题. 此外, 本文的方法能比较有效

地解决 r 为某个特定奇数的情形, 例如, 还可类似地解决 r = 11, 13, . . . 的情形, 并对解决 r = 3 的情

形也有帮助 (文献 [23] 中计算出了 l = D + 2, l = D + 4, l = D + 6 时 sl 的值, 而利用 Lucas 公式, 我

们算出了 D + 8 6 l 6 D + 34 时 sl 的值, 但是这些数值未能提供关于 F 的向量 bent 性的进一步信

息). 然而, 若想完全解决 r - 2k + 1 的情形, 还需要更进一步的研究, 在方法上进一步创新.

致谢 本文作者对审稿人提出的宝贵意见表示万分感谢. 本文的主要工作是第一作者在 2014 年访问新加坡国立大学
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On existence of vectorial bent functions from the PSap class

PENG Jie, TAN Chik How & KAN HaiBin

Abstract Bent functions are extremal combinatorial objects with wide applications. Recently, the research of

bent functions of the form Trnk (P (x)) with k = 1 or k = n/2 and P (x) ∈ F2n [x] has attracted much attention.

In this paper, based on the existing results, we further study the vectorial bent property of the binomial trace

functions F (x) = Trnk (x
2k−1 + axr(2k−1)) with k = n/2 > 2, r odd and a ∈ F∗

2n . For the case r | 2k + 1, we

obtain a necessary and sufficient condition for F to be vectorial bent and thus completely determine the vectorial

bent property of F for all n and all a ∈ F∗
2n . While for the case r - 2k + 1, a conjecture on the nonexistence of

binomial trace bent functions has been proposed by Muratović-Ribić et al. (2014). By employing the powerful

Lucas formula, we completely determine the vectorial bent property of F for all n, all a ∈ F∗
2n , when r equals 5,

7 and 9. In particular, we find a few counter examples to the conjecture.

Keywords vectorial bent function, binomial trace function, Boolean function, multinomial coefficient,

Lucas formula
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