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摘要 许多因析试验中, 试验者只关心指定的一部分因子效应的估计效果. 针对此类问题, Addelman

(1962) 首次提出了折中设计的方法, 并定义纯净折中设计以保证指定的因子效应被有效地估计出来,

但此类纯净折中设计的分辨度限定为 IV . 本文研究了四类全新的折中设计, 指定因子效应的集合分

别记为 {G1, G1 ×G1}、{G1, G1 ×G1, G2 ×G2}、{G1, G1 ×G1, G1 ×G2}和 {G1, G1 ×G2}. 相应地, 可

以定义四种类型的纯净折中设计, 即指定因子效应全部纯净的设计. 本文研究四类纯净折中设计的存

在性和结构特性, 给出一些理论结果和具体的构造方法. 构造结果表明新型的纯净折中设计的分辨度

为 III 或 IV , 并且与 Addelman (1962) 提出的纯净折中设计相比具有更多的纯净两阶交互效应.
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1 引言

试验是人类探索和发现未知世界的有力工具,被广泛地应用于各个科学领域.近几十年来,试验设

计作为指导试验的专门科学和技术手段得到了迅猛发展. 因析设计是试验设计的一个重要研究方向,

致力于解决多因子试验的问题, 在各类设计相关问题的研究中起着重要作用. 本文的研究内容将围绕

因析设计展开.

因析试验中, 试验者的研究目的不尽相同, 当然也存在如下情形: 试验者仅关心一部分重要的因

子效应的估计效果, 而非全部因子效应的估计情况. 为实施此类试验并有效地估计指定的因子效应,

试验者需要特殊的设计以确保对指定因子效应的最佳估计. 我们称此类设计为折中设计, 其概念由

Addelman [1] 首次提出. 文献 [1] 研究了三类折中设计, 确保了所有的主效应和一些指定的两因子交互

效应的不相关估计. 文献 [2] 给出了第四类折中设计. 这里, 第一类至第四类折中设计中待估两因子交

互效应的集合分别被指定为
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(1) {G1 ×G1},

(2) {G1 ×G1, G2 ×G2},

(3) {G1 ×G1, G1 ×G2},

(4) {G1 ×G2},

(1.1)

其中 {G1;G2} 是正规 2m−p 设计中 m 个因子的一种划分, G1 中含 m1 个因子, G2 中含 m−m1 个因

子; Gi × Gj (i, j = 1, 2) 是 Gi 与 Gj 交互生成的两因子交互效应的集合. 文献 [3] 讨论了第一类至第

四类纯净折中设计 (clear compromise plan, CCP), 即全部主效应及对应于 (1.1) 的两阶交互效应均为

纯净的, 同时研究了 CCP 的存在性和结构特性. 文献 [4] 将关于折中设计的研究推广至混水平 4m2n

设计的情形.

值得注意的是, CCP 要求设计的分辨度为 IV , 以确保试验中所有因子的主效应都可以被纯净地

估计出来. 但在实际试验中, 如果试验者只关心如何最优地估计一部分指定的因子效应, 对于其余因

子效应的估计效果不做要求, 并且指定的因子效应可能仅包括一部分主效应和两阶交互效应, 此时不

必要求设计的分辨度达到 IV . 所以, 选取最优的折中设计时可将分辨度的条件放宽. 另一方面, 当试

验次数确定时, 分辨度为 III 的设计相较于分辨度为 IV 的设计包含的设计列更多. 反之, 当设计列

数确定时, 分辨度为 III 的设计需要更少的试验次数. 为了确保试验经济且有效, 分辨度 III 的设计

更有可能被选中. 于是, 我们在文献 [5] 中将折中设计的分辨度放宽为 III 和 IV , 并在此范围内选择

最优的折中设计. 文献 [5] 给出了新的折中设计分类方式, 定义了以下四种待估因子效应的集合:

(1) {G1, G1 ×G1},

(2) {G1, G1 ×G1, G2 ×G2},

(3) {G1, G1 ×G1, G1 ×G2},

(4) {G1, G1 ×G2},

(1.2)

其中 Gi 和 Gi × Gj (i, j = 1, 2) 分别为指定的主效应集合和两阶交互效应集合. 这里, 对于第一类折

中设计, 虽然 G2 中的因子不出现在 {G1, G1 ×G1} 中, 但 G2 的因子安排方法也会影响指定因子效应

的估计效果, 不能忽略. 对于其余三类折中设计也是如此, 所以应当同时考虑用来安排 G1 和 G2 中因

子的设计列. 为简明起见, {G1;G2} 也用来表示设计列的一种划分, 分别对应用来安排 G1 和 G2 中因

子的两部分设计列. 此时, 相应的折中设计记为 T = {G1;G2}, 若设计 T 对应于 (1.2) 中某一种因子

效应的集合全部纯净, 则称之为纯净折中设计 (clear compromise design, CCD), 分别记为第一类至第

四类 CCD.

文献 [5] 通过定义全新的分类模式, 即部分混杂效应个数型 (partial aliased effect number pattern,

P-AENP), 来衡量折中设计的好与坏, 且针对第一类折中设计给出一些理论结果. 本文将同时考虑四

类 CCD, 讨论各类 CCD 的存在性和结构特性, 同时给出具体的构造方法. 本文的结构安排如下: 第 2

节给出预备知识和基本符号; 关于四类 CCD 的理论结果和构造方法在第 3 至 5 节给出; 第 6 节对本

文进行总结, 给出 32-run 和 64-run CCD 的设计表.

2 预备知识

首先,简要介绍一些有用的记号.本文研究的设计均为两水平正规部分因析设计,记为 2m−p 设计,

由选自 Hk (k = m−p)的m个设计列组成,其中 Hk 表示试验次数为 2k 饱和设计 (即 2(2
k−1)−(2k−k−1)
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设计). 文献 [6, 7] 将 Yates 序下饱和设计记为

Hk = {1,2,12,3,13,23,123, . . . ,12 · · ·k}2k ,

它由 k 个独立列生成, 每个独立列包含 2k 个分量, 各分量取值为 1 或 −1. 不失一般性, Hk 的 k 个独

立列可选定为

12k = (1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1)T, 22k = (1, 1,−1,−1, . . . , 1, 1,−1,−1)T,

以此类推, 其中符号 T 表示转置. 与此同时, 记 I2k = (1, 1, 1, 1, . . . , 1, 1, 1, 1)T. 为简明起见, 称 {1,2,
. . . ,k} 为定义列, 除此之外的任意列均由一定数量的定义列生成, 称之为生成列. 例如, 12 为生成列,

由定义列 1 和 2 对应分量相乘得到.

对于任意一组独立列, 若 {α1, . . . , αf} ⊂ Hk, 则称

{I, α1, α2, . . . , αf , α1α2, . . . , αf−1αf , . . . , α1α2 · · ·αf}

为 {α1, α2, . . . , αf} 生成的闭集合. 例如, 123 和 145 是 Hk (k > 5) 中的两个独立列, 它们生成的闭

集合为 {I,123,145,2345}. 特别地, 对于任意 i 6 k, 令 {I,Hi} 表示由定义列 {1, . . . , i} 生成的闭集
合, 即

{I, Hi} = {I,1,2,12,3,13,23,123, . . . ,12 · · · i};

{I, Hi} 表示由 {i+ 1, . . . ,k} 生成的闭集合, 其中

Hi = {i+ 1, i+ 2, (i+ 1)(i+ 2), . . . , (i+ 1)(i+ 2) · · ·k}.

此外, 我们还用到记号 M(k). 对于给定的试验次数为 2k (k = m− p), M(k) 表示存在分辨度不低

于 V 的 2m−p 设计的条件下, m 的最大值. 本文研究分辨度 III 和 IV 的 2m−p 纯净折中设计, 所以

仅考虑 M(k) + 1 6 m 6 2k − 1 范围内的 2m−p 设计.

3 四类纯净折中设计的存在性

本节将围绕 2m−p 设计讨论纯净折中设计存在性的问题. 记 T = {G1;G2} 为一个 2m−p 设计, 其

中 m = m1 +m2, mi = #{Gi}, i = 1, 2. 文献 [3] 证明了第二类 CCP 不存在, 但该结论针对的是分辨

度为 IV 的 2m−p 设计. 这里指出, 若同时考虑分辨度为 III 和 IV 的 2m−p 设计, 第二类 CCD 也不

存在. 以下定理证明了这一结论.

定理 3.1 2m−p 设计中不存在第二类 CCD.

证明 根据 CCD 的定义, 需要对分辨度为 III 和 IV 的 2m−p 设计进行讨论. 而对于分辨度 IV

的情形, 文献 [3, 推论 1] 已证, 因此, 我们仅证明分辨度 III 的情形下结论成立.

对于分辨度为 III 的 2m−p设计,长度为 3的定义字可能有四种形式: G1×G1×G1、G1×G1×G2、

G1 ×G2 ×G2 和 G2 ×G2 ×G2, 任何一种形式都会导致 G1 ×G1 或 G2 ×G2 中某些两阶交互效应不

是纯净的. 于是, 由定义可知分辨度为 III 的 2m−p 设计不存在第二类 CCD.

文献 [8] 已证得当 m > 2k−1 (k = m − p) 时, 2m−p 设计不具有纯净的两阶交互效应. 那么, 关于

CCD 存在性的讨论自然就落入 M(k) + 1 6 m 6 2k−1 的参数范围之内. 进一步, 对于 2k−2 + 2 6 m
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6 2k−1 的情形, 文献 [8] 证明了分辨度为 IV 的 2m−p 设计中不存在纯净的两因子交互效应, 所以,

CCD 一定是分辨度 III 的设计. 以下定理和推论详细阐述了 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1 的情形下 CCD 的

存在性.

定理 3.2 若 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1, m1 = 2, 则不存在第一类、第三类和第四类 CCD.

证明 反证法. 假定 2m−p 设计 T = {G1;G2} = {α1, α2;β1, . . . , βm−2} 是第一类、第三类或第四
类 CCD, 并且 2k−2 +2 6 m 6 2k−1. 此时, 可以证明 α1、α2 和 α1α2 是纯净的. 当 T 为第一类或第三

类 CCD 时, 由定义可知该结论显然成立. 因此, 只需证明 T 为第四类 CCD 时, α1α2 是纯净的. 如果

α1α2 = βi 或 α1α2 = βiβj (i ̸= j), 将导致 G1 ×G2 中的某些效应不是纯净的. 所以, 两种别名关系都

不成立, α1α2 是纯净的.

若 α1、α2 和 α1α2 均为纯净效应, 则有

{α1α2, α1βi, α2βi, α1α2βi, 1 6 i 6 m− 2} ⊆ T ,

其中 T = Hk \ T 为 T 的补设计. 于是, T 至少包含 3m− 5 个不同的列, 由此可得

3m− 5 6 2k −m− 1,

等价于 m 6 2k−2 + 1, 产生矛盾.

根据定义, 对于第一类 (或第三类) CCD, 将 G1 的部分列移动至 G2, 折中设计的结构发生改变,

但仍是第一类 (或第三类) CCD, 差别在于 G1 中的设计列更少了. 结合定理 3.2 可得到以下推论.

推论 3.1 若 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1, m1 > 2, 则不存在第一类和第三类 CCD.

我们可以通过删除第四类 CCD 中 G1 的一列或多列来获取新的第四类 CCD. 由定理 3.2 可知,

当 2k−2+3 6 m 6 2k−1 且 m1 = 3时,不存在第四类 CCD.类似地,当 2k−2+4 6 m 6 2k−1 且 m1 = 4

时, 不存在第四类 CCD, 以此类推. 于是得到以下推论.

推论 3.2 若 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1 (k > 4), 2 < m1 6 m/2, 则不存在第四类 CCD.

证明 反证法. 假定 2m−p 设计 T = {G1;G2} = {α1, . . . , αm1 ;β1, . . . , βm−m1} 为第四类 CCD, 其

中 2 < m1 6 m/2, 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1.

首先, 考虑 m1 = 3 的情形. {G1, G1 ×G2} 中的效应均为纯净的, 意味着

{α1α2, α1α3, α2α3, α1α2βj , α1α3βj , α2α3βj , j = 1, . . . ,m− 3}

两两之间不存在别名关系且与 T 中的不同列别名. 又因为 T 包含 2k − 1−m 个设计列, 所以有

3 + 3(m− 3) 6 2k − 1−m,

等价于 m 6 2k−2 + 1, 产生矛盾.

同样地, 对于 4 6 m1 < m/2 的情形, 由第四类 CCD 的定义可知, G1 ×G2 中的设计列两两不同

且与 T 的不同列别名. 于是有

m1(m−m1) 6 2k − 1−m,

即

m 6 2k

m1 + 1
+m1 − 1.
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一方面, 若 2k−2 + 2 < m 6 2k−1, 则有 4 6 m1 6 2k−2. 此范围内, 2k/(m1 + 1) +m1 − 1 的最大值

Max

{
2k

m1 + 1
+m1 − 1

}
6 Max

{
2k

5
+ 3,

2k

2k−2 + 1
+ 2k−2 − 1

}
< 2k−2 + 3 (k > 4).

于是有 m 6 2k−2 + 2, 产生矛盾. 另一方面, 若 m = 2k−2 + 2, 则 4 6 m1 6 2k−3 + 1 (k > 5). 此范围

内, 我们有

Max

{
2k

m1 + 1
+m1 − 1

}
6 Max

{
2k

5
+ 3,

2k

2k−3 + 2
+ 2k−3 + 1

}
< 2k−2 + 2.

于是, m 6 2k−2 + 1, 产生矛盾.

综上, 定理得证.

4 2k−2 + 1 6 m 6 2k−12k−2 + 1 6 m 6 2k−12k−2 + 1 6 m 6 2k−1 时 CCD 的构造方法

本节将分别给出 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1 和 m = 2k−2 + 1 情形下的第一类、第三类和第四类 CCD

的具体构造方法. 首先, 考虑 2k−2 + 2 6 m 6 2k−1 的情形. 基于上一节的讨论, 我们只须针对 m1 = 1

构造第一类、第三类和第四类. 这些设计通过以下定理中的设计 T 获得,删除 H1 中任意 2k−1−m列

即可. 定理很容易验证, 所以省略了证明过程.

定理 4.1 22
k−1−(2k−1−k) 设计 T = {1;H1} 是一个第三类 CCD.

结合定理 3.2 和 4.1 及推论 3.1 和 3.2 可得到 m1 可能取到的最大值, 具体结果由以下推论给出.

推论 4.1 对于第一类、第三类和第四类 CCD,若 2k−2+2 6 m 6 2k−1 (k > 4),则 Max(m1) = 1.

接下来, 考虑 m = 2k−2 + 1 的特殊情形, 以下为我们构造的第一类、第三类和第四类 CCD.

定理 4.2 令 T 为 22
k−2+1−(2k−2+1−k) 设计, 则

(i) T = {1,2;1·H2} 是第一类 CCD, 其分辨度为 IV ;

(ii) T = {1,2,3; {1,23} ·H3} 是第一类 CCD, 其分辨度为 IV ;

(iii) T = {1,2;H2} 和 T ′ = {1,2;12 ·H2} 是第三类 CCD, 前者分辨度为 III, 后者分辨度为 IV ;

(iv) T = {1,2,3; {I,123} ·H3} 是第三类 CCD, 其分辨度为 III;

(v) T = {1,12 ·H2;2} 是第四类 CCD, 其分辨度为 IV .

按照 CCD 的定义容易验证定理 4.2 中的结论成立, 在此我们省略证明过程.

对于 2m−p 设计 m = 2k−2 + 1, 参见定理 4.2(v), 我们推断第四类 CCD 中 Max(m1) = 2k−2. 同

时, 利用定理 4.2(iii), 可证第一类或第三类 CCD 中 Max(m1) = 3.

推论 4.2 对于第一类和第三类 CCD, 若 m = 2k−2 + 1 (k > 5), 则 Max(m1) = 3.

证明 根据第一类和第三类 CCD的定义, G1 和 G1 ×G1 中的效应均为纯净的,可知 G1 ×G1 和

G1 ×G2 两两不同且与 T 中的不同列别名. 于是有(
m1

2

)
+m1(2

k−2 + 1−m1) 6 2k − 1− (2k−2 + 1),

等价于

m1 − 3 6 2

2k−1 −m1 − 2
.

然而 m1 6 2k−2 + 1, k > 5, 可推得 2/(2k−1 −m1 − 2) < 1, 于是 m1 6 3. 另一方面, 定理 4.2(iii) 说明

存在 CCD 满足 m1 = 3. 综上可知 Max(m1) = 3.
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对于 M(k) + 1 6 m < 2k−2 + 1 的情形, 满足 m1 6 3 的第一类和第三类 CCD 及满足 m1 6 2k−2

的第四类 CCD 可通过删除定理 4.2 给出设计的部分列来构造. 我们利用以下例子来说明该方法.

例 4.1 对于试验次数为 64、因子个数为 15 (即 215−9) 的第三类 CCD, 可通过删除定理 4.2(iii)

设计 T ′ 中 12 ·H2 的任意两列得到, 如设计

T0 = {1,2;12 · {3,4,34,5,345,6,36,46,346},56,356,456,3456}.

该设计同构于 215−9
IV MaxC2 设计 ({1,2,3,4,5,6,123,124,134,234,125,135, 235,145,2456}, 参见

文献 [9, 表 4A.5],将 1,2,3,4,5,6重新标记为 6,2456,1245, 45,2345,25, 即得上述第三类 CCD).所

以, T0 也是一个 MaxC2 设计, 包含 27 个纯净的两因子交互效应.

5 M(k) + 1 6 m 6 2k−2 + 1M(k) + 1 6 m 6 2k−2 + 1M(k) + 1 6 m 6 2k−2 + 1 时 CCD 构造方法

由于第三类 CCD 同时为第一类和第二类 CCD, 所以直接给出第三类 CCD 的构造方法, 具体分

为两种情形:

(I) G1 具有 m1 (6 k) 个独立列;

(II) G1 具有 k1 (< m1) 个独立列和 m1 − k1 个生成列.

对于情形 (II), m1 − k1 个生成列是由 k1 个独立列生成的, 每个生成列都对应一个定义关系. 于是, G1

可以看作一个 2m1−(m1−k1) 设计, 分辨度不低于 V , 故 k1 < m1 6 M(k1).

首先, 考虑情形 (I). 不失一般性, 记 G1 = {1,2, . . . ,m1}, 其中 1,2, . . . ,m1 为 Hk 中的一部分定

义列. 此外, 满足某一特定条件且容量达到最大的子集, 我们称之为符合该条件的最大子集. 为方便构

造, 我们先介绍两个引理.

引理 5.1 令 Af 为 {I,Hf}中满足如下条件的最大子集: Af 中任意两列生成的交互作用列不与

{1,2, . . . , f ,12, . . . , (f − 1)f} 中的任一列发生混杂. 那么, Af 为一个闭子集, 其容量为 2f−⌈log2(f+1)⌉.

证明 首先, 使用归纳法证明 Af 为一个闭子集. 当 f = 1 时, A1 = {I}, 显然为闭子集. 接下来,

假定 f = t时结论成立,试证 At+1 也是一个闭子集. 一方面,如果不存在 β ∈ Ht+1 \Ht,使得 β ·At 中

的列都由三个或三个以上的定义列生成,那么有 At+1 = At. 另一方面,如果存在这样的 β ∈ Ht+1 \Ht,

则有

At ∪ β ·At ⊆ At+1.

显然有 At ∩ β ·At = ∅, 否则将存在 α1, α2 ∈ At, 使得 α1 = βα2, 等价于, β = α1α2 ∈ At, 产生矛盾. 进

一步, β ·At 包含于 Ht+1 \Ht, 且与 At 同构, 因此, β ·At 中的任意列都不能添加到 At+1, 亦即

At ∪ β ·At = At+1.

综合两种情形可知, At+1 为闭子集.

下面证明 Af 的容量为 2f−⌈log2(f+1)⌉. 这里用长度为 f 的二元字符串来表示 Af 中的列, 具体

如下: 若生成该列的定义列中有 i, 则相应字符串的第 i 个分量取值为 1, 否则取值为 0. 假定闭子

集 Af 具有 2af 个列, 那么 2af − 1 非零字符串可被看作为分辨度为 III 的 2f−af 设计的定义字

(defining pencil [10]). 因此, 根据分辨度为 III 的 2f−af 设计存在的必要条件, 对于 af 的约束条件是

f 6 2f−af −1,当且仅当 2f−af 为分辨度为 III 的饱和设计时等号成立. 于是,有 af 6 f−⌈log2(f+1)⌉,
其中 ⌈log2(f + 1)⌉ 表示不低于 log2(f + 1) 的最小整数. 所以, 满足引理所述条件的最大子集 Af 的容

量为 2f−⌈log2(f+1)⌉.
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下面给出 Af 的构造方法. 为方便阐述, 将 {1,2, . . . , f} 记为 {α1, α2, . . . , αf}.
注 5.1 Af 表示由 {α2i0α2i1 · · ·α2isα

∑s
t=0 2it ;

∑s
t=0 2

it 6 f, 1 6 s 6 ⌈log2(f +1)⌉−1, 0 6 i0 < · · ·
< is 6 ⌈log2(f + 1)⌉ − 1} 产生的闭子集. 那么, Af 的容量为 2f−⌈log2(f+1)⌉, 且满足引理 5.1 的结论.

我们以 f = 6 为例进一步阐述注 5.1 的构造方法. 此时, ⌈log2(f + 1)⌉ − 1 = 2, 且有 1 6 s 6 2,

0 6 i0 < i1 6 2, 2i0 + 2i1 6 6. 满足这些条件仅有三种情形: i0 = 0, i1 = 1; i0 = 0, i1 = 2;

i0 = 1, i1 = 2. 相应地, 有 α20α21α20+21 = α1α2α3 = 123, α20α22α20+22 = α1α4α5 = 145, 和

α21α22α21+22 = α2α4α6 = 246. 因此, 注 5.1 给出了一个由 {123,145,246} 生成的闭子集 A6 = {I,
123,145,2345,246,1346,1256,356}.
引理 5.2 令 Bf 为 Hf 中的子集, 且满足如下条件:

(i) {I, Bf} 是闭子集;

(ii) Bf 中的每一列都是由四个或四个以上定义列生成,

则 Bf 的最大容量为 2f−⌈log2 f⌉−1 − 1.

引理 5.2 可以通过与引理 5.1 类似的方法加以证明. 同时, Bf 中的列与某个分辨度为 IV 的

2f−(f−⌈log2 f⌉−1) 设计的定义字存在一一对应的关系, 所以具有 2f−⌈log2 f⌉−1 − 1 个设计列的 Bf 容易

构造出来.

结合引理 5.1 和 5.2 给出的集合 Am1 和 Bm1 (f = m1), 我们可以构造第三类 CCD. 具体构造方

法可分为 m1 < k 和 m1 = k 两种情形, 分别由定理 5.1 和 5.2 给出.

定理 5.1 对于 G1 = {1,2, . . . ,m1}, m1 < k, 令 G2 = Bm1 ∪ (
∪

α∈Am1
α ·Hm1). 若 Am1 × Bm1

中任意两阶交互作用列都不与 {1,2, . . . ,m1} 中的列发生混杂, 则 T = {G1;G2} 是第三类 CCD.

证明 首先证明 G1×G1 的两阶交互效应都是纯净的. 显然, G1×G1 中的两阶交互效应不与 G1

和 G2 中的主效应发生混杂. 因此, 只需证明 G1 ×G1 中的两阶交互效应不与 G2 ×G2 和 G1 ×G2 中

的两阶交互效应发生混杂.

首先, G2 ×G2 中共有五种两阶交互效应, 形如 β × β′、β × αγ、αγ × αγ′、αγ × α′γ 和 αγ × α′γ′

(α, α′ ∈ Am1 , β, β
′ ∈ Bm1 , γ, γ

′ ∈ Hm1), 其中 β × αγ、αγ × αγ′ 和 αγ × α′γ′ 均与 Hm1 中的某列发生

混杂, 故不与 G1 ×G1 (⊂ Hm1) 中的两阶交互效应发生混杂. 又根据 Am1 和 Bm1 的定义可知, β × β′

和 αγ × α′γ = α× α′ 均不与 G1 ×G1 中的两阶交互效应发生混杂. 所以, G1 ×G1 中的两阶交互效应

不与 G2 ×G2 中的两阶交互效应发生混杂.

其次, 要证 G1 × G1 中的两阶交互效应不与 G1 × G2 中的两阶交互效应发生混杂, 只须证 G2 =

Bm1 ∪ (
∪

α∈Am1
α ·Hm1)中的列不与 G1×G1×G1 中的列发生混杂. Bm1 中的列涉及四个或四个以上

的定义列, 显然不与 G1 ×G1 ×G1 中的列发生混杂. 由于
∪

α∈Am1
α ·Hm1 ⊂ Hk \Hm1 , G1 ×G1 ×G1

⊂ Hm1 , 前者中的任意列均不与后者中的列发生混杂. 故 G2 中的列不与 G1 ×G1 ×G1 中的列发生混

杂, 上述结论成立.

至此我们证明了 G1 ×G1 中的效应都是纯净的. 类似地, 可以证明 G1 和 G1 ×G2 中的效应都是

纯净的, 故设计 T 为第三类 CCD.

例 5.1 特别地, 取 k = 6, m1 < 6, 根据定理 5.1, 我们构造出如下第三类 CCD, 见表 1.

定理 5.2 对于 G1 = {1,2, . . . ,k}, 令 G2 = Bk, 则 T = {G1;G2} 是一个第三类 CCD.

定理 5.1 的证明方法对于上述定理仍然适用, 因此省略其证明过程, 仅给出一个构造实例. 当

k = 6 时, 在同构的意义下可取 B6 = {1234,3456,1256}, 那么 29−3 设计 T = {1,2,3,4,5,6;
1234,3456,1256} 是一个第三类 CCD.
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表 1 64-run 第三类 CCD

m 32 17 17 11 10

m1 1 2 3 4 5

G1 {1} {1,2} {1,2,3} {1,2,3,4} {1,2,3,4,5}

G2 H1 H2 {I,123}·H3 {I,123}·H4 {2345, {I,123,145,2345}·H5}

接下来, 考虑情形 (II): G1 由 k1 (< m1) 个独立列和 m1 − k1 个生成列组成. 该情形下, 我们基于

定理 5.1 中给出的设计 T 来构造第三类 CCD, 具体细节如下.

对于 G1, 不妨设 {1,2, . . . ,k1} 为 k1 个独立列, {γ1, . . . , γm1−k1} ⊂ Hk1 为 m1 − k1 个生成列. 定

理 5.1的证明过程显示,当 Ak1 中产生的两阶交互作用列不与 G1×G1 中的两阶交互作用列别名时,定

理构造的 2m−p设计 T 为第三类 CCD.因此,令 C0 = {γ11, . . . , γm1−k1k1}∪{γiγj , 1 6 i < j 6 m1−k1},
Ck1 为 Ak1 的子集且 Ck1 ×Ck1 中的交互作用列不与 Ak1 ∩C0 中的列别名,则 2m−p 设计 T = {G1;G2}
(其中 G1 = {1,2, . . . ,k1, γ1, . . . , γm1−k1}, G2 =

∪
α∈Ck1

α ·Hk1) 是一个第三类 CCD.

值得说明的是, 当试验次数较少时, 上述方法构造的设计所包含的设计列相对少一些. 该方法对

于构造试验次数较多的纯净折中设计更为灵活. 下面用一个具体的例子进一步解释该方法.

例 5.2 对于 k1 = 6, m1 = 7, k > 6, 注 5.1 给出了 A6 = {I,123,145,2345,246,1346,1256,
356}. 若 γ1 = 1234, 由此可得 C0 = {123,124,134,234,12345,12346}, C0 ∩ A6 = {123}. 根据
上述构造方法, 不妨设 C6 = {I,145, 246,1256}, 那么设计 T1 = {1,2,3,4,5,6,1234; {I,145,2345,
246,1346,1256,356} · H6} 是一个第三类 CCD. 与此同时, 我们可以构造更多的第三类 CCD, 如设

计 T2 = {1,2,3,4,5,6,12345; {I,123, 246,1346} ·H6} (γ1 = 12345) 和 T3 = {1,2,3,4,5,6,123456;
{I,123,145,2345,246,1346,1256,356} ·H6} (γ1 = 123456).

6 总结与讨论

本文重新定义了四类折中设计, 讨论了各类纯净折中设计的存在性, 并且给出了各类纯净折中设

计的构造方法. 下面说明 CCD 与 MaxC2 设计 [1] 和 CCP [3] 之间的联系.

第一, 个别情形下 CCD 是 MaxC2 设计. 例如, 定理 4.2(iii) 给出的 22
k−2+1−(2k−2+1−k) 设计 T ′ =

{1,2;12 · H2}, 即为一个 MaxC2 设计. 此外, 删除 12 · H2 的一些列, 可得到 28−3、214−8、215−9 和

216−10 设计, 这些设计是第一类、第三类和第四类 CCD, 同时也是 MaxC2 设计.

第二, 若仅考虑分辨度为 IV 的设计, 基于 (1.2) 定义的 CCD 与文献 [1, 3] 定义的 CCP 相同. 通

过本文的第 4 和 5 节给出的构造方法可得到分辨度为 IV 的 CCD, 因此, 这些方法同样适用于 CCP

的构造. 例如, 定理 4.2(v) 给出的设计 T = {1,12 ·H2;2} 是一个分辨度为 IV 的第四类 CCD, 同时

也是一个第四类 CCP. 该设计与文献 [11] 构造的第四类 CCP 相比, G1 所包含的列更多. 另一方面,

对于分辨度为 III 的 CCD,它们与 CCP相比, G1 包含更多的设计列,具有更多的纯净两阶交互效应,

详见表 2 和 3.

一般地, 当试验次数固定且 m 或 m1 较大时, CCD 不一定存在. 此时, 折中设计对于指定的因子

效应估计效果的好与坏, 应通过更为合理的分类模式来衡量. 关于新的分类模式及其对应的最优折中

设计将在我们的后续工作中进行深入地研究.

最后, 为方便应用, 我们给出以下设计表, 表 2–4 分别列举 32-run 和 64-run CCD, 其中设计列由

其在饱和设计中的序号来表示, C 表示纯净两阶交互效应的个数. 值得说明的是,现有研究中文献 [11]
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表 2 32-run 第三类 CCD

设计 m1 G1 G2 C

27−2.4 4 {4, 8, 16, 29} {1, 2, 3} 18

29−4 3 {1, 2, 4} {8, 15, 16, 23, 24, 31} 21

216−11 1 {1} {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30} 15

表 3 64-run 第三类 CCD

设计 m1 G1 G2 C

29−3 6 {1, 2, 4, 8, 16, 32} {15, 51, 60} 33

210−4 5 {1, 2, 4, 8, 16} {30, 32, 39, 57, 62} 35

217−11 3 {1, 2, 4} {8, 15, 16, 23, 24, 31, 32, 39, 40, 47, 48, 55, 56, 63} 45

232−26 1 {1} {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 31

34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60, 62}

表 4 64-run 第四类 CCD

设计 m1 G1 G2 C

211−5 8 {5, 9, 17, 30, 33, 48, 53, 57} {1, 2, 3} 31

217−11.6 16 {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14, 16, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 32} {63} 31

给出了相对广泛的 2m−p 设计表. 我们构造的这些设计中, 除 27−2.4 和 217−11.6 之外其余设计均未被

列出, 但它们比现有设计具有更多的纯净两阶交互效应. 表 2 和 3 给出的第三类 CCD, 所有的纯净两

阶交互效应均属于 {G1 ×G1, G1 ×G2}. 当设计参数相同时, 与 CCP [3] 相比这些 CCD 包含更多纯净

两阶交互效应,其 G1 包含的设计列也更多. 此外, 根据表 2和 3中的 CCD,我们可以通过将 G1 中的

列移动到 G2, 或将 G1 ∪G2 中的部分列删除的方法得到更多的 CCD.
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Some theoretical results and constructions of compromise
designs with specified sets of clear effects
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Abstract In many practical experiments, the experimenter is only interested in the estimation of a few of
specified factor effects. The designs that are suitable to achieve such purposes are called compromise plans, which
were first studied by Addelman (1962). Clear compromise plans allow the estimation of specified factor effects, but
the resolution is limited to IV . In this paper, we study four classes of compromise designs, with specified effects
denoting as {G1, G1×G1}, {G1, G1×G1, G2×G2}, {G1, G1×G1, G1×G2} and {G1, G1×G2}, respectively. Clear
compromise design, that is compromise design with these specified effects being clear, can be of resolution III
or IV . We give the existence and characteristics of clear compromise designs of classes one to four, and provide
some theoretic results and constructions of clear compromise designs. Compared with the clear compromise plan,
the proposed clear compromise design has more clear two factor interactions.
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