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摘要 本文利用渐近于 Gauss 函数的函数类 ϕ, 给出渐近于 Hermite 正交多项式的一类 Appell 多项

式的构造方法, 使得该序列与 ϕ 的 n 阶导数之间构成了一组双正交系统. 利用此结果, 本文得到多种

正交多项式和组合多项式的渐近性质. 特别地, 由 N 阶 B 样条所生成的 Appell 多项式序列恰为 N

阶 Bernoulli多项式. 从而, Bernoulli多项式与 B样条的导函数之间构成了一组双正交系统,且标准化

之后的 Bernoulli 多项式的渐近形式为 Hermite 多项式. 由二项分布所生成的 Appell 序列为 Euler 多

项式, 从而, Euler 多项式与二项分布的导函数之间构成一组双正交系统, 且标准化之后的 Euler 多项

式渐近于 Hermite多项式. 本文给出 Appell序列的生成函数满足的尺度方程的充要条件,给出渐近于

Hermite 多项式的函数列的判定定理. 应用该定理, 验证广义 Buchholz 多项式、广义 Laguerre 多项式

和广义 Ultraspherical (Gegenbauer) 多项式渐近于 Hermite 多项式的性质, 从而验证超几何多项式的

Askey 格式的成立.
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1 引言

Gauss 函数 G(x) = 1√
2π

e−x2/2 在数学和工程中有着极其重要的地位. 在数学中, 作为正态分布的

频率函数与研究极限形式的中心极限定理密切相关.中心极限定理作为概率论的开卷定理是讨论随机

变量序列部分和的分布渐近于正态分布的一类定理. 长期以来, 对于极限定理的研究所形成的概率分

析方法, 影响着概率论以及其他数学学科的发展.在渐近分析中, 利用中心极限定理可以得到以 Gauss

函数为极限函数的一类组合多项式的渐近结果. 但是对于一些具体渐近问题, 中心极限定理仍然不甚

完美. 例如,许艳和王仁宏 [1] 利用样条方法给出了优于 Carlitz等人 [2] 利用中心极限定理得到的 Euler

数渐近性质的逼近阶. 因此, 随着极限理论问题的不断出现, 也亟待研究方法的新发展.

Gauss 函数满足如下的尺度方程:

G(x) =

∫
R
αG(αx− y)dg(y), x ∈ R, (1.1)
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其中尺度 α > 1, 测度

dg(y) :=
1√

2π(α2 − 1)
e−y2/2(α2−1)dy.

因而, 作为经典多尺度表示函数, 常作为预平滑核被广泛地应用于尺度空间表示中 [3–5]. Chen 等人 [6]

利用尺度函数的滤波器, 考察了收敛于 Gauss 函数的尺度函数类.

函数 ϕn(x) 为 α 尺度函数, 当且仅当,

ϕn(x) =

∫
R
αϕn(αx− y)dmn(y), x ∈ R, n = 1, 2, . . . , (1.2)

其中 α > 1 且 {mn} 具有一阶和二阶矩的测度函数. 等价地, (1.2) 有如下的 Fourier 变换表示:

ϕ̂n(µ) = m̂n

(
µ

α

)
ϕ̂n

(
µ

α

)
, µ ∈ R, (1.3)

其中 {mn} 称为面具.

若 {mn} 是定义在 R 上的概率密度序列且具有有限的均值 µ(mn) = µn 和标准差 σ(mn) = σn,

则 mn 的标准化形式 m̃n 定义为

m̃n(S) := mn(σnS + µn),

其中 S 为 R 的可测子集. 等价地, 有

̂̃mn(u) = eiuµn/σnm̂n(u/σn), u ∈ R.

若对于任意 x ∈ R, 有

lim
n→∞

∫ x

−∞
dm̃n(t) =

∫ x

−∞
G(t)dt,

则称序列 {mn} 渐近于正态分布.

Chen 等人 [6] 考察了收敛于 Gauss 函数的尺度函数类, 给出了如下定理:

定理 1.1 令 {mn} 为 R 上定义的具有有限一阶和二阶矩的概率测度序列并且 { d
du

̂̃mn} 在原点
附近的邻域内一致有界,则 {mn}渐近到正态分布,当且仅当,相应的 mn-尺度函数 {ϕn}渐近到正态
分布.

B 样条满足如下的尺度方程:

Bn(x) = 2
n∑

j=0

1

2n

(
n

j

)
Bn(2x− j), x ∈ R, (1.4)

其中二项分布 { 1
2n

(
n
j

)
:= 0, . . . , n} 称作 B 样条的面具并且渐近于正态分布

lim
n→∞

[xn]∑
n=0

1

2n

(
n

k

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt, xn =

√
nx

2
+
n

2
. (1.5)

根据定理 1.1, 标准化后的 B 样条对于充分大的阶数 n 渐近于 Gauss 函数, 因而, B 样条函数常

用于替代 Gauss函数在尺度空间中作为窗函数. Wang和 Lee [7] 介绍了这一思想,并且利用 B样条函

数, 发展了线性尺度空间. 在二进制和有理尺度下, 以 B样条函数尺度空间替代 Gauss函数尺度空间,

为计算提供了快速的平行算法. 更进一步, 许艳和王仁宏 [1] 给出了 B 样条及其导数在 LP 空间的渐

近定理.

410



中国科学 : 数学 第 44 卷 第 4 期

定理 1.2 令 k ∈ N, 则对于 d > k+2, B 样条的 k > 0 阶导数构成的序列 B
(k)
d 收敛于 Gauss 函

数的 k 阶导数, 即

lim
d→∞

{(
d

12

) k+1
2

B
(k)
d

(√
d

12
x+

d

2

)}
=

1√
2π
Dk exp

(
−x

2

2

)
=

(−1)k√
2π

Hk(x) exp

(
−x

2

2

)
, (1.6)

其中极限是点态收敛或者在 Lp(R), p ∈ [2,∞).

m 次 Hermite 多项式 Hm(x) 定义为

(−1)mG(m)(x) = Hm(x)G(x), G(x) =
1√
2π

e−x2/2, m = 0, 1, . . . , (1.7)

且有如下生成函数:
exz

e
z2

2

=
∞∑

m=0

Hm(x)

m!
zm.

从而, Hermite 多项式的直交性质

1

m!

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)G(x)dx = δm,n

可以看作 Gauss 函数的导函数与 Hermite 多项式 {Hm

m! : m = 0, 1, . . .} 之间的一种双正交关系.

Hermite 多项式是一种经典的正交多项式族, 在数学的各个领域里有着诸多应用. 概率论里的

Edgeworth 级数以 Hermite 多项式为其表达形式. 在组合数学中, Hermite 多项式作为 Appell 方程的

解构成了一组 Appell 序列. 作为多种正交多项式的渐近形式, Hermite 多项式在渐近分析中也有着十

分重要的地位. 文献 [8–11] 研究了 Gegenbauer, Laguerre, Tricomi-Carlitz 和 Jacobi 多项式的渐近形

式. 文献 [12] 给出了广义 Bernoulli, Euler, Bessel 和 Buchholz 多项式的渐近表示. 超几何正交多项

式的 Askey 格式揭示了 Hermite 多项式与其他正交多项式的渐近关系 [13–15]. 利用本文给出的渐近于

Hermite多项式的函数列的判定定理 (定理 2.1),上述结果不仅可以作为该定理的简单推论，而且应用

该定理还可以构造新的渐近于 Hermite 多项式的函数列.

本文的主要结构如下: 第 2 节利用收敛到 Gauss 函数的函数列 ϕn, 对于任意给定的 n, 构造一类

Appell 函数列 {Pn,m : m = 0, 1, . . .}, 使得二者具有类似于 Hermite 多项式和 Gauss 函数的双正交性

质, 即函数列 {Pn,m : m = 0, 1, . . .} 与 {(−1)mϕ
(m)
n : m = 0, 1, . . .} 具有双正交关系, 且当 n → ∞ 时,

Pn,m(x) 局部一致收敛到 Hm(x) 定理 (定理 2.1), 给出满足尺度方程的 Appell 序列的特征 (定理 2.2).

利用这一结果,得到多种正交多项式和组合多项式的渐近性质以及组合恒等式 (推论 3.3). 作为定理 2.1

的应用, 在第 3 节中, 由 N 阶 B 样条所生成的 Appell 多项式序列恰为 N 阶 Bernoulli 多项式. 从

而, Bernoulli 多项式与 B 样条的导函数之间构成了一组双正交系统, 且标准化的 Bernoulli 多项式随

着 N → ∞ 渐近到 Hermite 多项式. 由二项分布所生成 Appell 序列为 Euler 多项式, 从而, Euler 多

项式与二项分布的导函数之间构成了一组双正交系统.且标准化的 Euler多项式随着 N → ∞,渐近到

Hermite多项式. 第 4节主要给出渐近于 Hermite多项式的函数列的判定定理 (定理 2.3),利用该定理

验证了部分 Askey 格式成立.

2 渐近于 Hermite 多项式的 Appell 多项式序列

令 C∞(R)表示无限可微函数空间. 如果 ϕ : C∞(R) → R是一个线性泛函,我们记作 ⟨ϕ, ν⟩ = ϕ(ν),
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ν ∈ C∞(R). 线性泛函 ϕ 是连续的, 当且仅当, 存在 R 的紧子集 K, 常数 C > 0 和整数 k > 0 使得

|⟨ϕ, ν⟩| 6 Cmax
j6k

sup
x∈K

|ν(j)(x)|.

具有紧支集的广义函数空间记作 E ′(R), 因而, 紧支集的可积函数和可测函数属于 E ′(R). 如果 f 是一

个紧支集的可积函数, 则与其关联的特殊函数我们仍然记作 f , 定义为

⟨f, ν⟩ :=
∫
R
ν(x)f(x)dx, ν ∈ C∞(R).

如果 m 是定义在 R 上的紧支集测度, 则与之相关的的广义函数, 我们仍然记作 m, 定义为

⟨m, ν⟩ :=
∫
R
ν(x)dm(x), ν ∈ C∞(R).

对于任意的 ϕ ∈ E ′(R), 存在任意 n 阶导数 ϕ(n), 定义为

⟨ϕ(n), ν⟩ = (−1)n⟨ϕ, ν(n)⟩, n = 0, 1, . . .

若紧支集的特殊函数 ϕ ∈ E ′(R), 则对于任意整数 n > 0,

⟨ϕ(n), e(·)z⟩ = (−1)n⟨ϕ, zne(·)z⟩ = (−1)nznϕ̂(iz).

当 ϕ̂(0) ̸= 0 时, 在 0 的邻域内有 ⟨
(−1)nϕ(n),

e(·)z

ϕ̂(iz)

⟩
= zn. (2.1)

由 ϕ 的紧支集性质可知, ϕ̂ 是解析函数. 因此有如下的生成函数所定义的多项式序列 Pm:

exz

ϕ̂(iz)
=

∞∑
m=0

Pm(x)

m!
zm. (2.2)

根据 (2.1) 和 (2.2), 对于任意的整数 n > 0 有

zn =
∞∑

m=0

⟨
(−1)nϕ(n),

Pm(x)

m!

⟩
zm, (2.3)

并且由此定义了如下双正交关系: ⟨
(−1)nϕ(n),

Pm(x)

m!

⟩
= δm,n. (2.4)

令 ϕ̃N 为 ϕN 的标准化形式, 即

ϕ̃N (x) = σNϕN (σNx+ µN ),

其中 µN 和 σ2
N 分别为 ϕN 的均值和方差. 从而, 我们可以定义双正交多项式 PN,m 的标准化形式

P̃N,m, m = 0, 1, . . . 如下:

P̃N,m = σ−m
N PN,m(σNx+ µN ),

并且由此得到了标准化的双正交关系⟨
(−1)nϕ̃

(n)
N ,

P̃N,m(x)

m!

⟩
= δm,n, ∀m,n > 0. (2.5)
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定义 2.1 多项式序列 Pm(x), m ∈ N 是 Appell 序列, 如果对于 m 次多项式 Pm(x) 有

P ′
m(x) = mPm−1.

对 (2.2) 两边关于 x 求导数并且对比 zm 的系数, 则有

P ′
m(x) = mPm−1(x), m = 1, 2, . . . (2.6)

从而得知, Pm(x) 是 Appell 多项式序列. 利用上述事实, 有如下定理:

定理 2.1 令 ϕN (x) 满足如下关系:

(1) 存在常数 r > 0 使得对于任意的 ε, 存在充分大的 N0, 对于任意的 N > N0, 有

|̂̃ϕN (iz)− e
z2

2 | 6 ε, |z| < r. (2.7)

(2)令 {P̃N,m(x) | m = 0, 1, . . .}为由 (2.2)中 ϕ̃N 所生成的双正交多项式, 则对于 m = 0, 1, . . . ,当

N → ∞ 时, P̃N,m(x) 局部一致收敛到 Hermite 多项式 Hm(x).

证明 由于 ϕ̂N (0) = 1, 则我们可以取原点附近的邻域 U 使得对于所有的 z ∈ U , 有 |̂̃ϕ(iz)| > 1
2

且 |e z2

2 | > 1
2 . 取 U 中的一个以原点为圆心 r 为半径的圆 C, 使得 (2.9) 成立.

注意到
exẑ̃

ϕN (iz)
− exz

e
z2

2

=

∞∑
m=0

P̃N,m(x)−Hm(x)

m!
zm. (2.8)

对 (2.8) 中的 Taylor 级数应用 Cauchy’s 积分公式可知,

P̃N,m(x)−Hm(x) =
m!

2πi

∮
C

exz(e
z2

2 − ̂̃
ϕ(iz))

zm+1̂̃ϕ(iz)e z2

2

dz.

由于 ϕN (x) 满足条件 (1), 则存在常数 r > 0 和 A > 0, 使得对于充分大的 N , 有

|̂̃ϕN (iz)− e
z2

2 | 6 A

σN
, |z| < r. (2.9)

因此,

|P̃N,m(x)−Hm(x)| 6 m!

2π

∮
C

|exz||e z2

2 − ̂̃
ϕN (iz)|

rm+1|̂̃ϕN (iz)||e z2

2 |
|dz| 6 m!

2π

∮
C

exRe(z) A
σN

rm+1|̂̃ϕN (iz)||e z2

2 |
|dz| 6 4(m!)erxA

σNrm
.

当 N → ∞ 时, 有 σN → ∞, 则对于 m, 在紧支集上一致有 P̃N,m(x) → Hm(x).

下述定理给出生成函数满足尺度方程的 Appell 序列的特征.

定理 2.2 如果两个 Appell 多项式序列 Pm(x) 和 Qm(x) 分别满足

exz

ψ̂(iz)
=

∞∑
m=0

Pm(x)
zm

m!
, (2.10)

exz

ϕ̂(iz)
=

∞∑
m=0

Qm(x)
zm

m!
, (2.11)

则紧支集函数 ϕ(x) 是以 ψ(x) 为面具的 α 尺度函数, 当且仅当

α−m
m∑

k=0

(
m

k

)
Pk(αx)Qm−k(αx) = Qm(2x). (2.12)
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证明 由 Pm(x) 和 Qm(x) 的生成函数

e
xz
α

ψ̂( izα )
=

∞∑
j=0

α−jPj(x)
zj

j!
,

e
xz
α

ϕ̂( izα )
=

∞∑
j=0

α−jQj(x)
zj

j!

知,

e
2xz
α

ψ̂( izα )ϕ̂(
iz
α )

=

( ∞∑
j=0

α−jPj(x)
zj

j!

)( ∞∑
j=0

α−jQj(x)
zj

j!

)

=

∞∑
m=0

( m∑
k=0

α−m

(
m

k

)
Pk(x)Qm−k(x)

)
zm

m!
. (2.13)

假设 Appell 多项式序列 Pm(x) 和 Qm(x) 满足 (2.12),

m∑
k=0

α−m

(
m

k

)
Pk(αx)Qm−k(αx) = Qm(2x),

则
∞∑

m=0

( m∑
k=0

α−m

(
m

k

)
Pk

(
αx

2

)
Qm−k

(
αx

2

))
zm

m!
=

∞∑
m=0

Qm(x)
zm

m!
. (2.14)

因此,

exz

ψ̂( izα )ϕ̂(
iz
α )

=

∞∑
m=0

( m∑
k=0

α−m

(
m

k

)
Pk

(
αx

2

)
Qm−k

(
αx

2

))
zm

m!

=
∞∑

m=0

Qm(x)
zm

m!
=

exz

ϕ̂(iz)
. (2.15)

注意到

ψ̂

(
iz

α

)
ϕ̂

(
iz

α

)
= ϕ̂(iz),

意味着 ϕ(x) 是以 ψ(x) 为面具的 α 尺度函数.

假定紧支集函数 ϕ(x)是一个以 ψ(x)为面具的 α-尺度函数,满足尺度方程 (1.2),等价地,有 (1.3)

所定义的 Fourier 变换, 即

ψ̂

(
iz

α

)
ϕ̂

(
iz

α

)
= ϕ̂(iz). (2.16)

从而有

∞∑
m=0

Qm(2x)
zm

m!
=

e2xz

ϕ̂(iz)
=

e2xz

ψ̂( izα )ϕ̂(
iz
α )

=

( ∞∑
m=0

α−mPm(αx)
zm

m!

)( ∞∑
m=0

α−mQm(αx)
zm

m!

)

=
∞∑

m=0

( m∑
k=0

α−m

(
m

k

)
Pk(αx)Qm−k(αx)

)
zm

m!
.

因此,
m∑

k=0

α−m

(
m

k

)
Pk(αx)Qm−k(αx) = Qm(2x).

定理证毕.

将定理 2.1 推广到任意生成函数, 得到如下定理:
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定理 2.3 令 {P̃N,m(x) : m = 0, 1, . . .} 是由如下规则定义的多项式序列:

f̃N (x, z)̂̃
ϕN (iz)

=

∞∑
m=0

P̃N,m(x)zm

m!
.

若存在正常数 r, A 和 B, 使得对于 |z| < r 和充分大的 N , 有

|f̃N (x, z)− exz| 6 B

σN
, |̂̃ϕN (iz)− e−

z2

2 | 6 A

σN
,

则当 N → ∞ 时, 对于 m = 0, 1, . . . , 有 P̃N,m(x) 局部一致收敛到 Hermite 多项式 Hm(x).

注 2.1 当 f̃N (x, z) = exz, 定理 (2.3) 退化为定理 (2.1).

证明 由于 ̂̃
ϕN (0) = 1, 可以选择原点附近的邻域 U , 使得对于任意 z ∈ U , 有 |̂̃ϕ(iz)| > 1

2 和

|e z2

2 | > 1
2 成立. 在 U 中选取以原点为圆心 r 为半径的圆, 使得对于充分大的 N 和任意 |z| < r, 存在

常数 A > 0 和 B > 0, 使得 |f̃N (x, z)− exz| 6 A
σN
, 和 |̂̃ϕN (iz)− e

z2

2 | 6 B
σN
成立, 则有

f̃N (x, z)̂̃
ϕ(iz)

− exz

e
z2

2

=
∞∑

m=0

P̃N,m(x)−Hm(x)

m!
zm. (2.17)

(2.17) 中 Taylor 展开的系数可以由 Cauchy 积分公式表示为

P̃N,m(x)−Hm(x) =
m!

2πi

∮
C

1

zm+1

(
f̃N (x, z)̂̃
ϕN (iz)

− exz

e
z2

2

)
dz =

m!

2πi

∮
C

(e
z2

2 f̃N (x, z)− exz
̂̃
ϕ(iz))

zm+1̂̃ϕ(iz)e z2

2

dz.

因此,

|P̃N,m(x)−Hm(x)| 6 m!

2π

∮
C

|e z2

2 f̃N (x, z)− exz
̂̃
ϕ(iz)|

|zm+1||̂̃ϕ(iz)||e z2

2 |
|dz|

6 m!

2π

∮
C

|e z2

2 f̃N (x, z)− exze
z2

2 |+ |exze z2

2 − exz
̂̃
ϕ(iz)|

rm+1|̂̃ϕ(iz)||e z2

2 |
|dz|

6 m!

2π

∮
C

eRe z2

2 |f̃N (x, z)− exz|+ exRez|e z2

2 − ̂̃
ϕ(iz)|

rm+1|̂̃ϕ(iz)||e z2

2 |
|dz|

6 4(m!)(|Be
r2

2 |+ |Aexr|)
σNrm

.

当 N → ∞ 时, 有 σN → ∞, 从而对于每一个 m, 在紧集上, 一致有 P̃N,m(x) → Hm(x).

3 广义 Bernoulli 多项式和 Euler 多项式

广义 m 次 N 阶 Bernoulli 和 Euler 多项式分别记作 BN
m(z) 和 EN

m(z), 定义为

ωNeωz

(eω − 1)N
=

∞∑
m=0

BN
m(z)

m!
ωm, |ω| < 2π, (3.1)

2Neωz

(eω + 1)N
=

∞∑
m=0

EN
m(z)

m!
ωm, |ω| < π, (3.2)
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其中 z 为复数.

根据上述 Bernoulli 多项式的生成函数, 由标准化的 N 阶均匀 B 样条所生成的 Appell 多项式序

列恰好是广义 N 阶 Bernoulli 多项式. 从而, 根据定理 2.1, 当 N → ∞ 时, 广义 N 阶 Bernoulli 多项

式收敛到 Hermite 多项式.

推论 3.1

lim
N→∞

(
12

N

)m
2

BN
m

(√
N

12
z +

N

2

)
= Hm(z).

证明 N 阶均匀 B 样条 BN , 满足如下尺度方程:

BN (x) = 2
N∑
j=0

1

2N

(
N

j

)
BN (2x− j), (3.3)

其中面具 ψN (k) := 1
2N

(
N
k

)
. BN 的 Fourier 变换为

B̂N (ω) =

(
1− e−iω

iω

)N

, ω ∈ R.

等价地, (3.3) 可以有如下 Fourier 变换:

B̂N (ω) = ψ̂N

(
ω

2

)
B̂N

(
ω

2

)
,

其中面具的 Fourier 变换为 ψ̂N (ω) = ( 1+e−iω

2 )N . 从 B 样条 BN 的 Fourier 变换我们可知,

B̂N (iω) =

(
eω − 1

ω

)N

. (3.4)

根据 (2.2)、(2.4)和 BN
m(z)的生成函数可知, Bernoulli多项式 BN

m(z), m = 0, 1, . . .与 B样条的导

函数 B
(n)
N 之间有如下的双正交关系:⟨

(−1)nB
(n)
N (z),

BN
m(z)

m!

⟩
= δm,n. (3.5)

由于标准化的 B 样条,

B̃N (x) =

√
N

12
BN

(√
N

12
x+

N

12

)
在 Lp 空间中, 点态收敛到 Gauss 函数 (定理 1.2). 根据定理 2.1, 有

lim
N→∞

(
12

N

)m
2

BN
m

(√
N

12
z +

N

2

)
= Hm(z).

推论证毕.

众所周知, 二项分布有如下渐近性质:

lim
N→∞

[xN ]∑
k=0

1

2N

(
N

k

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt, (3.6)

其中 xN =
√
Nx/2 +N/2. 令 σN =

√
Nx/2 且 µN = N/2, 则标准的二项分布

ψ̃N (x) := σNψN (σNx+ µN )
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一致收敛到 Gauss 函数

G(x) =
1√
2π

e−x2/2.

由标准化的二项分布所生成的 Appell 多项式序列恰好是广义 N 阶 Euler 多项式. 从而根据定理 2.1,

当 N → ∞ 时, 广义 N 阶 Euler 多项式收敛到 Hermite 多项式且与二项分布构成一组双正交系统.

推论 3.2

lim
N→∞

(
4

N

)m
2

EN
m

(√
N

2
z +

N

2

)
= Hm(z). (3.7)

证明 从 ψN (x) Fourier 变换, 我们有

ψ̂N (iω) =

(
eω + 1

2

)N

. (3.8)

由二项分布 ψn(k) :=
1
2n

(
n
k

)
所生成的 Appell多项式恰好为 Euler多项式 EN

m(z), m = 0, 1, . . . ,从而与

ψN (z) 的导函数具有双正交的关系⟨
(−1)nψ

(n)
N (z),

EN
m(z)

m!

⟩
= δm,n. (3.9)

根据定理 (2.1), 标准化的广义 Euler 多项式随着 N → ∞ 收敛到 Hermite 多项式,

lim
N→∞

(
4

N

)m
2

EN
m

(√
N

2
z +

N

2

)
= Hm(z). (3.10)

推论证毕.

广义 Euler 和 Bernoulli 多项式为满足尺度方程的 Appell 序列, 从而有如下结论成立.

推论 3.3 广义 Euler 和 Bernoulli 多项式满足

BN
m(z) =

m∑
k=0

1

2m

(
m

k

)
EN

k (z)BN
m−k(z). (3.11)

证明 令 ψ̂N (ω) = ( 1+e−iω

2 )N 和 B̂N (ω) = (1−e−iω

iω )N . 根据 (3.1)和 (3.2),显然, Euler和 Bernoulli

多项式可以分别由 ψ̂N (iω) 和 B̂N (iω) 生成. N 阶均匀 B 样条是满足如下方程的尺度函数:

B̂N (ω) = ψ̂N

(
ω

2

)
B̂N

(
ω

2

)
.

BN 的 Fourier 变换为

B̂N (ω) =

(
1− e−iω

iω

)N

, ω ∈ R.

因此, 根据定理 2.2, 有

BN
m(z) =

m∑
k=0

1

2m

(
m

k

)
EN

k (z)BN
m−k(z). (3.12)

推论证毕.
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4 渐近于 Hermite 多项式的 Askey 格式

Askey格式揭示了超几何正交多项式之间的渐近关系 [11,14,15]. 例如,广义 Buchholz多项式 Pµ
m(z)、

广义 Ultraspherical (Gegenbauer) 多项式 CN
m (z) 和广义 Laguerre 多项式 L

(α)
m 有如下 Hermite 多项式

所表示的渐近形式 [11, 14–16]:

lim
N→∞

(
6

N

)m
2

PN
m (−2

√
3Nx) =

1

m!
Hm(x),

lim
N→∞

N−n
2 CN

m

(
x√
N

)
=

1

m!
Hm(x),

(−1)mN−m/2LN
m(x

√
N +N) =

1

m!
Hm(x).

利用渐近于 Hermite多项式的函数列的判定定理 (定理 2.3),上述结果皆可作为该定理的推论.不

同于以往的分析方法 [17,18],该方法不仅可以用于正交多项式序列渐近性质的判断,而且可以用于构造

渐近于 Hermite 多项式的函数列.

4.1 广义 Buchholz 多项式

m 次 N 阶广义 Buchholz 复多项式记作 Pµ
m(z), 可以由生成函数定义为

ex(cot z−
1
z )/2

(
sin z

z

)N

=
∞∑

n=0

PN
n (x)zn, |z| < π. (4.1)

根据定理 2.3, 有如下推论:

推论 4.1

lim
N→∞

(
6

N

)m
2

PN
m (−2

√
3Nx) =

1

m!
Hm(x). (4.2)

上式的证明依赖于如下引理:

引理 4.1 对于任意 |z| < π,

lim
N→∞

sincN
(
z

2

√
12

N

)
= exp

(
−z

2

2

)
.

证明 令

LN (z) := N ln

[
sinc

(
z

2

√
12

N

)]
. (4.3)

记 zN = z
2

√
12
N , 有

LN (z) := N ln

[
sinc

(
z

2

√
12

N

)]
= 3z2

ln[sinc( z2

√
12
N )]

3z2/N
.

令 ZN =
√

3
NZ, 则有

LN (z) = 3z2
ln[sinc(zN )]

z2N
.
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由于 sinc(0) = 1, sinc(1)(0) = 0 和 sinc(2)(0) = − 1
3 , 且当 N → ∞ 时, zN → 0. 应用两次 L’Hôpital 法

则, 对于任意 |z| < π, 有

lim
N→∞

LN (z) = 3z2 lim
N→∞

sinc(1)(zN )

2zN sinc(zN )
= 3z2 lim

N→∞

sinc(2)(zN )

2sinc(zN ) + 2zN sinc(1)(zN )

= 3z2
sinc(2)(0)

2
= −z

2

2
.

由此可知, 对于任意的 |z| < π,

lim
N→∞

sincN
(
z

2

√
12

N

)
= exp

(
−z

2

2

)
.

引理证毕.

基于上述引理, 推论 4.1 有如下证明:

证明 令 σN =
√

N
12 , 则有

∞∑
m=0

σ
−m

2

N PN
m (−12zσN )

(
ω

2

)m

= e
−6zσN (cot ω

2σN
− 2σN

ω )

(
sin ω

2σN

ω
2σN

)N

.

分别令

f̃N (ω, z) = e
−6zσN (cot ω

2σN
− 2σN

ω )
,

̂̃
ϕN (iω) =

(
sin ω

2σN

ω
2σN

)−N

.

利用 Taylor 定理, 对于任意 |ω| < π 和充分大的 N , 有

ln f̃N (ω, z) = −6zσN

(
cot

ω

2σN
− 2σN

ω

)
= −6zσN

(
− ω

3σN
+O(σ−3

N )

)
.

因此, 对于 N → +∞,

lim
N→∞

f̃N (ω, z) = e−2zω.

利用引理 4.1, 有

lim
N→+∞

̂̃
ϕN (iω) = lim

N→∞

(
sin ω

2σN

ω
2σN

)−N

= e
z2

2 .

根据定理 2.3, 有

lim
N→∞

(
6

N

)n
2

pNn (−2
√
3Nz) =

1

n!
Hn(z). (4.4)

推论证毕.

4.2 广义 Ultraspherical (Gegenbauer) 多项式

以 Leopold Gegenbauer 命名的 Ultraspherical (Gegenbauer) 多项式 CN
m (x) 由以下生成函数所

定义:

(1− 2xz + z2)−N =
∞∑

m=0

CN
m (x)zm. (4.5)

CN
m (x) 是以 (1− x2)α−

1
2 为权函数的正交多项式. 可以看成推广的 Legendre 多项式、Chebyshev

多项式和 Jacobi多项式的特例. 利用定理 2.3, Ultraspherical (Gegenbauer)多项式 CN
m (x)有如下渐近

公式:
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推论 4.2

lim
N→∞

N−m
2 CN

m

(
x√
N

)
=

1

m!
Hm(x). (4.6)

证明 由 CN
m (x) 的生成函数 (1− 2xz + z2)−N =

∑∞
m=0 C

N
m (x)zm 有

∞∑
m=0

(2N)−
m
2 CN

m

(
x√
2N

)
zm =

(
1− xz√

N
+

z2

2N

)−N

=

[
1−

(
2xz − z2

2N

)]− 2N
2xz−z2

(xz−z2/2)

成立. 令 gN = [1− ( 2xz−z2

2N )]
− 2N

2xz−z2 , 则 limN→∞ gN = e. 因此,

∞∑
m=0

(2N)−
m
2 CN

m

(
x√
2N

)
zm = gxzN g

−z2/2
N ,

lim
N→∞

gxzN = exz, lim
N→∞

g
−z2/2
N = e−z2/2.

根据定理 (2.3), 有

lim
N→∞

N−m
2 CN

m

(
x√
N

)
=

1

m!
Hm(x)

成立.

4.3 广义 Laguerre 多项式

以 Edmond Laguerre 名字命名的 Laguerre 多项式 Lm 满足 Laguerre 方程

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0, n > 0.

因而常用于数值积分中的 Gauss 求积. Laguerre 多项式 Lm 是以 e−x 为权函数的正交多项式, 有如下

定义方式:

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(e−xxn).

广义 Laguerre多项式记作 L
(α)
m 是定义在 R+ 上,以 xαe−x 为权函数的正交多项式,其中参数 α > −1,

定义为

Lα
n(x) =

x−αex

n!

dn

dxn
(e−xxn+α),

有如下的生成函数:

(1− z)−α−1e
−zx
1−z =

∞∑
m=0

L(α)
m (x)zm, |z| 6 1. (4.7)

当 α = 0 时, 退化为 Laguerre 多项式 Lm, 即 L0
m(x) = Lm(x).

Laguerre 多项式是以 xαe−x 为权函数的正交多项式, 与上文所提到的 Hermite 多项式有着密切

联系. 以下渐近公式表明, 经过适当的变换, 对于充分大的阶数 N , Laguerre 渐近于 Hermite 多项式.
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推论 4.3

lim
N→∞

(−1)mN−m/2LN
m(x

√
N +N) =

1

m!
Hm(x).

文献 [19–21]利用积分和组合学方法考察了 Laguerre多项式的渐近性质. 我们利用上节给出的序

列渐近于 Hermite 多项式判定定理 (定理 2.3) 重新证明这一结论.

证明

∞∑
m=0

(−1)mN−m/2LN
m(x

√
N +N)zm =

(
1 +

z√
N

)−N−1

e

√
Nz

1+z/
√

N e
zx

1+z/
√

N .

令 f̃N (x, z) = e
zx

1+z/
√

N ,
̂̃
ϕN (iz) = (1 + z√

N
)N+1e

√
Nz

1+z/
√

N , 则当 N → ∞ 时, 有

lim
N→∞

f̃N (x, z) = ezx, lim
N→∞

̂̃
ϕN (iz) = ez

2

.

根据定理 2.3, 有

lim
N→∞

(−1)mN−m/2LN
m(x

√
N +N) =

1

m!
Hm(x).

推论证毕.
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Approximation of Hermite polynomials by biorthognal systerms

XU Yan

Abstract In this paper, the structure to a family of Appell sequences that approximate to Hermite polyno-

mials is investigated by the functional ϕ which approximates to Gaussian function to construct the biothogonal

systems between the sequences and the derivatives of ϕ. Therefore, the asymptotic relations between several

orthogonal polynomials and combinatoric polynomials are derived from the biothogonal systems. Especially, the

Appell sequences generated by the uniform B-splines of order N are Bernoulli polynomials of order N which indi-

cate the biorthogonal relationship between Bernoulli polynomials and the derivatives of B-splines. Therefore, the

standardized Bernoulli polynomials approximate to Hermite polynomials. The asymptotic properties of standard-

ized Euler polynomials to Hermite polynomials are derived by the biothognal systems generated by the binomial

distribution and Euler polynomials. The judging theorem of the approximation to Hermite polynomials by a se-

quence of functions and the necessary and sufficient condition of the generating functions to the Appell sequence

which satisfies the scaling equations are also discussed. The asymptotic representations of generalized Buchholz,

Laguerre and Ultraspherical (Gegenbauer) polynomials to Hermite polynomials are proved by the theorems which

in turn verify the Askey scheme of hypergeometric orthogonal polynomials.
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