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摘要 给定有限域 Fq (q > 2)、任意正整数 n 和 k (n > k), Fq 上的线性映射序列 (代数族) {σi}
(σi : Fk

q → Fn
q (i → ∞)) 的构造方法已经成为信息科学中编码理论的一个中心问题, 一般称为实现

Shannon理想的代数族途径. 迄今为止, 发现这种代数族 {σi} 的更好结构, 并由它导出 Shannon好码

渐近序列 {[ni, ki, di]} 仍是一个尚未彻底解决的挑战性难题和持续不断的努力目标. 衡量这种代数族

的好坏, 除了看 {σi} 的构造是否有利于通信工程实现 (构造简明, 执行复杂度低) 之外, 最重要的一

个基本标准是看 {σi}导出的序列 {[ni, ki, di]}诸参数的渐近极限结果是否不至于衰减到渐近 Gilbert-

Varshamov (GV) 界之下, 该问题吸引了许多数学工作者的关注. 本文从矩阵映射的观点给出一种生

成任意有限域 Fq 上代数族 {σi} 的新方法, 并表明由 {σi} 导出的渐近码序列 {[ni, ki, di]} 可达渐近
GV 界之上. 这种新的代数族生成途径对于信息编码理论及其工程应用都具有很重要的意义.

关键词 线性映射族 代数构造 渐近 Gilbert-Varshamov 界

MSC (2010) 主题分类 11T71, 94A24

1 引言

设 Fq 是有限域 (素数幂 q > 2), 任意给定正整数 n 和 k (n > k), 考察线性映射 (单射)

σ : Fk
q → Fn

q ,

它将 Fk
q 中全体向量映射到 Fn

q 的 k 维子空间 Ω (用信息论的语言, 也即将信息空间中向量映射到码

矢空间), σ 在信息编码理论中也称为一个代数构造. 特别地, σ 可以是 Fq 上的一个 n 行 k 列的列满
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秩矩阵 Gn×k (也称为一个生成矩阵), 于是对任意向量 α ∈ Fk
q (本文一般指列向量), 通过映射 σ, 有

σ : Fk
q → Fn

q , α 7→ β = Gn×k ·α. (1.1)

而 β 向量的全体构成 Fn
q 的 k 维子空间 Ω, Ω 的距离指标 d 则指 Ω 中任意两个向量间 Hamming 距

离的最小值 (也即 Ω 中非零向量的最小 Hamming 重量, 它是一个正整数). 本文也用 [n, k, d] 表示 Ω,

以指明它是 n 维向量空间的一个距离指标为 d 的 k 维子空间. 用 Ω := [n, k, d] 表明它也是一个码矢

线性空间 1). 信息编码理论中已证明, 3 个参数 n、k 和 d 之间恒有如下关系 [1]:

k + d 6 n+ 1. (1.2)

编码理论的一个中心问题是, 在任意给定的信息符号有限域 (特别是尽可能小的有限域, 亦即尽

可能细粒度的符号集) Fq 上如何实现下述目标:对任意给定的正整数 n和 k (n > k),找到上述线性映

射 σ (或生成矩阵 Gn×k) 使得 Ω := [n, k, d] 的距离指标 d 尽可能大; 或者, 对任意给定的正整数 n 和

d (n > d), 找到上述线性映射 σ 使得 Ω := [n, k, d] 的势 |Ω| = qk 尽可能大. 其中 3 个参数 n、k 和 d

自然受限于不等式 (1.2), 也即有约束关系

k

n
+

d

n
6 1 +

1

n
, (1.3)

故两个比值 k/n 与 d/n 总是此长彼消的. 对于 Fq 上一族线性映射序列 {σi} 及其参数分别为 ni、ki

和 di 的象空间序列 (码矢空间序列) {Ωi} (i → ∞), 记渐近参数

δ = lim
i→∞

di
ni

, R = lim
i→∞

ki
ni

.

如果能同时保持这两个参数不衰减到 0,即在渐近情形下有 δ > 0且 R > 0,则称 {σi}是实现 Shannon

理想的一个代数族, 称其象空间序列

{Ωi} := {[ni, ki, di]} (i → ∞)

是一个 Shannon 好码渐近序列 [2]. 事实上, 迄今已知码类的编码方法大多数都不能导出 Shannon 好

码渐近序列 (不能保持 δ 与 R 不同时衰减到 0), 能实现 Shannon 理想的编码方法仍是少数. 目前,

在细粒度的信息符号集所构成的有限域 Fq (q < 46) 上, 特别是在最小的信息符号有限域 F2 上, 对

于任意编码尺度 n 和 k (n > k), 寻求更好的代数族 {σi} 来获得参数更佳的 Shannon 好码渐近序列

{[ni, ki, di]} 仍然是一个有吸引力的基本挑战问题 (参见文献 [3]). 进一步, 让这些代数族 {σi} 都具有
明确的生成矩阵形式 {G{i}

n×k} (即可构造性地实现 {σi}), 也是信息编码理论中一个未解决的非平凡问
题 (参见文献 [4]).

两个参数 δ 和 R 在理论上可能达到的相对最好上界已有诸多结论 (参见文献 [4]), 在此不一一列

举. 然而实际可达的相对最好的 δ 和 R 并不清楚. 于是寻求相对情形下 δ 和 R 尽可能好的 Shannon

好码渐近序列 {[ni, ki, di]}及其代数族 {σi}方法成为了不断持续的热点工作,而两个参数 δ 和 R的可

达下界往往是由实际构造的代数族 (一类编码方法) {σi} 具体给出的. 已知的最著名下界是渐近 GV

1) 在信息理论中, Ω := [n, k, d] 通常称为一种线性编码, n 指明码矢长度, k 指明码矢空间 Ω 的维数 (即向量空间 Fk
q 的

维数). k/n 越大意味着编码后传输的信息率越高, 而 d/n 越大则意味着编码传输的信息容错能力 (纠错分辨能力) 越
强. 由此, 上述线性映射 σ 被视为一种编码方法. 特别地, σ 可以是一个生成矩阵 Gn×k.
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界 [5, 6],即对于任意 0 < δ 6 (q− 1)/q,一定存在 Fq 上某种代数族 {σi}可导出线性码序列 {[ni, ki, di]}
(或 {Ωi}) (i → ∞), 使得其渐近参数 R 位于渐近 GV 界曲线

RGV(δ) = 1−Hq(δ) (1.4)

上方, 其中

Hq(x) := xlogq(q − 1)− xlogqx− (1− x)logq(1− x)

是 q 元信息熵函数.

因此, 找到能达到渐近 GV 界的代数族 (一类编码方法) {σi} 成为了一个基本目标. 然而, 渐近

GV 界却并未提供生成 {σi} 的实际有效办法. 事实上, 要找到实际有效且又能达到渐近 GV 界的具

体渐近序列 {[ni, ki, di]} 及其代数族 {σi} 构造方法是颇为不易的, 长期以来进展较为缓慢. 尤其是在

更小的信息符号域 Fq (q < 46) 上, 对于任意给定的码长 n 和信息率 k/n (或一定区间内的相对距离

d/n), 是否都能够找到这样的线性映射 σ, 使得其象空间 Ω := [n, k, d] 的参数都能在渐近 GV 界曲线

之上? 这成为了 Shannon 好码渐近序列研究的聚焦点, 也是信息编码理论的一大挑战 (参见文献 [4]).

以上问题在文献中也称 “渐近问题” 2).

在寻求 Shannon 理想的代数族 (Shannon 好码渐近序列) 的进程中, Justesen [7] 于 1972 年用级联

映射的思想首次给出了一类 Shannon好码渐近序列 {Ωi} (i → ∞)的构造实例,具有里程碑的意义.不

过这种序列距离渐近 GV 界还有一定距离. 其后, Goppa 引入的代数几何方法成为 “渐近问题” 最引

人注目的研究途径, 称为代数几何码 (AG (algebraic geometry) 码) [8–10], 被寄予了厚望.

约 1980 年前后, Goppa 在一条亏格为 g 的光滑射影曲线 X 上选择了 n 个不同的有理点 P1, P2,

. . . , Pn, 记除子

D = P1 + P2 + · · ·+ Pn,

并选择除子 G 满足 deg(G) < n 且 G 在 P1, P2, . . . , Pn 点的系数均为 0 (即与除子 D 支座不相交), 可

获得线性赋值映射

evD : L (G) → Fn
q , f 7→ (f(P1), f(P2), . . . , f(Pn)), (1.5)

其中

L (G) := {f ∈ Fq[X]\{0} | (f) +G > 0} ∪ {0}

是除子 G 的 Riemann-Roch 空间, 它是 Fq 上的有限维向量空间, 映射 (1.5) 的象为码矢空间

Ω := [n, k, d].

而 deg(G) < n 保证了该映射为单射, 由 Riemann-Roch 定理可得

k > deg(G)− g + 1

2) 在 “渐近问题” 中, 显然, 符号有限域 Fq 越大, 则能使用的代数工具及其技巧越多, 问题越容易解决; 而 Fq 越小, 则
在通信工程中的实现复杂度和技术成本越低,但解决上述问题的难度就更大.因此,在尽可能小的符号域 Fq 上解决 “渐
近问题” 成为了自 20 世纪 50 年代初 Shannon 创立信息理论以来的一个亟待解决的严峻问题 (参见文献 [2]) 和持续不
断的努力目标. 特别是要想在 Shannon 最关注的二元域 F2 上构造一族达到渐近 GV 界的线性码族 {[ni, ki, di]} 异常
困难, 已知的代数构造凤毛麟角. 在此基础上能够进一步明确给出 {Ωi} 的生成矩阵形式的代数族 {G{i}

n×k} 更加不易.

此外,对于任给的码长 n (而非仅仅特殊整数类)与任意信息率 k/n (而非仅仅个别信息率)均能使 δ 至少达到渐近 GV
界的线性码构造也是一个待解的难题.
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(其中等号在 deg(G) > 2g − 2 时取得), d > n− deg(G), 故

k + d > n+ 1− g.

以上参数称为 AG码的设计参数,注意到 Goppa的构造中并没有给出明确的生成矩阵结构,还需具体

给出特定的曲线并选择恰当的除子, 才能通过构造向量空间 L (G) 的具体基底确定生成矩阵.

显然,这种 Fq 上 AG码 [n, k, d]的设计参数取值必然受到曲线上有理点个数与曲线亏格大小的比

例的限制.于是对于给定的亏格 g, 找到有理点个数尽可能多的曲线族成为构造 AG码的主要任务.后

继者先后找到了 Unitary 曲线 (Hermite 曲线)、Suzuki 曲线和 Ree 曲线等曲线族 (参见文献 [11, 12]),

它们对于特定的亏格都有最多数量的有理点. 但是这些特定的曲线族往往只能在某些特定的有限域

Fq 上才能构造出 AG 码, 其码参数 [n, k, d] 也比较特殊 (参见文献 [12–14]).

更一般地, 记 Nq(g) 为 Fq 上亏格为 g 的曲线上有理点个数,

A(q) := lim
g→∞

sup
Nq(g)

g
, (1.6)

且素数幂 q (q > 2) 恒满足 [15]

A(q) 6 √
q − 1.

因为当 q 是平方数时, 能够有结论 [16]

A(q) > √
q − 1,

故依靠 Goppa 的巧妙构造和模曲线理论, 在 q > 49 且为平方数条件下, 渐近 GV 界于 1982 年被

Tsfasman等 [17] 刷新: 当平方数 q > 49时, Fq 上的 Shannon好码渐近序列可以达到 Tsfasman-Vlǎduţ-

Zink (TVZ) 界曲线

RTVZ(δ) = 1−A(q)−1 − δ = 1− (
√
q − 1)−1 − δ (1.7)

之上, 其中当 δ 在一个非空开区间上时, TVZ 界曲线优于渐近 GV 界曲线.

然而对于 q 为非平方数的情形, A(q) 的精确下界依然未知. 后续研究的最基本思路是构造 Fq 上

无限域扩张下的 “函数域塔” [18], 通过构造优秀的 “函数域塔” 去优化更多 q 为非平方数时 A(q) 的下

界. 2014 年, 文献 [19] 给出了一种 q 的幂次为 2 以上的奇数情形下的 “函数域塔” 构造, 并证明了对

于所有非素数的素数幂 q > 49 (q = 125 除外), 存在渐近参数超过渐近 GV 界的 Shannon 好码渐近序

列. 在该 “函数域塔”基础上,文献 [20,21]通过取多点除子和广义 Hermite曲线找到了 Riemann-Roch

空间基底的具体构造方法, 并在 F27 等域上构造了优秀参数的码.

特别地, 对于构造在更小有限域 Fq (无论 q 是否为平方数) 上的 AG 码, 该问题通常更为困难.

2005年,文献 [22]指出 Goppa的构造对于所有的 q > 2,理论上可以达到渐近 GV界,但要想具体构造

还有一定困难. 事实上, Goppa 之后还有一些对 AG 码构造的推广, 包括通过选取特殊除子 [23]、考虑

高次点而非有理点上的赋值 [24,25]、选取函数域的有限维子空间而非除子 G的 Riemann-Roch空间 [26]

等途径. 在这之中的很多构造也被证明实质上与 Goppa的构造等价 [27],或者不够简洁明确,并且要从

曲线推广到高维簇情形的构造, 还需要更多的研究和结论, 详见文献 [28, 29].

除了 AG 码之外, 近些年还有基于图论方法的渐近码序列能够达到渐近 GV 界. 该理论从 F2 上

的非线性映射序列推广到线性映射序列, 但由线性映射序列得到的渐近码序列参数较为特殊, 且未给

出具有明确生成矩阵形式 {G{i}
n×k} 的代数族 {σi}. 最新的研究结果参见文献 [30–32].
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综上可知,当 q较大时,由于可使用的代数技巧较多,故以 AG码为代表的一些线性映射族 {σi}构
造方法能在一定的区间上构造出达到或超过渐近 GV界的 Shannon好码渐近序列;当 q 较小 (q < 46)

时, 特别是 q = 2 的情形下, 达到渐近 GV 界的线性映射族 {σi} 及生成的码矢空间序列 {Ωi} 的明确
构造依然稀缺, 一些 AG 码即便达到了 TVZ 界曲线之上也并非万事大吉, 因为 TVZ 界曲线在 q 较小

时离渐近 GV 界曲线尚有一定差距 (仅在 q 较大时能在部分区间上更优). 值得注意的是, Goppa [33]

曾断言, q = 2情形下的渐近 GV界是确切的 (即既是下界又是上界). 此外, 注意到渐近 GV界的参数

具有连续性, 而 AG 码在具体构造的过程中由于受到特定曲线限制, 码参数尚不够连续, 其生成矩阵

结构尚也不够清晰, 利用图论等新近的方法依然如此. 因此, 能让码矢空间序列参数 n 和 k 摆脱特定

整数限制, 且具有清晰生成矩阵 {G{i}
n×k}形式的代数族 {σi} 仍然匮乏.

基于新的途径, 本文给出一种具有清晰生成矩阵形式的线性映射渐近代数族 {σi}, 它能在较小的
信息符号域 Fq (特别是 q = 2 的二元域) 上, 对于任意指定的正整数 n 和 k (n > k), 皆生成达到渐近

GV 界的 Shannon 好码渐近序列

{Ωi} := {[ni, ki, di]} (i → ∞).

以下将进一步介绍这种代数族 {σi} 的构造方法, 并表明它生成的 Shannon 好码渐近序列可达渐近

GV 界.

2 预备知识

2.1 生成矩阵的标准形式

这里首先给出本文所指的生成矩阵, 它是一切生成矩阵的标准形式.

定义 2.1 对于有限域 Fq (q > 2) 上 n 行 k 列 (n > k) 的列满秩生成矩阵 Gn×k, 在信息编码理

论中, 这种生成矩阵 Gn×k 都等价于标准形式

Gn×k =

[
Ik×k

P(n−k)×k

]
n×k

, (2.1)

其中 Ik×k 是 k 阶单位矩阵, P(n−k)×k 是 n− k 行 k 列矩阵.

容易知道,标准形式下的线性映射 σ 将 k 维信息空间 Fk
q 中的向量,映射到向量空间 Fn

q 中 (注意

对比映射 (1.1)), 即对任意向量 α ∈ Fk
q , 有

σ : Fk
q → Fk

q ⊕ Fn−k
q , α 7→ β = α⊕ P(n−k)×k ·α. (2.2)

同时关于该线性映射可以定义两个向量集合如下:

定义 2.2 记 Dk
6d−1 是向量空间 (k 维信息空间) Fk

q\{0} 中所有 Hamming 重量不超过 d− 1 的

向量集合, Dn
6d−1 是向量空间 Fn

q \{0} 中所有 Hamming 重量不超过 d− 1 的向量集合.

2.2 原始 GV 界和渐近 GV 界

本小节首先引入从非渐近情形下的 GV 界 (原始 GV 界) 到渐近 GV 界的具体转换, 随后给出原

始 GV 界在线性映射下的等价判定形式, 首先记变量

Vq(n, t) :=
t∑

i=0

Ci
n(q − 1)i. (2.3)
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则有关于信息熵函数的如下引理.

引理 2.1 (参见文献 [1, 引理 5.1.6]) 令 q > 2, 0 6 λ 6 (q − 1)/q, 有

lim
n→∞

n−1logqVq(n, ⌊λn⌋) = Hq(λ). (2.4)

原始 GV 界 (无论线性映射还是非线性映射) 最早由如下定理给出:

定理 2.1 [5] 在有限域 Fq 上任意给定正整数 n 和 d (n > d), 设 |Ω| 为码矢空间 Ω 集合的势, 原

始 GV 界断言

|Ω| > qn∑d−1
i=0 Ci

n(q − 1)i
. (2.5)

通过下面的定理可以将原始 GV 界在渐近情形下转换为渐近 GV 界.

定理 2.2 (参见文献 [1, 定理 5.1.9]) 若 0 < δ 6 (q − 1)/q, 则

RGV(δ) > 1−Hq(δ). (2.6)

证明 由引理 2.1 和定理 2.1, 有

RGV(δ) = lim
n→∞

sup n−1logq|Ω|

> lim
n→∞

{1− n−1logqVq(n, δn)}

= 1−Hq(δ), (2.7)

故结论成立.

对有限域 Fq 上的线性映射 σ 而言有 |Ω| = qk, 故得原始 GV 界在线性映射下的等价判定形式

如下:

定理 2.3 (参见文献 [1, 定理 5.1.8]) 在有限域 Fq 上任意给定正整数 n 和 k (n > k), 若正整数

d 满足

d−1∑
i=0

Ci
n(q − 1)i < qn−k+1, (2.8)

则存在码矢空间 Ω := [n, k, d].

由该定理容易得到以下推论.

推论 2.1 在有限域 Fq 上任意给定正整数 n 和 k (n > k), 若正整数 d 和 ε 满足

d−1∑
i=1

Ci
n(q − 1)i < qn−(k+ε)+1 − 1, (2.9)

则存在码矢空间 Ω := [n, k, d].

证明 若不等式 (2.9) 成立, 即不等式 (2.8) 中 k 取 k + ε 时成立. 由定理 2.3 知, 存在码矢空间

Ω := [n, k + ε, d]; 又由 ε 是正整数知, 存在码矢空间 Ω := [n, k, d].

特别地, 对于 ε = 1 的情形, 有以下推论.
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推论 2.2 在有限域 Fq 上任意给定正整数 n 和 k (n > k), 若正整数 d 满足

d−1∑
i=1

Ci
n(q − 1)i < qn−k − 1, (2.10)

则存在码矢空间 Ω := [n, k, d].

证明 在推论 2.1 中代入 ε = 1 可得推论成立.

2.3 伴随矩阵及相关映射性质

本小节将引入伴随矩阵及相关映射性质, 它是本文代数族构造的重要工具. 首先给出伴随矩阵的

定义如下:

定义 2.3 [34] 系数在有限域 Fq 上的 m 次首一多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ am−1x
m−1 + xm (2.11)

的伴随矩阵定义为

M =



0 0 0 · · · 0 −a0

1 0 0 · · · 0 −a1

0 1 0 · · · 0 −a2
...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 −am−1


m×m

. (2.12)

显然, 伴随矩阵 M 的特征多项式是 f(x), 由 Cayley-Hamilton 定理可知, M 为方程 f(M) = 0

矩阵形式的根, 即有

f(M) = a0I + a1M + · · ·+ am−1M
m−1 +Mm = 0, (2.13)

其中 I 为 m 阶单位矩阵, 进一步得到以下定理:

定理 2.4 [34] 令 f(x) 为系数在有限域 Fq 上的 m 次首一本原多项式, 其伴随矩阵M 满足方程

f(M) = 0,

则M 具备本原多项式 f(x)根的性质, 它作为 qm − 1阶循环群的生成元 (有限域中的本原元)能生成

有限域 Fqm 中所有非零域元, 即有矩阵集合

M = {0,M1,M2, . . . ,M qm−1 = I} (2.14)

同构于有限域 Fqm , 其中 M 中零元对应到 Fqm 中零元.

该定理给出了矩阵集合M 与有限域 Fqm 的一一对应. 下面的定理则给出了矩阵集合M 与向量

空间 Fm
q 的一一对应.

定理 2.5 令 f(x) 为系数在有限域 Fq 上的 m 次首一本原多项式, M 是其伴随矩阵, 即有矩阵

集合

M = {0,M1,M2, . . . ,M qm−1 = I}
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同构于有限域 Fqm , 则以下性质成立:

(1) 伴随矩阵M 可逆;

(2) 任意给定向量 ζ ∈ Fm
q \{0}, 对任意两个矩阵 M i ∈ M \{0} 和 M j ∈ M \{0}, 若 M i ̸= M j ,

则有

M iζ ̸= M jζ,

即有矩阵集合

M ζ = {0,M1ζ,M2ζ, . . . ,M qm−1ζ = ζ} = M (2.15)

同构于向量空间 Fm
q , 其中 M 中零元对应到 Fm

q 中零元;

(3) 任意给定两个向量 ν ∈ Fm
q \{0} 和 µ ∈ Fm

q \{0} (可重复), 存在且仅存在唯一矩阵

Mx ∈ M \{0},

使得Mxν = µ;

(4) 任意给定向量空间 Fm
q \{0} 中 4 个向量 ν1、ν2、µ1 和 µ2 (可重复), 在某些取值情形下, 可能

存在同一个矩阵My ∈ M \{0}, 使得Myν1 = µ1 和Myν2 = µ2 同时成立.

证明 (1) 由定理 2.4 知 M qm−1 = I, 又由 M 是方阵且行列式 |M qm−1| ≠ 0, 可知行列式

|M | ̸= 0, 故伴随矩阵M 可逆.

(2) 用反证法, 假设当M i ̸= M j 时,

M iζ = M jζ

成立. 由条件知 i ̸= j, 不失一般性可设 1 6 i < j 6 qm − 1. 由 (1) 知矩阵 M 可逆, 可记 M 的逆

为 M−, 将 M iζ = M jζ 两边同时左乘 (M−)i 得 ζ = M j−iζ, 因为 ζ ̸= 0, 所以 M j−i = I. 又由

1 6 i < j 6 qm − 1 知 0 < j − i < qm − 1, 故伴随矩阵M 生成的循环群阶数不超过 qm − 1, 这与伴随

矩阵 M 生成的循环群阶数为 qm − 1 相矛盾, 则当 M i ̸= M j 时, M iζ ̸= M jζ 成立, 余下的结论是

显然的.

(3) 由 (2) 和定理 2.4 可得.

(4) 结论是显然的.

由定理 2.5(2) 可知, 对于任意给定的向量 ζ ∈ Fm
q \{0}, 从矩阵集合 M ζ 到向量空间 Fm

q 有重要

的一一对应, 本质上依然是矩阵集合 M 到向量空间 Fm
q 的一一对应, 因为非零向量 ζ 在 M 上的作

用是 M 上的自同构作用. 另外不难发现, 在 ζM 情形下也有类似的定义和结论.

3 主要结果和具体构造

3.1 本文主要结果

诸多文献已表明, 前述赋值映射 (1.5) 及其研究途径对线性映射及所生成的码矢空间参数自由度

有较多的限制.为摆脱这种局限,本文另辟路径,直接考虑具有明确生成矩阵 G形式的线性映射 σ,即

后文重点考虑形如 (2.1) 的生成矩阵 Gn×k, 并由此导出码矢空间 Ω := [n, k, d].
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本文发现的主要结果是, 给定有限域 Fq (特别是 F2)、任意正整数 n 和 k (n > k), 均能够获得线

性映射 σ 的明确生成矩阵形式 (2.1), 而由该生成矩阵导出的码矢空间 Ω := [n, k, d], 其距离指标 d 的

最大取值主要由不等式

d−1∑
i=0

Ci
n(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
k(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
n−k(q − 1)i − r < qn−k (3.1)

决定, 其中 Ci
k = 0 (当 i > k + 1 时), r 是一个非负整数. 显然, 给定 n 和 k (n > k) 之后, r 越小则 d

越小, d “最坏” 的情形莫过于 r = 0. 本文证明了, 即使在 “最坏” 的情形下, 也能给出 (2.1) 形式的生

成矩阵 Gn×k 来导出码矢空间 Ω := [n, k, d], 使得其 n、k、d 参数可在渐近情形下达到渐近 GV 界.

关于主要结果更完整的准确表述详见本文第 4 节定理 4.1 和注 4.1–4.4. 以下详细说明这种具有

明确生成矩阵 Gn×k 的线性映射 σ 的构造方法.

3.2 一种可达渐近 GV 界的构造途径

由定理 2.2 可知渐近 GV 界可由非渐近情形下的原始 GV 界直接导出, 故一个关键的想法是, 构

造代数族 {σi},使得该代数族中任何线性映射 σi 所生成的码矢空间 Ωi 的参数下界,也不能距离原始

GV界 (定理 2.3)太远 (参数之间的差距在渐近情形下趋于 0). 特别地,本文选择推论 2.2作为目标进

行构造.

同时, 给定有限域 Fq、任意正整数 n 和 k (n > k), 为得到距离指标至少为 d 的码矢空间 Ω, 另一

个关键的想法是,找到一个线性映射 σ (或生成矩阵 G),使得它生成的码矢空间 Ω中所有向量均不在

向量集合 Dn
6d−1 (参见定义 2.2) 中. 为此, 考虑如下构造假设:

构造假设 3.1 给定有限域 Fq、任意正整数 n 和 k (n > k), 在 Fq 上构造生成矩阵集合

G = {G1,G2, . . . ,Gqn−k−1}, (3.2)

其中矩阵集合 G 中元素 Gi 均是 n 行 k 列的标准形式生成矩阵, 记 Gi 分别生成码矢空间 Ωi, 对于

想要得到的距离指标 d, 若以下条件成立:

(1) 任意给定向量 φ ∈ Dn
6d−1, 至多存在一个 G 中生成矩阵 Gt, 由它生成的码矢空间 Ωt 使得

φ ∈ Ωt 成立;

(2) 矩阵集合 G 的势大于向量集合 Dn
6d−1 的势;

则通过该构造可得码矢空间 Ω, 使得其距离指标性能不低于推论 2.2 中的界. 进一步, 如果满足

(3) 任意给定两个不同的向量 φ1,φ2 ∈ Dn
6d−1, 可能存在同一个生成矩阵 Gj ∈ G , 由它生成的码

矢空间 Ωj 使得下式同时成立:

φ1 ∈ Ωj 和 φ2 ∈ Ωj ,

则 Ω 的距离指标还可能更优.

证明 当上述条件 (1)和 (2)同时成立时,由抽屉原理可知,集合 G 中至少存在一个生成矩阵 G,

使得 G 生成的码矢空间 Ω 与向量集合 Dn
6d−1 交集为空, 即 Ω 的距离指标至少为 d. 注意到不等式

(2.10)的左端正好等于向量集合 Dn
6d−1 的势,而右端正好为矩阵集合 G 的势,故通过该构造假设至少

能达到推论 2.2 中的界. 进一步, 易得若上述条件 (3) 中情形多次出现, 则 Ω 的实际距离指标 d 显然

只可能更大.
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因此, 如果给出构造假设 3.1 中生成矩阵的具体结构, 那么便能给出距离性能不低于推论 2.2 的

码矢空间, 由此便能够找到这样的生成矩阵, 由它导出的码矢空间参数的下限仅在 k 上距离原始 GV

界 (参见定理 2.3) 至多相差 1 (即推论 2.1 中 ε = 1 的情形). 更进一步, 由此也找到了具有明确生成

矩阵形式 {G{i}
n×k} 的代数族 {σi} 途径, 使得所构造的 Shannon 好码渐近序列 {Ωi} (i → ∞) 可达渐

近 GV 界. 值得注意的是, 若构造假设 3.1(3) 的情形多次出现, 则通过该假设所构造出的 Shannon 好

码渐近序列就有了超过渐近 GV 界的可能.

3.3 运用伴随矩阵的具体构造

本小节给出满足构造假设 3.1 的 G 中生成矩阵的具体结构, 关键还在于所构造的 G 中生成矩阵

需具备特殊映射性质. 故利用伴随矩阵及相关映射性质 (参见定理 2.5), 本小节给出 G 中具有标准形

式的生成矩阵构造如下:

构造 3.1 给定有限域 Fq、任意正整数 n 和 k (n > k), 具体构造生成矩阵集合 (3.2) 为

G =

{[
I

M i ·B(n−k)×k

]
n×k

∣∣∣∣ i = 1, 2, . . . , qn−k − 1

}
, (3.3)

其中 I 是 k 阶单位矩阵, n− k 阶方阵M 是 Fq 上一个首一 n− k 次本原多项式 f(x)的伴随矩阵 (参

见定义 2.3), 而矩阵 B(n−k)×k 的构造分为以下两种情形:

(1) 当 k/n 6 1/2 时, 构造 B(n−k)×k 为任意列满秩矩阵;

(2) 当 k/n > 1/2 时, 若已知存在参数为 n0 = k、k0 = 2k − n 和 d0 (其中 d0 不小于想要通过

构造得到的 d 的最大值) 的码矢空间 Ω0 := [n0, k0, d0], 它对应的生成矩阵记为 Hk×(2k−n), 则构造

B(n−k)×k 为满足方程

B(n−k)×kHk×(2k−n) = 0 (3.4)

的行满秩矩阵, 也即 B(n−k)×k 可由方程

xHk×(2k−n) = 0 (3.5)

解空间的一组基底构造而成.

至此, 本小节明确给出了构造假设 3.1 中形如 G 的生成矩阵的具体结构. 至于该构造如何满足构

造假设 3.1 中条件, 在下一节中将会体现得更加清晰.

4 达到渐近 GV 界的一种 Shannon 好码渐近序列

本节将具体证明构造 3.1给出的码矢空间距离指标 d的实际取值情形, 同时也说明这种具有明确

生成矩阵形式 {G{i}
n×k} 的代数族 {σi} 途径所构造的 Shannon 好码渐近序列 {Ωi} (i → ∞) 可达渐近

GV 界.

4.1 构造 3.1 所得码矢空间的实际距离指标

首先通过构造 3.1 可以立即得到下面的定理.
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定理 4.1 给定有限域 Fq、任意正整数 n 和 k (n > k), 结论分为以下两种情形:

(1) 当 k/n 6 1/2 时, 若正整数 d 满足不等式

d−1∑
i=1

Ci
n(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
k(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
n−k(q − 1)i − r < qn−k − 1, (4.1)

其中 Ci
k = 0 (当 i > k + 1 时), 而非负整数 r 是一个表示重复的参数, 则通过构造 3.1 可得码矢空间

Ω := [n, k,> d].

(2) 当 k/n > 1/2 时, 若正整数 d 同时满足不等式 (4.1) 和不等式 d 6 d0 (即构造 3.1 中已知有码

矢空间 Ω0 := [n0, k0, d0]), 则通过构造 3.1 可得码矢空间 Ω := [n, k,> d].

证明 由构造 3.1 中生成矩阵的具体结构可知, 对任意向量 γ ∈ Fk
q , 通过 G 中生成矩阵作用有[

I

M i ·B(n−k)×k

]
· γ =

[
γ

M i ·B(n−k)×k · γ

]
=

[
γ

ϕ

]
= φ. (4.2)

若能证明存在某个正整数 i ∈ {1, 2, . . . , qn−k − 1}, 使得对任意向量 γ ∈ Fk
q , 经生成矩阵M i 作用 (4.2)

后得到的最终向量 φ 均不在集合 Dn
6d−1 (参见定义 2.2) 中, 则由生成矩阵M i 导出的码矢空间 Ω 的

距离指标至少为 d.

当向量 γ = 0 时, 经 (4.2) 后恒有 φ = 0. 由定义 2.2 知 φ 不在集合 Dn
6d−1 中. 故我们只需就向

量 γ ∈ Fk
q\{0} 的情形进行证明.

(1) 当 k/n 6 1/2 时, 由构造 3.1 中矩阵 B(n−k)×k 的秩为 k 知, 对任意向量 γ ∈ Fk
q\{0}, 有

B(n−k)×k · γ ̸= 0,

进而由定理 2.5(2) 有

ϕ ̸= 0.

记 D̄n
6d−1 由向量集合 Dn

6d−1 中 γ 和 ϕ 均不为 0 的向量组成, 则由集合 Dn
6d−1 易得集合 D̄n

6d−1 的

势为

d−1∑
i=1

Ci
n(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
k(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
n−k(q − 1)i. (4.3)

给定任意向量 φ ∈ D̄n
6d−1, 由 φ = γ ⊕ ϕ 知, φ 对应的向量 γ 和 ϕ 是确定的且均不为 0, 进而向量

B(n−k)×k ·γ也随之确定且不为 0. 由定理 2.5(3)可知,存在且仅存在唯一正整数 j ∈ {1, 2, . . . , qn−k−1},
使得向量 ϕ = M j · (B(n−k)×k · γ), 即存在且仅存在唯一生成矩阵 Gj ∈ G , 使得 Gj 生成的码矢空间

Ωj 包含向量 φ.

又由定理 2.5(4) 知, 可能存在集合 D̄n
6d−1 中多个不同的向量, 使得它们均在同一个生成矩阵

Gt ∈ G 所生成的码矢空间 Ωt 中. 故要确定至多需要多少个集合 G 中生成矩阵, 来得到向量集合

D̄n
6d−1 中所有向量, 还需减去一个表示重复的参数 r (非负整数), 即至多需要

d−1∑
i=1

Ci
n(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
k(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
n−k(q − 1)i − r (4.4)

个集合 G 中生成矩阵. 由集合 G 的势为 qn−k − 1 知, 当不等式 (4.1) 成立时, 我们至少能得到一个 G

中生成矩阵 Gi, 它生成的码矢空间 Ωi 与向量集合 D̄n
6d−1 交集为空; 进一步易知 Ωi 与 Dn

6d−1 交集

也为空, 即通过构造 3.1 可给出码矢空间 Ω := [n, k,> d].
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(2) 当 k/n > 1/2 时, 由构造 3.1 知, 矩阵 B(n−k)×k 是行满秩矩阵, 且方程 B(n−k)×k · x = 0 的

解空间中向量的最小 Hamming 重量为 d0. 也就是说, 对任意向量 γ ∈ Dk
6d−1, 由 d 6 d0 知 (4.2) 中

B(n−k)×k · γ ̸= 0 (否则与构造 3.1 中 Hk×(2k−n) 的最小 Hamming 重量为 d0 相矛盾), 进而 ϕ ̸= 0.

又由向量 γ 经 (4.2) 后得到的最终向量 φ = γ ⊕ ϕ 知, 对于满足不等式 d 6 d0 的距离指标 d, 仅

需考虑向量 γ ∈ Dk
6d−1 的情形 (其余情形均不会影响构造所给出的码矢空间的距离指标), 而此时

B(n−k)×k · γ ̸= 0

且

ϕ ̸= 0,

故结论和 (1) 同理可证.

4.2 几点注记

通过对定理 4.1 的证明, 既可知构造 3.1 的确满足构造假设 3.1 的条件, 也明确了通过构造 3.1 所

给出的码矢空间中参数 n、k 和 d 的实际取值情形. 另外将不等式 (4.1) 稍作变换即有不等式

d−1∑
i=0

Ci
n(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
k(q − 1)i −

d−1∑
i=1

Ci
n−k(q − 1)i − r < qn−k. (4.5)

注 4.1 在非渐近情形下, 对比不等式 (4.5) 和 (2.8) 可知, 给定有限域 Fq、任意正整数 n 和 k

(n > k), 如果原始 GV 界 (参见定理 2.3) 保证了 Fq 上码矢空间 Ω := [n, k, d] 的存在性, 则由定理 4.1

知, 即使在 “最坏” 情形 r = 0 时, 通过构造 3.1 也能在 Fq 上找到具有明确生成矩阵形式的线性映射

来给出码矢空间

Ω := [n, k − 1,> d].

而当 r 可能很大时, 通过构造 3.1 还可能给出具有更好距离指标的码矢空间 Ω.

注 4.2 在渐近情形下, 由注 4.1 更进一步可以得到, 通过构造 3.1 的代数族 {σi} 途径给出的
Shannon 好码渐近序列的渐近参数和渐近 GV 界的差距趋于 0. 故本文具有明确生成矩阵形式的代数

族 {σi} 途径给出的 Shannon 好码渐近序列 {Ωi} (i → ∞) 可达到渐近 GV 界.

注 4.3 需要特别注意的是, 若如 Goppa 所断言, 在有限域 F2 上渐近 GV 界是渐近确切的 (即

既是下界又是上界), 则构造 3.1 所给出的码矢空间距离指标 d 只会受到不等式 (4.5) 的约束. 这是因

为在 k/n > 1/2 的情形下, 渐近 GV 界的存在保证了在构造 3.1 中, 总是能找到合适的矩阵 B(n−k)×k

使得 d0 足够大, 即与不等式 (4.5) 相比, 不等式 d 6 d0 不会对所构造的 Shannon 好码渐近序列的距

离指标产生约束.

注 4.4 显然非负整数 r 的取值还可进一步优化, 它与有限域的具体结构有关. 故在非渐近情形

下, 通过构造 3.1 还可能给出达到或超过原始 GV 界的码矢空间的参数 n、k 和 d. 而在渐近情形下,

若在有限域 F2 上渐近 GV界不是渐近确切的 (即在 F2 上,通过优化 r,还有改进渐近 GV界的可能),

则通过构造 3.1 给出的 Shannon 好码渐近序列的距离指标 d, 还可能受到构造 3.1 中码矢空间

Ω0 := [n0, k0, d0]

存在性的限制 (即距离指标 d 最大取值被不等式 d 6 d0 约束).
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至此, 本文从矩阵映射的观点给出了一种在任意有限域 Fq (特别是 F2) 上具有明确生成矩阵形

式 {G{i}
n×k} 的代数族 {σi} 新方法, 并表明由 {σi} 导出的 Shannon好码渐近序列 {Ωi} := {[ni, ki, di]}

(i → ∞)可达到渐近 GV界. 这种新的代数族生成途径在工程应用中, 不仅构造简洁、易于实现, 而且

由于重复参数 r 的存在, 还可能获得更优的实际性能.
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A method of constructing linear mapping families to achieve the
asymptotic GV bound

Xiaojing Wang & Xingyi Peng

Abstract Given a finite field Fq (q > 2) and arbitrary positive integers n and k (n > k), the construction
methods of linear mapping sequences (algebraic families) {σi} (σi : Fk

q → Fn
q (i → ∞)) over Fq have been a

central problem of coding theory in information science, which is generally called the algebraic family approach
to the Shannon ideal. Until now, finding a better structure of the algebraic family {σi}, and using it to derive
asymptotic sequences {[ni, ki, di]} of the Shannon good codes, is still an unresolved challenge and ongoing goal. To
measure the algebraic family, in addition to seeing whether the construction {σi} is convenient for implementation
by communication engineering (simple construction, low complexity), a vital standard is to see if the asymptotic
parameters of sequences {[ni, ki, di]} derived by {σi} do not decrease under the asymptotic Gilbert-Varshamov
bound (asymptotic GV bound), which has attracted the attention of many mathematicians. In this paper, we
give a new method by the matrix mapping to generate the algebraic family {σi} over any finite field Fq, and
we indicate the asymptotic code sequences {[ni, ki, di]} derived by {σi} are above the asymptotic GV bound.
The new approach to construct algebraic families is of great significance to information coding theory and its
engineering application.

Keywords linear mapping families, algebraic construction, asymptotic Gilbert-Varshamov bound
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