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摘要 本文是关于 Riemann 流形中超曲面逆曲率流的综述文章. 首先介绍 Euclid 空间超曲面的逆曲

率流的收敛性,以及其在证明 Alexandrov-Fenchel不等式中的应用. 其次,介绍在双曲空间以及球面中

类似的结论. 接着讨论 Kottler 空间的逆平均曲率流. Kottler 空间是一类扭曲乘积空间, 它满足物理

中的稳态方程且在无穷远处渐近于局部双曲空间. 本文将介绍此类空间中的逆平均曲率流的收敛性

并用来对星形平均凸超曲面证明 Minkowski 型不等式. 逆曲率流是近几年比较热门的一个研究领域,

然而, 由于篇幅有限, 本文不能一一全部介绍. 因此, 本文最后列举一些相关的文献供感兴趣的读者

参考.

关键词 逆曲率流 几何不等式 空间形式 Kottler 空间

MSC (2010) 主题分类 53C44, 53C42

1 引言

设 n > 2, (Mn+1, gM ) 为具有 Riemann 度量 gM 的 n + 1 维完备 Riemann 流形, Σ0 为 M 中

一个光滑闭的 (即紧致无边) 超曲面, 且由光滑浸入 X0 : Σn → X0(Σ
n) ⊂ M 给出. 记 W = (hj

i ) 为

超曲面 Σ0 的 Weingarten 矩阵, 其特征值 κ = (κ1, . . . , κn) 称为超曲面的主曲率. 假设 F (W) 是关于

Weingarten 矩阵 W = (hj
i ) 的光滑对称函数, 等价地, F = f(κ) 是关于超曲面主曲率的光滑对称函数.

如果在超曲面 Σ0 上处处满足 F (W) > 0, 则可考虑 Riemann 流形 M 中以 Σ0 为初始值的逆曲率流,

即满足 
∂

∂t
X(x, t) =

ν(x, t)

F (W(x, t))α
,

X(·, 0) = X0(·)
(1.1)
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的一族光滑浸入 X : Σn × [0, T ) → M , 其中 α > 0, ν 为超曲面 Σt = X(Σn, t) 的单位外法向量场. 本

文始终假定函数 f : Rn → R+ 单调增加 (即 ḟ i = ∂f/∂κi > 0)、一次齐次 (即 f(kκ) = kf(κ), ∀ k ∈ R)
且满足规范化 f(1, . . . , 1) = n.

首先有如下关于逆曲率流 (1.1) 的解的短时间存在性和唯一性:

定理 1.1 [1, 2] 如果初始超曲面满足 F > 0 且 ḟ i > 0, 则存在 T > 0 使得逆曲率流 (1.1) 在时间

区间 [0, T ) 上具有唯一的光滑解.

注 1.2 比较重要的曲率函数 F (W) 包括平均曲率 H = κ1 + · · · + κn、Gauss 曲率的 1/n 次方

n(K)1/n = n(κ1 · · ·κn)
1/n、nE1/k

k 和 nEk/Ek−1, 其中 Ek 为 (规范化) k- 阶平均曲率,

Ek =

(
n

k

)−1 ∑
16i1<···<ik6n

κi1 · · ·κik .

显然, E1 = H/n 和 En = K 分别为 (规范化) 平均曲率和 Gauss 曲率. 当 F = H 且 α = 1 时, 称 (1.1)

为逆平均曲率.

1973 年, Geroch [3] 最先引入了逆平均曲率流, 并证明了, 如果 3 维 Riemann 流形 (M3, gM ) 的数

量曲率 R > 0 且逆平均曲率流的解超曲面 Σt 是连通的, 则 Hawking 质量沿着逆平均曲率流单调递

增. 2001年, Huisken和 Ilmanen [4] 引入了逆平均曲率流的弱解,并验证了在弱解意义下 Hawking质量

的单调性, 从而证明了 3 维渐近平坦流形中的 Riemann Penrose不等式. 关于 Euclid空间中逆曲率流

光滑解的研究, 则是由 Gerhardt [5] 和 Urbas [6, 7] 于 1990 年左右分别独立完成. Guan 和 Li [8] 发现了

Euclid空间中星形 k-凸超曲面的 Quermass积分比在对应的逆曲率流下单调递减,从而利用 Gerhardt

和 Urbas 关于逆曲率流的光滑收敛性证明了经典的 Alexandrov-Fenchel 不等式对于 Euclid 空间中 k-

凸星形超曲面也成立. 从文献 [4, 8] 可以看出, 逆曲率流的弱解和光滑解在证明 Riemann 流形中超曲

面上的几何不等式中将会有重要应用. 因此, 最近几年关于逆曲率流收敛性及其应用的研究是一个很

热门的课题. 本文将探讨该领域的一些重要成果和进展, 希望有助于该领域的进一步发展.

本文将按照 Euclid 空间、双曲空间、球面和 Kottler 空间的顺序, 分别讨论相应空间中的逆曲率

流的收敛性及其应用. 由于篇幅有限, 我们着重于讨论光滑的闭超曲面上的逆曲率流, 对于本文中未

涉及的逆曲率流的其他研究课题, 我们将在本文最后列出相关文献供读者参考.

2 Euclid 空间中的逆曲率流

2.1 凸超曲面的逆曲率流

Urbas [7] 于 1991 年研究了 Euclid 空间 Rn+1 中凸超曲面的逆曲率流. 一个光滑超曲面 Σ 称为凸

的, 如果其主曲率 κ = (κ1, . . . , κn) 处处满足 κi > 0, ∀ i = 1, . . . , n.

定理 2.1 [7, 9, 10] 假设 Σ0 是 Euclid空间中的光滑闭的凸超曲面,则对任意 α ∈ (0, 1]和满足任意

下述条件的函数 f :

(i) f 是凹函数且 f 在正锥 Γ+ := {κ ∈ Rn : κi > 0, i = 1, . . . , n} 边界取值为零;

(ii) f 是凹函数且如下定义的 f∗ 也是凹函数,

f∗(x1, . . . , xn) = f(x−1
1 , . . . , x−1

n )−1; (2.1)

(iii) f∗ 是凹函数且 f∗ 在正锥 Γ+ 边界取值为零;
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(iv) f 无需任何二阶导数的条件, 但维数 n = 2,

逆曲率流 (1.1) 具有长时间存在的解 Σt, t ∈ [0,∞). 随着时间的增加, 超曲面 Σt 扩张至无穷远, 并且

在经过适当的伸缩变换后以指数速率光滑收敛至单位圆球.

上述定理 2.1(ii)和 2.1(iii)由 Urbas [7] 证明;定理 2.1(iv)由 Li等 [9] 证明. 定理 2.1的证明中最关

键的一步为曲率拼挤 (pinching) 估计, 即估计流超曲面 Σt 的最大与最小主曲率比值. 由于 f 为对称

函数, 不妨在 Σt 任意点都假定主曲率满足 κ1 6 κ2 6 · · · 6 κn, 则在定理 2.1 条件下, 存在只依赖于初

始超曲面 Σ0、n 和 α 的常数 C > 0 使得流超曲面 Σt 的主曲率 κ = (κ1, . . . , κn) 处处满足 κn 6 Cκ1,

t ∈ [0, T ).

定理 2.1 需要假定条件 α ∈ (0, 1]. 在 α > 1 时, Gerhardt [11] 在 2014 年研究了凸超曲面的逆曲率

流并证明了定理 2.1(i) 逆曲率流的收敛性.

定理 2.2 [11] 假设 Σ0 是 Euclid 空间中的光滑闭的凸超曲面, 则对任意 α > 1 和任意凹的且在

正锥 Γ+ 边界取值为零的函数 f , 逆曲率流 (1.1) 具有有限时间存在的解 Σt, t ∈ [0, T ), 其中 T < ∞.

随着时间 t → T ,超曲面 Σt 扩张至无穷远,并且在经过适当的伸缩变换后以指数速率光滑收敛至单位

圆球.

在 Gerhardt [11] 之前, Schnürer [12] 和 Li [13] 考虑了逆曲率流 (1.1) 在维数 n = 2、F = nK1/2 且

α ∈ (1, 2] 的收敛性. 最近, Kröner 和 Scheuer [14] 考虑了 α > 1 时 f 为 Γ+ 上的凹函数的情形, 但需

要加上初始超曲面 Σ0 为充分拼挤的 (pinched), 即 |Å|2 6 c0H
2. 一般情形下, 尚不清楚在 α > 1 时定

理 2.1(i)–2.1(iv) 逆曲率流的性质. 特别地, 在 α > 1 且函数 F = nE
1/k
k (k = 1, . . . , n − 1) 时, 尚不清

楚逆曲率流是否会收敛至球面.

2.2 星形超曲面的逆曲率流

逆曲率流比收缩曲率流更好的性质在于,它对非凸超曲面也有很好的性质. Gerhardt [5]和 Urbas [6]

分别于 1990 年独立研究了 Euclid 空间中星形超曲面上的逆曲率流. Euclid 空间中的超曲面 Σ 若满

足其支撑函数 χ = ⟨X, ν⟩ > 0, 则称 Σ 为星形超曲面. 这等价于 Σ 可以表示成单位球面上光滑函数的

图像, 即 Σ = {(θ, u(θ)), θ ∈ Sn}, u ∈ C∞(Sn). 假设 Γ ⊂ Rn 是一个包含正锥 Γ+ 的开的对称凸锥, 函

数 f ∈ C∞(Γ). 如果超曲面 Σ 每一点的主曲率 κ ∈ Γ, 则称 Σ 为 f - 相容. 星形超曲面上的逆曲率流有

如下性质.

定理 2.3 [5, 6, 11] 设 Γ ⊂ Rn 是一个包含正锥 Γ+ 的开的对称凸锥, 函数 f ∈ C∞(Γ) 是一个凹函

数, 且满足在 Γ 内 f > 0, 在边界 ∂Γ 上 f 取值为零. 如果 Σ0 是 Euclid 空间中的光滑、闭的、星形

且 f - 相容的超曲面, 则对任意 α ∈ (0, 1], 曲率流 (1.1) 具有长时间存在的解 Σt, t ∈ [0,∞). 随着时间

的增加, 超曲面 Σt 扩张至无穷远, 并且在经过适当的伸缩变换后以指数速率光滑收敛至单位圆球.

定理 2.3中 α = 1的情形由 Gerhardt [5]和 Urbas [6]分别独立完成; α ∈ (0, 1)的情形由 Gerhardt [11]

完成. 上述定理中一类特殊情形为 Γ = Γk = {κ ∈ Rn : Ej(κ) > 0, j = 1, . . . , k}, k = 1, . . . , n. 如果

超曲面 Σ 的主曲率处处满足 κ ∈ Γk, 则 Σ 称为 k- 凸超曲面. 容易看出, 超曲面 Σ 是凸超曲面等价

于 κ ∈ Γn; 超曲面 Σ 为平均凸超曲面等价于主曲率 κ ∈ Γ1. 因此, 由定理 2.3 可知, Euclid 空间中星

形 k- 凸超曲面在满足 f = nE
1/k
k 且 α ∈ (0, 1] 时的逆曲率流下具有长时间解. 随着时间 t → ∞, 超曲

面 Σt 扩张至无穷远, 并且在经过适当的伸缩变换后以指数速率光滑收敛至单位圆球. 这个性质在后

来被 Guan 和 Li [8] 应用在证明 Euclid 空间中星形 k- 凸超曲面的 Alexandrov-Fenchel 不等式.
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2.3 Euclid 空间中的逆曲率流的应用

本小节讨论逆曲率流的应用. 这是逆曲率流研究最主要的目的. 设超曲面 Σ = ∂Ω 是 Rn+1 中光

滑有界区域 Ω 的边界. 其 Quermass 积分 Vn+1−k(Ω) 可表示为如下的边界 Σ = ∂Ω 上的曲率积分:

Vn+1−k(Ω) =

∫
Σ

Ek−1(κ)dµ, k = 1, . . . , n,

并且 Vn+1(Ω) = (n+1)Vol(Ω), V0(Ω) = (n+1)Vol(B) = ωn,其中 B记为 Euclid空间中的单位球. 若 Ω

是一个凸区域, 经典的 Alexandrov-Fenchel 不等式具有如下形式:(
Vn+1−k(Ω)

Vn+1−k(B)

) 1
n+1−k

6
(
Vn−k(Ω)

Vn−k(B)

) 1
n−k

, 0 6 k 6 n, (2.2)

且等号取到当且仅当 Ω是 Euclid球. 当 k = 0时, 上式即为 Euclid空间中经典的等周不等式, 可对任

意有界区域成立 (即不需要区域边界为凸这一条件).

称区域 Ω ⊂ Rn+1 为 k- 凸的, 如果其边界 Σ = ∂Ω 的主曲率 κ(x) ∈ Γk, ∀x ∈ ∂Ω; Ω 称为是弱 k-

凸, 如果 κ(x) ∈ Γ̄k, ∀x ∈ ∂Ω. Guan 和 Li [8] 在 2009 年应用如下的逆曲率流:

∂

∂t
X =

Ek−1

nEk
ν (2.3)

证明了不等式 (2.2) 对任意光滑的星形且弱 k- 凸区域 Ω 成立.

定理 2.4 [8] 不等式 (2.2)对任意光滑的星形弱 k-凸区域 Ω成立且等号取到当且仅当 Ω是 Euclid

球, 其中 k = 1, . . . , n.

证明 (证明概要) 首先, 假设 Ω 是星形 k- 凸区域, 由定理 2.3 以 ∂Ω 为初值的逆曲率流 (2.3) 具

有长时间光滑解 Σt = ∂Ωt, t ∈ [0,∞), 且 Σt 也是星形 k- 凸超曲面. 定义

Q(Ωt) =
V

1
n+1−k

n+1−k (Ωt)

V
1

n−k

n−k (Ωt)

沿着 Rn+1 中任意的曲率流
∂

∂t
X = −Fν, (2.4)

直接计算可得流超曲面 Σt 的 m- 阶平均曲率 Em 和体积元 dµt 满足发展方程

∂

∂t
Em = ∇j

(
∂Em

∂hi
j

∇iF

)
+ F (nE1Em − (n−m)Em+1),

∂

∂t
dµt = −nE1Fdµt.

代入 F = −Ek−1/(nEk) 可得 Vn+1−k(Ωt) 和 Vn−k(Ωt) 满足的发展方程

d

dt
Vn+1−k(Ωt) =

n+ 1− k

n
Vn+1−k(Ωt),

d

dt
Vn−k(Ωt) =

n− k

n

∫
Σt

Ek−1Ek+1

Ek
dµt 6

n− k

n
Vn−k(Ωt),
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这里最后一个不等式用到了 Newton-Maclaurin不等式 Ek−1Ek+1 6 E2
k, ∀κ ∈ Γk. 因此, Q(Ωt)随着时

间增加而单调递增.由于 Ωt 长时间存在,且适当的变换后 Ω̃t = r(t)−1Ωt 光滑收敛至单位球,而 Q(Ωt)

在伸缩变换下保持不变, 因此, Q(Ω̃t) 也是关于时间递增的. 比较 Q(Ω̃t) 的初始值与极限值可得

Q(Ω0) 6 Q(Ωt) = Q(Ω̃t) 6 lim
t→∞

Q(Ω̃t) = Q(B). (2.5)

这等价于不等式 (2.2). 由于 Newton-Maclaurin 不等式 Ek−1Ek+1 6 E2
k 取得等号当且仅当 κ = k(1,

. . . , 1), k ∈ R, 因此, (2.5) 取得等号当且仅当 Ωt (∀ t ∈ [0,∞)) 是全脐超曲面从而是 Euclid 球.

如果 Ω是星形弱 k-凸区域,则可选取一族星形 k-凸区域 Ωϵ来逼近 Ω. 由连续性可知不等式 (2.2)

对此 Ω 成立. 为研究等号情形, 可证明任意取到 (2.2) 等号的星形弱 k- 凸区域 Ω 一定是星形 k- 凸,

从而由前一段证明可知 Ω 是 Euclid 球. 具体细节可参见文献 [8], 以及本文定理 5.4 的证明.

从上述证明过程中可见,应用逆曲率流证明几何不等式关键之处在于发现沿着逆曲率流的单调量

Q(t), 比较 Q(t) 的初始值与极限值进而得到不等式. 可参见文献 [15, 16] 关于 Euclid 空间中逆曲率流

最新的应用.

3 双曲空间中的逆曲率流

3.1 双曲空间中逆曲率流的收敛性

双曲空间是完备的具有常截面曲率 KM = −1 的 Riemann 流形. 熟知双曲空间具有三种常见的

表示模型: 圆盘模型、上半平面模型和扭曲 (warped) 乘积模型. 这里将采用双曲空间 Hn+1 的扭曲乘

积模型, 即 Hn+1 = R+ × Sn 配备 Riemann 度量 ḡ = dr2 + sinh2 rgSn . 双曲空间中的超曲面 Σ 称为星

形的, 如果其支撑函数 χ = ḡ(sinh r∂r, ν) > 0 处处成立, 这也同样等价于 Σ 可表示成单位球 Sn 上光
滑函数 r(·) 的图像, 即 Σ = {(θ, r(θ)) : θ ∈ Sn}. 与定理 2.3 类似, 双曲空间中星形超曲面上的逆曲率

流有如下的收敛性定理:

定理 3.1 [17, 18] 设 Γ ⊂ Rn 是一个包含正锥 Γ+ 的开的对称凸锥, 函数 f ∈ C∞(Γ) 是一个凹函

数, 且满足在 Γ 内 f > 0, 在边界 ∂Γ 上 f 取值为零. 如果 Σ0 ⊂ Hn+1 是双曲空间中的光滑闭的星形

且 f - 相容的超曲面, 则对任意 α ∈ (0, 1], 曲率流 (1.1) 具有长时间存在的解 Σt, t ∈ [0,∞); Σt 可表示

成球面 Sn 上函数的图像, 即 Σt = graphr(t, ·); 随着时间的增加, 超曲面 Σt 扩张至无穷远; Σt 的第二

基本形式满足

|hj
i − δji | 6 Ce−

2
nα t, ∀ t ∈ [0,∞). (3.1)

当时间 t → ∞ 时, 函数 r̃(t, θ) = r(t, θ)− n−αt 光滑收敛至球面 Sn 上的一个光滑函数 f(θ).

对于双曲空间中的凸超曲面, Li 等 [9] 证明了一个与定理 2.1(iv) 类似的结论; 如果函数 f 是 Γ+

上的凹函数且 f |∂Γ+= 0, 初始超曲面为严格凸超曲面, Scheuer [19] 证明了存在一个常数 α0 > 0 使得,

如果 α ∈ (1, α0], 则逆曲率流 (1.1) 有与定理 3.1 类似的收敛性定理. 在双曲空间中, 我们还有另一类

重要的凸性, 即 h- 凸: 称一个超曲面 Σ ⊂ Hn+1 为 h- 凸超曲面, 如果在 Σ 上任意点处的主曲率均满

足 κi > 1. 最近, Kröner 和 Scheuer [14] 也研究了函数 f 为 Γ+ 上的凹函数, 且初始超曲面满足条件

∥A− I∥2 − 1

n
(H − n)2 6 c0(H − n)2

的逆曲率流.
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定理 3.1中的极限函数 f(θ) 一般来说不一定是常数. 关于双曲空间中逆曲率流的收敛性, 我们有

下面的结论.

定理 3.2 [9, 20] 令 α ∈ (0, 1], F = H, 则存在一个星形平均凸超曲面 Σ0 ⊂ H3, 使得以 Σ0 为初值

的逆曲率流在时间 t → ∞时, 度量 e−2(1−α)tgt 收敛至球面 S2 上一个 g̃∞, 但 g̃∞ 不是球面上的标准度

量, 这里的 gt 为流超曲面 Σt 上的诱导度量.

这说明在双曲空间中, 我们不能得到 Euclid 空间中那样的、在做适当的伸缩变换后 Σt 收敛至圆

球的结论.

3.2 双曲空间中的 Alexandrov-Fenchel 型不等式

与 Euclid空间类似,双曲空间中的逆曲率流同样有丰富的几何应用. Brendle等 [21] 及 de Lima和

Girão [22] 最先独立应用逆平均曲率流证得如下的带权平均曲率积分的不等式.

定理 3.3 [21, 22] 设 Σ = ∂Ω ⊂ Hn+1 (n > 2) 为双曲空间中光滑闭的星形平均凸超曲面, 记 V

= cosh r |Σ 为 cosh r 限制在超曲面上的函数, 则

(i) (参见文献 [21]) ∫
Σ

V E1dµ > n

∫
Ω

f + ω
1
n
n |Σ|

n−1
n ; (3.2)

(ii) (参见文献 [22]) ∫
Σ

V E1dµ > ωn

((
|Σ|
ωn

)n−1
n

+

(
|Σ|
ωn

)n+1
n

)
(3.3)

且等号取到当且仅当 Σ 为测地球.

注意 de Lima 和 Girão [22] 证明了不等式 (3.3) 过程依赖于不等式 (3.2). 但是两个不等式并不能

互相比较. 一般来讲, 我们不能判断积分 n
∫
Ω
f 与 ω

−1/n
n |Σ|(n+1)/n 之间的大小. 利用 Minkowski 积分

公式和归纳法, Ge 等 [23] 将不等式 (3.3) 推广到了双曲空间中光滑闭的 h- 凸超曲面上带权的奇数阶

平均曲率积分的不等式.

受文献 [8] 的启发, 李海中、韦勇和熊昌伟合作证明了如下不带权曲率积分的 Alexandrov-Fenchel

不等式:

定理 3.4 [24] 假设 Σ ⊂ Hn+1(n > 2) 为双曲空间中光滑闭的星形且严格 2- 凸超曲面, 则∫
Σ

E2dµ > (ω
2
n
n |Σ|

n−2
n + |Σ|), (3.4)

其中 |Σ| 为超曲面 Σ 的面积. 该不等式取得等号当且仅当 Σ 为测地球.

证明不等式 (3.4) 的关键在于, 我们发现

Q(Σ) = |Σ|−
n−2
n

(∫
Σ

E2dµt − |Σ|
)

沿着逆曲率流
∂

∂t
X =

E1

nE2
ν (3.5)

随着时间增加而单调递减. 下一步需要估计 Q(Σt) 在时间 t → ∞ 时的极限. 由于在双曲空间中没有

合适的伸缩变换, 且逆曲率流没有像 Euclid 空间中那样好的收敛性, 我们不能像定理 2.4 中那样容易
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地得到 limt→∞ Q(Σt). 我们的方法受 Brendle 等 [21] 启发 (见第 5.3 小节), 利用第二基本形式的渐近

性 (3.1) 将 Q(Σt) 的各项积分作渐近展开, 然后利用 Beckner [25] 的球面上的 Sobolev 不等式. 最终可

估计 limt→∞ Q(Σt) > ω
2
n
n 从而证得不等式 (3.4). 采用与定理 3.4 类似的方法, Hu [26] 对双曲空间中光

滑闭的星形平均凸超曲面 Σ 证明了如下的 Willmore 型不等式:∫
Σ

E2
1dµ > (ω

2
n
n |Σ|

n−2
n + |Σ|), (3.6)

且等号取到当且仅当 Σ 为测地球.

我们没有对其他 Ek 积分证得相应的 Alexandrov-Fenchel型不等式,是因为在 k-凸条件下暂时无

法证明对应的几何量在逆曲率流下是单调的. 为此, Ge 等 [27] 将超曲面 k- 凸的条件加强至超曲面 h-

凸, 并发现在逆曲率流 (2.3) 下, 超曲面为 h- 凸是保持的, 进而可证明所需几何量的单调性.

定理 3.5 [27] 假设 Σ ⊂ Hn+1 为双曲空间中光滑闭的 h- 凸超曲面, 则

(i)对满足 2k 6 n的正整数 k,超曲面 Σ的 Gauss-Bonnet曲率 Lk = C2k
n (2k)!

∑k
i=0(−1)iCi

kE2k−2i

满足 ∫
Σ

Lkdµ > C2k
n (2k)!ω2k/n

n |Σ|
n−2k

n ;

(ii) 对满足 k 6 n 的正偶数 k, 超曲面 Σ 的 k- 阶平均曲率 Ek 的积分满足不等式

∫
Σ

Ekdµ > ωn

((
|Σ|
ωn

) 2
k

+

(
|Σ|
ωn

) 2(n−k)
nk

) k
2

; (3.7)

(iii) 对满足 2k + 1 6 n 的正整数 k, 记 Ω 为 Σ 包围的凸区域, 则 Ω 的 Quermass 积分 W2k+1(Ω)

满足

W2k+1(Ω) >
ωn

n+ 1

k∑
i=0

n− 2k

n− 2k + 2i
Ci

k

(
n+ 1

ωn
W1(Ω)

)n−2k+2i
n

,

并且, 上述三个不等式中等号取得当且仅当 Σ 是测地球.

不等式 (3.7) 只对偶数的 k 成立. 之后, Wang 和 Xia [28] 应用保 Quermass 积分的曲率流证明了

不等式 (3.7) 对双曲空间中任意光滑 h- 凸超曲面上所有的 k- 阶平均曲率积分都成立. 目前遗留下来

的一个问题是, 不等式 (3.7) 是否对双曲空间中星形 k- 凸超曲面成立, 其中 k = 1, 3, . . . , n.

4 球面中的逆曲率流及其应用

2013 年, Makowski 和 Scheuer [29] 研究了球面中的逆曲率流, 证明了如下定理:

定理 4.1 [29] 设 Σ0 = X0(Sn) ⊂ Sn+1 为球面中的凸超曲面, 且曲率函数 F = f(κ) 满足

(i) 对 α = 1, f 和 f∗ 均为凹函数, 或 f 为凹函数且 f 在正锥 Γ+ 边界取值为零;

(ii) 对 α ̸= 1, f 为凹函数且 f 在正锥 Γ+ 边界取值为零,

则曲率流 (1.1)的最大存在时间 T < ∞, 且存在 0 < t0 < T 使得 Σt (t0 6 t < T )都可以表示成某个赤

道 S(x0) (x0 ∈ Sn+1) 上函数 u(t, ·) 的图像. 当 t → T 时, 函数 u(t, ·) 以 C1,β (0 < β < 1) 速率收敛至

π/2, 并且有估计
∫
Σt

Hq → 0, t → T .

对 α = 1 的情形, Gerhardt [30] 用对偶流的办法证明了如下的光滑收敛性:
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定理 4.2 [30] 设 Σ0 = X0(Sn) ⊂ Sn+1 为球面中的凸超曲面, α = 1 且曲率函数 f 和 f∗ 均为凹函

数, 则曲率流 (1.1) 的最大存在时间 T < ∞, 且存在 0 < t0 < T 使得 Σt (t0 6 t < T ) 都可以表示成某

个赤道 S(x0) (x0 ∈ Sn+1) 上函数 u(t, ·) 的图像. 当 t → T 时, 函数 u(t, ·) 光滑收敛至 π/2, 且 u(t, ·)
在适当的伸缩变换后光滑收敛至 1.

与前两节类似, 球面中的逆曲率流同样可以用来证明 Alexandrov-Fenchel型不等式. Makowski和

Scheuer [29] 首先用逆平均曲率流证明了如下不等式:

定理 4.3 [29] 设 Σ ⊂ Sn+1 为球面中的凸超曲面, 则

(i) 当 n > 2 时, (
1

ωn

∫
Σ

E1dµ

)2

>
(
|Σ|
ωn

) 2(n−1)
n

−
(
|Σ|
ωn

)2

;

(ii) 当 n > 3 时,
∫
Σ
E2dµ > ω

2
n
n |Σ|n−2

n − |Σ|;
(iii)设 k 为正整数且满足 2k+1 6 n,记 Ω为 Σ包围的凸区域,则 Ω的 Quermass积分 W2k+1(Ω)

满足

W2k+1(Ω) >
ωn

n+ 1

k∑
i=0

(−1)i
n− 2k

n− 2k + 2i
Ci

k

(
n+ 1

ωn
W1(Ω)

)n−2k+2i
n

,

并且, 上述三个不等式中等号取得当且仅当 Σ 是测地球.

本文第二作者与熊昌伟利用逆平均曲率流对球面中凸超曲面也证明了如下的不等式:

定理 4.4 [31] 设 Σ ⊂ Sn+1 为球面中凸超曲面,则对满足 2k 6 n的正整数 k,超曲面 Σ的 Gauss-

Bonnet 曲率 Lk = C2k
n (2k)!

∑k
i=0 C

i
kE2k−2i 满足不等式

∫
Σ
Lkdµ > C2k

n (2k)!ω
2k/n
n |Σ|n−2k

n , 且等号成立

当且仅当 Σ 为测地球面.

关于球面中带权的曲率积分的不等式, 目前尚没有最优的结论, 可参见文献 [32] 中的定理.

5 Kottler 空间中的逆平均曲率流和 Alexandrov-Fenchel 型不等式

前面三节讨论了空间形式中的逆曲率流的收敛性及其应用. 在空间形式中已经有大量研究之后,

人们会关心更广的外围空间中是否也能得到类似的结论.扭曲乘积空间则为下一个比较自然的可研究

的空间. 许多重要的扭曲乘积空间来自于广义相对论中, 具有相应的物理背景. 例如, 渐近平坦性的

Schwarzschild空间、渐近双曲的 Anti-de Sitter-Schwarzschild空间和更一般的渐近局部双曲的 Kottler

空间. 这些空间已经成为近几年几何分析领域里的热门研究对象.

5.1 Kottler 空间

先介绍 Kottler 空间的定义和性质, 并说明 Schwarzschild 空间和 Anti-de Sitter-Schwarzschild 空

间为 Kottler 空间在某种情形下的极限情形. 记 κ = 0,±1 为常数, (Nn, ĝ) 为闭的具有常截面曲率 κ

的空间形式. 设 m ∈ R 满足 m > 0, 如果 κ = 0, 1; m > −(n− 1)
n−1
2 (n+ 1)−

n+1
2 , 如果 κ = −1, 则如下

定义的函数:

V 2
κ,m(ρ) := ρ2 + κ− 2m

ρn−1
(5.1)

有正根.记 ρκ,m 为 Vκ,m 最大的正根,则 Kottler空间 (M, gκ,m)定义为乘积流形 (ρκ,m,∞)×N 上度量

gκ,m =
dρ2

V 2
κ,m(ρ)

+ ρ2ĝ (5.2)
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的完备化. Kottler 空间一个重要的性质是满足稳态方程

∆̄Vκ,mgκ,m − ∇̄2Vκ,m + Vκ,mRic = 0 (5.3)

且数量曲率 R̄ = −n(n+1),其中 ∇̄和 ∆̄记为度量 gκ,m 的 Levi-Civita联络, Ric为度量 gκ,m 的 Ricci

曲率. 边界 ∂M = {ρκ,m} ×N 称为是地平线且为外极小, 即任意的包围地平线的超曲面的面积都不小

于地平线的面积. Kottler 空间是一类重要的渐近局部双曲空间. 当 κ = 1 时, (M, g1,m) 即为 Anti-de

Sitter-Schwarzschild 空间; 当 κ = 1 且 m → 0 时, (M, g1,0) 即为双曲空间 Hn+1.

Anti-de Sitter-Schwarzschild空间是渐近双曲空间,而 Schwarzschild空间则为渐近平坦的空间,其

定义为具有扭曲乘积度量

ḡ =
1

1− 2mρ1−n
dρ2 + ρ2gSn (5.4)

的 n (n > 2) 维流形 M = [ρ0,∞)× Sn, 其中常数 m > 0, ρ0 是方程 1− 2mρ1−n
0 = 0 的根, gSn 是球面

Sn 上的标准度量. 虽然 Anti-de Sitter-Schwarzschild 空间与 Schwarzschild 空间在无穷远处具有不同

的渐近性,后者仍可视为前者的极限情形: 考虑形变后的度量 m− 2
n−1 g1,m,并作参数变化 s̃ = m− 1

n−1 ρ,

则 m− 2
n−1 g1,m = 1

1+m
2

n−2 s̃2−2s̃1−n
ds̃2 + s̃2gSn . 令 m → 0 可得极限度量 g̃ = 1

1−2s̃1−n ds̃
2 + s̃2gSn . 再对上

述度量作形变 m
2

n−1 g̃, 并作参数变化 s = m− 1
n−1 s̃, 即可得到标准的 Schwarzschild 度量 (5.4).

5.2 Kottler 空间中的逆平均曲率流

Brendle 等 [21] (κ=1) 和 Ge 等 [33] (κ=0,−1) 分别研究了 Kottler 空间中逆平均曲率流的收敛性:

定理 5.1 [21, 33] 假设 Σ0 为 Kottler 空间 (Mn+1, gκ,m) 中一个光滑闭的星形平均凸超曲面, 则

以 Σ0 为初始值的逆平均曲率流具有光滑的长时间解 Σt, t ∈ [0,∞). 每个 Σt 都是星形平均凸超曲面,

且存在只依赖于 Σ0 和 n 的正常数 C 使得第二基本形式满足

|hj
i − δji | 6 Ct2e−

2
n t. (5.5)

渐近估计 (5.5)并非最优的,但已经足以用来证明Kottler空间中的Minkowski型不等式 (见下一小

节的叙述). 最近, Chen和Mao [34]及 Lu [35]分别独立地将上述结论推广到 Anti-de Sitter-Schwarzschild

流形中包含 (2.3)的一类一次齐次逆曲率流,且将渐近估计 (5.5)改进为 |hj
i − δji | 6 Ce−

2
n t. 在定理 5.1

中, 初始超曲面需假定为平均凸. 下述定理说明在 m > 0 情形下, 该条件可减弱为弱平均凸.

定理 5.2 [36] 设 m > 0, Σ0 ⊂ (M, gκ,m) 为闭的星形 C1 超曲面且具有有界可测的非负弱平均曲

率,则以 Σ0 为初始值的逆平均曲率具有光滑的长时间解 X : Σ× (0,+∞) → (M, gκ,m),且当 t → 0时,

Σt = X(Σ, t) 连续地一致收敛至初始超曲面 Σ0.

在 Euclid 空间中, 类似的定理由 Huisken 和 Ilmanen [37] 在 2008 年给出, 并被用来证明 Euclid

空间中逆平均曲率流的弱解在经过足够时间后将变成光滑解. 我们证明定理 5.2 的方法也受其启发.

其关键一步是对平均曲率得到一个只依赖于初始超曲面形状但不依赖于初始的平均曲率的估计. 在

Euclid空间中,该估计的证明需要用到 Michael-Simon的关于 Euclid空间中子流形的 Sobolev不等式,

再利用 Stampacchia 迭代技巧. 然而在此, 由 Kottler 空间的渐近局部双曲性质, 我们可以不必依赖此

技巧, 从而证明过程较为简化. 最近, Zhou [38] 将定理 5.2 推广到了一类更广的扭曲乘积流形中的逆平

均曲率流.
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5.3 Kottler 空间中的 Minkowski 型不等式

作为定理 5.1 的应用, Brendle 等 [21] (κ = 1) 和 Ge 等 [33] (κ = 0,−1) 证明了如下的 Minkowski 型

不等式:

定理 5.3 [21, 33] 设 Σ ⊂ (M, gκ,m) 是闭的光滑星形平均凸超曲面. 记 Ω 为由 Σ 和地平线 ∂M 包

围的有界区域, 则 ∫
Σ

Vκ,mE1 − (n+ 1)

∫
Ω

Vκ,m > κϑ
1
n
n (|Σ|

n−1
n − |∂M |

n−1
n ), (5.6)

等号取到当且仅当 Σ = {ρ} ×N , 其中 ρ ∈ [ρκ,m,∞), ϑn = |N |ĝ.
证明方法仍然与 Guan 和 Li [8] 证明 Euclid 空间中的 Alexandrov-Fenchel 不等式的方法类似. 由

于 Σ ⊂ (M, gκ,m) 是星形平均凸超曲面, 以 Σ 为初始超曲面求解逆平均曲率流, 可证明定义的几何量

Q(Σt) = |Σt|−
n−1
n

(∫
Σ

Vκ,mE1 − (n+ 1)

∫
Ω

Vκ,m + κρn−1
κ,mϑn

)
(5.7)

在逆平均曲率下随着时间的增加而递减并且 d
dtQ(Σt) = 0 当且仅当 Σt = {ρt} × N . 通过估计极限

limt→∞ Q(Σt) 的下界, 然后与初始值 Q(Σ) 比较即可得到不等式. 虽然 Kottler 空间中没有 Euclid 空

间里类似的伸缩不变性,但仍可利用渐近估计 (5.5)将 Q(t)表示成一个关于球面上正函数及其梯度积

分的表达式加上一些低阶项的组合, 再利用文献 [25] 中的球面上的 Sobolev 不等式即可估计下界.

由于双曲空间 Hn+1 是 Anti-de Sitter-Schwarzschild 空间在 m → 0 时的极限情形, 因此, 在不等

式 (5.6) 中令 κ = 1 且 m → 0 即可得到双曲空间中的不等式 (3.2). 另一方面, Schwarzschild 空间也可

以看作 Anti-de Sitter-Schwarzschild空间的极限情形, 因此, 不等式 (5.6)也蕴含着 Schwarzschild空间

中的 Minkowski 型不等式 ∫
Σ

fHdµ > nω
1
n
n |Σ|

n−1
n − 2nmωn, (5.8)

其中 f =
√
1− 2mρ1−n 在超曲面上逐点取值. Li 和 Wei [36] 研究了 Schwarzschild 空间中逆平均曲率

流的收敛性, 并重新证明了不等式 (5.8), 此证明将不再依赖于 Beckner 的球面上的 Sobolev 不等式.

最近, Lu 和 Miao [39] 研究了 Schwarzschild 空间中逆曲率流 (2.3) 的收敛性并以此研究了具有非负数

量曲率的紧致带边流形的边界行为.

本节余下部分将证明不等式 (5.6) 对 Kottler 空间中的光滑星形且弱平均凸超曲面也成立.

定理 5.4 设 Σ ⊂ (M, gκ,m) 是光滑的星形且弱平均凸 (即平均曲率 H > 0) 超曲面, 则不等

式 (5.6) 成立且等号取到当且仅当 Σ = {ρ} ×N , ρ ∈ [ρκ,m,∞).

证明 此定理已在文献 [36, 注 4.3] 中提到, 但没有给出证明. 这里将给出完整证明. 注意, m > 0

的情形事实上也可由定理 5.2 和 5.3 得到.

设 Σ 是 Kottler 空间中闭的光滑的星形且弱平均凸超曲面, 我们可选取一族光滑的星形平均凸

超曲面 Σϵ (0 < ϵ < ϵ0) 来逼近 Σ. 这样的逼近序列可通过求解平均曲率流而得到, 参见文献 [36, 引

理 3.11]). 由定理 5.3, 不等式 (5.6) 对每一个 Σϵ 都成立. 令 ϵ → 0 即可得到不等式 (5.6) 对 Σ 也成立.

接下来看等号情形. 假设 Σ ⊂ (M, gκ,m) 是一个星形弱平均凸超曲面且满足不等式 (5.6) 的等式

情形,即 Q(Σ) = κϑ
1
n
n . 记 Σ+ = {x ∈ Σ,H(x) > 0}为超曲面 Σ上具有严格正平均曲率的点集. 注意到

Kottler 空间中任意闭的光滑超曲面都至少存在一个椭圆点 (即该点处主曲率均为正, 参见文献 [40]),

因而, Σ+ 是一个非空开集. 接下来将证明 Σ+ 也是闭集. 从而, 由 Σ 的连通性得到 Σ = Σ+, 即 Σ 是

平均凸的.
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设 φ ∈ C2
c (Σ+)为任意的紧致支撑集在 Σ+ 内的 C2 函数. 通过在 Σ \Σ+ 上取 φ = 0可认为 φ定

义在整个 Σ 上. 考虑以向量场 V = φν 诱导的一族变分超曲面 Σs. 易知对充分小的参数 s ∈ (−ϵ, ϵ),

超曲面 Σs 是星形且弱平均凸的. 因而, 不等式 (5.6) 成立, 即 Q(Σs) > κϑ
1
n
n = Q(Σ), ∀ s ∈ (−ϵ, ϵ).

从而,
d

ds
Q(Σs)

∣∣∣∣
s=0

= 0. (5.9)

下面计算 (5.9) 的左边. 熟知平均曲率 H = nE1 和体积元 dµ 的变分公式如下:

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

H = −∆φ− (|A|2 +Ric(ν, ν))φ, (5.10)

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

dµ = Hφdµ. (5.11)

另外, 由余面积公式可得
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

∫
Ωs

Vκ,m =

∫
Σ

Vκ,mφdµ. (5.12)

因此,

d

ds
Q(Σs)

∣∣∣∣
s=0

= |Σ|−
n−1
n

∫
Σ

(
1

n
H

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

Vκ,m +
1

n
Vκ,m

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

H + nVκ,mE2
1φ

− (n+ 1)Vκ,mφ

)
dµ− (n− 1)

Q(Σ)

|Σ|

∫
Σ

E1φdµ. (5.13)

上式中前两项可如下计算:∫
Σ

(
H

∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

Vκ,m + Vκ,m
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

H

)
dµ

=

∫
Σ

(⟨∇̄Vκ,m, ν⟩Hφ− Vκ,m∆φ− Vκ,m(|A|2 +Ric(ν, ν))φ)dµ

=

∫
Σ

(⟨∇̄Vκ,m, ν⟩Hφ− φ∆Vκ,m − Vκ,m(|A|2 +Ric(ν, ν))φ)dµ

=

∫
Σ

(⟨∇̄Vκ,m, ν⟩Hφ− Vκ,m(|A|2 +Ric(ν, ν))φ)dµ

−
∫
Σ

(∆̄Vκ,m −H⟨∇̄Vκ,m, ν⟩ − ∇̄2Vκ,m(ν, ν))φdµ

=

∫
Σ

(2⟨∇̄Vκ,m, ν⟩Hφ− Vκ,m|A|2φ)dµ

−
∫
Σ

(∆̄Vκ,m − ∇̄2Vκ,m(ν, ν) + Vκ,mRic(ν, ν))φdµ

=

∫
Σ

(2⟨∇̄Vκ,m, ν⟩Hφ− Vκ,m|A|2φ)dµ, (5.14)

其中第二个等式用到了分部积分, 最后一个等式用到了稳态方程 (5.3). 将 (5.14) 代入到 (5.13) 可得

d

ds
Q(Σs)

∣∣∣∣
s=0

= |Σ|−
n−1
n

∫
Σ

(
2⟨∇̄Vκ,m, ν⟩E1 −

1

n
Vκ,m|A|2 + nVκ,mE2

1 − (n+ 1)Vκ,m

)
φdµ

− (n− 1)
Q(Σ)

|Σ|

∫
Σ

E1φdµ. (5.15)
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由 (5.9), 上式右边取值为零. 由 φ ∈ C2
c (Σ+) 的任意性可得

2⟨∇̄Vκ,m, ν⟩E1 −
1

n
Vκ,m|A|2 + nVκ,mE2

1 − (n+ 1)Vκ,m − (n− 1)
Q(Σ)

|Σ| 1
n

E1 = 0 (5.16)

对任意点 x ∈ Σ+ 成立.

为了说明 Σ+ 是闭集, 我们需要验证它的闭包为它本身. 假设 {xi} 为 Σ+ 中的一列点, 且关于 Σ

上诱导度量下 xi → x0 当 i → ∞ 时. 于是, H(xi) > 0, ∀xi ∈ Σ+. 如果当 i → ∞ 时, H(xi) → 0+, 则

由 (5.16) 可得 lim infi→∞ Vκ,m(xi) 6 0. 然而我们始终有 Vκ,m > 0, 因此, lim infi→∞ Vκ,m(xi) = 0, 这

说明 Σ 在 x0 点与地平线 ∂M 相切. 注意到在 Σ 上 H > 0, 而地平线 ∂M 为极小超曲面, 由超曲面

的极大值原理 [41] 可得超曲面 Σ 与地平线 ∂M 在 x0 点附近重合, 这与 H(xi) > 0 (∀ i) 相矛盾. 所以,

H(x0) > 0, 这说明 x0 ∈ Σ+, 进而说明 Σ+ 是一个闭集.

综上, Σ+ 是 Σ 中一个非空的既开又闭的集合, 由 Σ 的连通性可得 Σ = Σ+, 即 Σ 是星形平均凸

超曲面. 由定理 5.3 可知, Σ = {ρ} ×N , ρ ∈ [ρκ,m,∞).

6 结束语

由于篇幅有限, 本文仅选取了与作者研究对象相关的内容. 逆曲率流是几何分析领域中一个热门

的分支, 目前的研究进展非常活跃. 下面列举一些与逆曲率流相关的文献, 供读者参考.

(i) 逆平均曲率流的弱解. 在 2001 年, Huisken 和 Ilmanen [4] 引入了逆平均曲率的弱解, 并证明

了 3 维渐近平坦流形的 Penrose 不等式. 之后, 逆平均曲率流的弱解有多个应用, 参见文献 [42–48].

Streets [49] 随后也研究了速度 F = f(H) 为平均曲率函数的逆平均曲率流的弱解及其应用.

(ii) 具有自由边界的逆平均曲率流. 2012 年, Marquardt 在其博士论文 [50] 中引入了具有自由边

界的逆平均曲率流, 并证明了短时存在性, 描述了弱解的定义, 研究了边界落在 Euclid 空间中凸锥的

星形平均凸超曲面的逆平均曲率流的收敛性. Lambert 和 Scheuer [51] 研究了边界落在单位球上的凸

超曲面的逆平均曲率流, 并证明了以 C1,α 速率收敛至单位圆盘. Lambert 和 Scheuer [52] 随后应用逆

平均曲率流证明了单位球内的具有自由边界的凸超曲面的几何不等式. Cruz [53] 最近用具有自由边界

的逆平均曲率流研究了 Capacity 不等式.

(iii) 更一般扭曲乘积流形中的逆曲率流可参见文献 [38, 54–56].

(iv)逆曲率流的自相似解. 与其他的曲率流类似,逆曲率流也有一类特殊的解,即自相似解. Huis-

ken 和 Ilmanen [57] 首先研究了逆平均曲率流的自相似解并构造了一些完备非紧致的例子. 最新的研

究可参见文献 [58, 59].

致谢 感谢审稿人的仔细阅读和给予本文的建议.
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Inverse curvature flow for hypersurfaces in Riemannian
manifold and its application

Haizhong Li, Yong Wei & Tailong Zhou
Abstract This is a survey paper on the inverse curvature flow for hypersurfaces in Riemannian manifold.
We first discuss the long time behavior of the inverse curvature flow in Euclidean space, and its application in
proving the Alexandrov-Fenchel inequalities for star-shaped hypersurfaces. Then we discuss the related results
in hyperbolic space and in sphere. Finally, we discuss the inverse mean curvature flow in Kottler space. Kottler
space is an important example of warped product space, and is aymptotically locally hyperbolic at the infinity
and satisfies the static equation. We will consider the convergence result of inverse mean curvature flow in such
space and also discuss its application in proving the Minkowski-type inequality for star-shaped and mean convex
hypersurfaces. Inverse curvature flow is an active research area in recent years. We cannot include all results in
this short article. For the convenience of the interested readers, we list a few related references on other topics
that we do not mention.
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