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摘要    发展了一种体积校正法来改进水平集法模拟涉及相界面变形的不可压缩两

相流动时的质量守恒. 在传统的重新初始化程序之后, 该体积校正法可以根据不连

续相的质量亏盈, 通过整体移动相界面的位置, 使质量亏盈小于预先指定的误差范

围. 用 3 个算例验证了包含该体积校正法的水平集算法: 二维单气泡或单液滴在液

体中的运动, 二维水滴通过空气介质落入水池, 两个浮力推动的三维变形气泡相互

影响下的运动. 每个算例中质量守恒都符合要求的精度, 数值模拟结果与实验数据

吻合. 
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1  前言 
在自然界和各种工程领域中经常出现多相流动

问题. 由于计算机性能和计算流体力学方法的快速

发展, 近年来数值模拟方法越来越多地应用于多相

流的研究中. 在水平集算法中, 两流体分界面用水平

集函数(定义为距界面的代数距离)的零水平集隐含地

给出, 该水平集函数可以很容易地用一个简单的对

流方程随着时间推进来更新 [1,2]. 水平集方法现在已

经广泛地应用于流体力学、燃烧、计算机显示和材料

科学的研究中 [3, 4].  
然而, 水平集函数的推进是一个非守恒的算法. 

随着计算时间增长, 总是会出现气泡和液滴的质量

亏盈的问题, 使相界面逐渐偏离正确的位置, 同时使

流场失真. 到目前为止, 文献中报道了 3 类改善质量

守恒的方法 [5].  
第一类就是目前广泛采用的改进重新初始化方

法 [6~10]. Sussman等 [6~8]发展了一种类似于VOF 
(volume of fluid method)方法的重新初始化程序. 他
们认为在重新初始化过程中, 由于界面是不动的, 那
么每个网格中体积也是不变的, 提出采用紧致的九

点积分格式计算每一个网格单元的体积, 根据网格

单元体积与初始体积的差别来重新初始化水平集函

数, 这大大增加了计算负担和程序的复杂程度. 与该

方法不同, Chang等 [9]注意到导致气泡液滴体积亏盈

的数值扩散与局部曲率有密切关系, 提出在每一个

时间步还同时求解一个水平集函数的Hami l ton- 
Jacobi方程直至稳态 ,  得到了二维模拟的精确解 . 
Wang和Zhou[10]认为重新初始化过程中体积亏盈有两

个原因: 一是数据之间的相互影响, 二是界面两侧 
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信息的不对称性. 他们通过锁定界面位置, 引入了一

种新的重新初始化水平集函数的算法. 该方法针对

的是界面而不是直接处理体积, 必然会存在体积的

亏盈或波动. 除此之外, 以上提到的改进的重新初始

化方法都只是在二维的计算中得到了验证, 在全三

维问题模拟中达到同样的效果将是个更大的挑战 [11]. 
Oka和Ishii[11]在三维问题的模拟中曾设法很好地保持

了质量守恒, 但是在每一个时间步内同时使用三种

重新初始化方法非常耗用计算机时间.  
第二类是几种“杂化”方法, 比如把水平集方法和

volume-tracking[12~14] 或者front-tracking[15,16]方法结合

起来. 例如Enright等 [15]的方法是把水平集函数和一些

Lagrangian标记粒子结合起来, 该方法能够保持界面

几何形状的光滑描述, 同时大大改进了under- resolved
流动的质量守恒. 但这些方法往往比较复杂, 会大大

增加计算负荷, 尤其是当应用于三维计算时尤其突出.  
第三类, 通过减小空间离散误差的方法来改进

水平集方法中的质量守恒问题. 能够更准确的求解

界面结构的AMR (adaptive mesh refinement)方法也曾

被用来改进质量守恒问题 [7,12,16~18]. 这类方法中一个

典 型 例 子 包 括 两 个 协 同 的 步 骤 : (1) 用 线 性 
WENO(weighted essentially nonoscillatory) 格式来减

小空间离散误差; (2) 用SAMR (structured adaptive 
mesh refinement)方法提高局部解的精度. 两个协同

步骤大大增加了程序的复杂程度和计算的负担, 尤
其是在非并行的单机计算时.   

本文中提出了一种改善水平集方法应用中质量

(体积)守恒的体积校正法, 该方法不会增加计算代码

的复杂程度, 也不会显著地增大计算负担.  

2  控制方程 
本研究中作了以下的合理假设: (1)两种流体是

黏性的、牛顿型的、不可压缩的流体; (2)流动是等温

的; (3)表面张力是一个定值 [17].  
无因次形式的运动方程和连续性方程为:  
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其中 , a l/ρ ρ ρ= 和 a l/μ μ μ= 分别是分散相密度和

黏度与连续相参数的比值, 界面的单位法向量 n定义

为 
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( )κ φ 是自由界面的曲率:  
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φ
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在水平集算法中, 密度场和黏度场随着流场推

进. 为了避免在界面附近, 尤其是大密度梯度条件下

出现数值不稳定性, 对密度和黏度函数作如下平滑

处理:  

 ( )a l a l( ) / 1 / ( ),Hρ φ ρ ρ ρ ρ φε = + −  (6) 

 ( )a l a l( ) / 1 / ( ).Hμ φ μ μ μ μ φε = + −  (7) 

其中的磨光的 Heaviside 函数定义为:  
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方程(1)中的无因次数 Re, Fr 和 We 分别定义为: 
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l
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其中 L 和V 分别为特征长度和特征速度.  
水平集方程为:  

 0.
t
φ φ∂ + ⋅∇ =

∂
U  (10) 

Sussman等 [19]提出的重新初始化方法是积分下

列方程至稳态:  

 0sgn( )(1 | |),φ φ φ
τ

∂ = − ∇
∂

 (11) 

方程中 τ 是重新初始化过程中迭代的虚拟时间, 0φ

是t时刻的水平集函数, 0sgn( )φ 是为了避免数值不稳

定而磨光的符号函数. 为了获得更高的空间精度, 采
用五阶的weighted essentially nonoscillatory (WENO)
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格式来离散重新初始化方程 [20].  
Chang等 [9,21]提出的改进质量守恒的重新初始化

方程: 

 0( ( ))( ( )) 0,A A Pφ τ κ φ φ
τ

∂ + − − + ∇ =
∂

 (12) 

其中 0A 表示初始时刻的总质量, ( )A τ 表示与 ( )φ τ 对

应的总质量. 参数 P 是一个正的常数, 一般取为 1.0.  
Yang和Mao[22]在计算中发现, 使用方程(12)来重

新初始化, 尽管两相流体的总质量守恒很好, 然而流

体颗粒(气泡或液滴)的质量却逐渐丢失. 因此, 他们

将 ( )A τ 的定义修改为:  

 ( ) ( ) ,
ij

ij jA r x y
φ

τ ρ φε
ε

= Δ Δ∑
≤

 (13) 

式中 ijφ ε≤ 表示流体颗粒内部和虚拟界面厚度 2ε 内

的节点, 也就是说方程(13)中的 ( )A τ 取的是气泡/液

滴的质量而不是方程(12)中所取的体系总质量.  

3  改进质量守恒的体积校正法 
由于已假设流体是不可压缩的, 所以质量守恒

和体积守恒是等价的. 本文的重新初始化过程中, 首
先求解方程(11)使水平集函数成为代数距离函数, 然
后根据下边公式所示不连续相 (气泡 /液滴 )体积

( 0 ( )V H r x yφ φ= Δ Δ∑ ≤
)的亏盈来调整相界面的位置:  

 
( ) 0

0
.

V t V
V

V
−

Δ =  (14) 

假设气泡/液滴是球形的, 半径的增量为:  

 ( ) 1

1

0 01 1 ,Cr r r V r
⎛ ⎞

Δ = − = + Δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (15) 

其中 1C 取模拟体系的维数. 由于分散相体积的增加

对应于从界面到分散相中心距离的增加, 所以可取

水平集函数的校正量正比于Δr. 于是水平集函数的

校正量可以表达为:  

 ( ) 1

1

2 1 1 ,CC Vδφ
⎛ ⎞

= + Δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

这里的 2C 是一个经验参数, 较大的 2C 可能导致重新

初始化方程不收敛, 较小的 2C 降低计算效率. 2C 一

般在 0.01~0.1 中按经验选取.  
这样, 水平集函数的体积校正方程可以写为:  

 0 .φ φ δφ= +  (17) 

本文采用控制体积法和Patankar[23]所描述的幂指

数方案来求解方程(1)和(2). 耦合了本文提出的体积

校正的重新初始化程序的水平集方法的主要计算步

骤如下:  
1. 初始化流场(U 和 p )、各相的物性参数(ρ, μ和

σ), 初始化 ( ,0)φ X 为相对于相界面的符号距离函数;  

2. 使用压力耦合的半隐式 SIMPLEC 算法在每

一个时间步内求解方程(1)和(2)得到速度场和压力场;  
3. 在每一个时间步, 利用已得到的速度场求解

方程(10)来更新水平集函数φ ;  

4. 通过求解方程(11)至稳态, 使φ 更新为代数距

离函数;  
5. 判断分散相(气泡/液滴)体积的亏盈是否超出

了(预先指定的)标准. 如果没有超出标准, 接受步骤

4 得到的φ 为新的水平集函数, 并根据它来更新物性; 

然后回到步骤 2 开始下一时间步的计算; 否则, 求解

方程(17), 然后回到步骤 4.  

4  结果和讨论 
在各种工业过程中, 常常会遇见具有鲜明相界

面的多相流动, 实践证明很难通过数值方法模拟这

类流动. 因此本文从该类流动中选择 3 个典型的问题

作为算例, 来演示本文提出的体积校正的重新初始

化程序: 二维单气泡或单液滴在液体中的运动、二维

水滴通过空气介质落入水池和两个浮力推动的三维

变形气泡的相互作用运动.  

4.1  二维轴对称单气泡或单液滴在液体中的运动 

在过去的几十年里, 许多研究者通过实验和数值

模拟的手段对气泡和液滴的运动进行了研究 [11,22,24~29]. 
本算例的重点放在确定气泡的稳态形状和上升速度上. 
和Yang和Mao[22]的模拟一样 , 计算的区域为 Ω =  
{( , ) | 0 10 ,  0 8 }x y x R y R≤ ≤ ≤ ≤ , 采用 100×80 非均

匀网格进行计算, 该设置可以得到足够的空间精度.  
首先模拟了空气泡分别在高黏度和低黏度的糖

浆水溶液中自由上升运动. 数值计算得出平衡态气

泡的上升速度分别为 0.181 和 0.317 m/s, 与实验结果

0.190 和 0.306 m/s[24]非常接近. 图 1 和 2 所示的气泡

稳定态形状也与实验可视化结果吻合较好 [24].  
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为了验证气泡是否适用传统的零密度、无黏度的

传统观点, 模拟了气泡密度和黏度的量级对计算的

影响. 成功地模拟了零密度、无黏度的气泡在糖浆中

的上升运动, 如图 3 所示, 与Yang和Mao[22]的模拟结

果比较一致, 但与图 1 中的气泡形状有明显差别.  
此外, 目前的算法还能够用来捕捉运动中流体

颗粒的拓扑变形. 模拟得到的存在较大密度比和有

拓扑变形的运动气泡的稳定态形状如图 4 所示, 其中

无因次时间的定义是 / /(2 ),t g Rθ =  R 是气泡半径. 

以上模拟结果表明, 在层流条件下, 使用欧拉网格, 
耦合了本文提出的体积校正的重新初始化程序的水

平集方法对这类相界面存在较大的密度和黏度梯度

的稳态流体颗粒的运动是很有效的. 

4.2  水滴通过空气介质落入水池 

水滴通过空气介质落入水池中的运动是有趣的

自由界面问题 [1]. 在这一过程中, 会有一系列复杂的

界面拓扑变形发生, 对数值模拟提出了挑战. 

 

 
 

图 1  高黏度糖溶液中 9.3 cm3 气泡稳态运动时的形状与实验的比较 
(a)数值模拟的气泡; (b)实验拍的照片(Bhaga和Weber, 图 3(b))[24] (R=0.013 m, ρl=1390 kg·m−3, ρg=1.226 kg·m−3, μl=2.786 Pa·s, 

μg=1.78×10−5 Pa·s, σ =0.0794 N·m−1) 

 

 
 

图 2  低黏度糖溶液中 9.3 cm3 气泡稳态运动时的形状与实验的比较 
(a) 数值模拟的气泡; (b) 实验拍的照片(Bhaga和Weber, 图 3(g))[24] (R=0.013 m, ρl=1320 kg·m−3, ρg=1.226 kg·m−3, μl=0.525 Pa·s, 

μg=1.78×10−5 Pa·s, σ =0.0754 N·m−1) 
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图 3  零密度、无黏度的气泡在高黏度糖溶液中的上升到

θ=3.4 时的形状 
R=0.013 m, ρl=1390 kg·m−3, ρg=1.390×10−2 kg·m−3, μl=2.786 Pa·s, 

μg=1.137×10−13 Pa·s, σ =0.0794 N·m−1, θ=3.4 
 

 
 

图 4  气泡上升过程中形状的拓扑变化 
ρl/ρg=1000, μl/μg=100, Fr =1.0, Re=100, We=200 

 
这个算例中对二维平面轴对称水滴通过空气介

质落入水池中的运动进行了数值模拟. 如图 5 所示, 
在θ = 0 时刻, 一个中等大小的液滴从高度 H1 开始下

落. 初始时刻的液滴假设为球形, 其直径(D=2R)是 1 
cm , 这一长度指定为特征长度 L. 该轴对称运动使用

10R×6R 的计算区域和 200×120 的均匀网格, 以保证

足够的空间计算精度. 模拟中的无因次数按照下列

式子进行计算:   

 

图 5  θ = 0 时水滴位于水池上方的示意图 

 ( )( )
1
21 l 1

* *
1 1 1 2 2

2 2 / ,  / 2 ,

4 / ,  / 2 ,  / 2 .l

Re R gH Fr H R

We RH g H H R H H R

μ

ρ σ

= =

= = =
 (18) 

主要的预测结果如图 6 所示, 模拟结果定性地与

Osher和Fedki的结果一致 [1]. 这一过程简单描述如下: 
(1) 在θ =0 时刻, 整个系统处于静止状态;   
(2) 在重力的作用下 , 释放的水滴开始加速下

落;  
(3) 由于周围空气的阻力, 水滴在下落过程中变

形, 其加速度也逐渐减小;   
(4) 当下降水滴和水池之间的距离变得非常小

的时候, 水滴的表面和水池表面都会不同程度的变

形;  
(5) 之后水滴继续靠近水池表面, 二者间形成了

一层薄膜, 一些气泡可能被捕获;   
(6) 水滴撞击水层, 形成了一个凹坑;  
(7) 凹坑向两侧很快地扩展, 同时逐渐变深;   
(8) 一段时间后, 两侧的水向中间回流, 凹坑的

底部开始上升. 凹坑逐渐被填平, 液面在正中处逐渐

凸起;  
(9) 最后形成了向上的射流.  

4.3  浮力推动的两个三维变形气泡的相互作用 

和其他的改进重新初始化方法一样, 应用本文

体积校正法的水平集方法, 在二维算例中体积守恒

很容易保持下去. 但是对于三维问题的模拟, 维持体

积守恒是很大的挑战 [11].   
我们曾成功模拟了浮力推动的两个三维变形气

泡的相互作用运动 [30], 然而两个气泡在竖直的直线

上一前一后的运动, 构成了一个轴对称的体系. 为了

说明本文的体积校正方法在有复杂界面变形的全三

维问题中的使用效果, 本算例考虑初始时刻不在一

条垂线上的两个气泡的相互作用运动. 正如实验结

果显示的那样 , 该问题中牵涉复杂的界面拓扑变  
形 [31]. 在Oka和Ishii的模拟中, 质量守恒得到了很好

的保持, 然而同时使用 3 种重新初始化程序造成了计

算资源的浪费 [11].   
位于计算区域中心平面、半径比 1 2/ 1.5a a = 两个

气泡在初始时刻静止, 其中a1和a2分别是两个气泡的

半径. 除了两个气泡之间的间距外, 主要模拟条件与

M a n g a等的实验条件相同 [ 3 1 ] ,  即 2
1 /We ga ρ= Δ  

50,σ ≈  3
1 / 5 10 ,Re Uaρ μ −= ≈ ×  其中 ρΔ 为气泡与 
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图 6  水滴通过空气层下落撞击水池的过程 

*
1H =0.5, *

2H =3.0, Re=3110.4, Fr=1.0, We=134.5, ρg/ρl=1.23×10−3, μg/μl=1.77×10−2 

 

周围液相介质的密度差, U 是气泡上升速度. 为了使

两个气泡之间早些开始相互作用, 本文模拟中气泡

间的初始距离略小于实验中的设置 . 模拟中采用

30×30×50 网格和周期性的计算区域, 当气泡上升接

近计算区域顶端时, 计算区域周期性地向上延展, 使
气泡重新移回计算区域的中央.  

数值预测的气泡相互作用行为的一些重要阶段

如图 7(b)所示. 在上升的过程中, 两个气泡发生很大

的变形, 变形规律各自不同. 上边的气泡向着单气泡

自由上升的稳定阶段的形状变化, 后边的气泡发生

的变形较小. 后来上边气泡的下端逐渐凹进, 而后边

气泡的上端逐渐凸起. 随后两个气泡之间的距离越

来越小. 最后后边的气泡被“吸”进上边气泡的尾部, 
两个气泡合并在一起. 本文模拟的定性结果与实验

结果(图 7(a)) [31]吻合得较好. 
两个相互作用的三维变形气泡数值模拟中, 分  

 

 
图 7  两个三维空气泡在玉米糖浆中相互作用运动的实验和数值模拟结果的比较 

时间间隔为 10 s. (a) Manga和Stone的实验照片 [31]; (b) 数值模拟结果 
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别使用 3 种不同重新初始化方案(即方程(11), 方程

(11)和(12)及本文的体积校正重新初始化方案)的水平

集方法模拟过程中, 质量偏差随时间的变化规律如

图 8 所示. 当只使用方程(11)时, 相当多的气泡体积

会一直丢失, 最后气泡甚至会消失. 使用方程(11)和
(12)时, 在开始阶段体积守恒保持得较好, 之后体积

偏离 1.0 的程度会比较大, 接下去的时间内, 体积偏

差可能会重新回到预先指定的误差范围内, 但是在

这一过程中会导致相界面捕捉不准确. 所以在有较

大的拓扑变形的三维数值模拟中, 使用这种方法对

水平集函数进行重新初始化是不明智的. 而使用本

文提出的体积校正重新初始化方法, 相对体积偏差

最小, 在所有的计算时间内, 两个气泡的总体积总是

在以 1.0 为中心的一个很小范围内上下波动.  

 

图 8  两个相互作用的三维变形气泡数值模拟中体积亏盈

随时间的变化 

5  总结 
本文发展了一种用水平集法模拟相界面有较大

变形的两相不可压缩流体运动时维持质量守恒的体

积校正法. 在传统的重新初始化程序之后, 根据体积

(或质量)的亏盈整体平移相界面位置, 对气泡或液滴

的体积(或质量)进行校正, 直到体积(或质量)的亏盈

率进入预先指定的允许范围内. 选择了 3 个典型的具

有复杂相界面变形的不可压缩两相流问题作为算例, 
来验证本文提出的体积校正重新初始化程序, 即二

维轴对称单气泡在液体中的运动, 二维水滴通过空

气介质落入水池, 浮力推动的两个三维变形气泡的

相互作用运动.  

本文数值预测的单个上升气泡稳定状态的形状

和最终的速度与实验结果吻合得较好. 对零密度无

黏性的上升单气泡和有拓扑变化的单气泡的模拟也

得出了较好的结果. 在二维液滴通过空气介质落入

水层的算例中, 会发生一系列更加复杂的界面拓扑

结构变化. 本文对这一过程进行了成功的模拟, 捕捉

到了这一过程中大多数的动力学特征. 在第三个算

例里, 本文提出的方法应用于三维体系的模拟, 成功

地预示了两气泡相互作用的一些重要行为, 数值结

果与实验结果定性吻合.  
在以上的算例里, 无论是在具有复杂界面变化

的二维还是三维问题中, 耦合本文提出的体积校正

重新初始化程序的水平集方法均获得成功. 一些其

他的颗粒水平集方法和耦合了 AMR 的水平集方法也

能起到相似的作用, 然而这些方法会增大计算程序

代码的复杂程度, 或增大计算的负担, 或两者兼有. 
本文提出的体积校正重新初始化程序, 只需在原来

传统的重新初始化程序基础上略加修改, 基本上不

增大计算量.  
 
 
符号表 

A 流体质量, kg 

a 气泡半径, m 

D 直径, m 

Fr Froude 数 2 1 1( )Fr V L g− −=  

g 重力加速度, 9.81 m·s−2 
H 距离, m 
h 速度压力网格的尺寸 
L 特征长度, m 
n 界面的法向矢量 
p 压力, Pa 
R 等体积的当量半径, m 

Re Reynolds 数 1
l l( )Re LVρ μ−=  

r 径向坐标, m 
t 时间, s 
U 平衡状态下的速度, m·s−1 
U 速度矢量, m·s−1 
u 轴向速度分量, m·s−1 
V 参考速度, m·s−1 
v 径向或横向速度分量, m·s−1 

We Webber 数 2 1
 l( )We V Lρ σ −=  



 
 
 

 
中国科学 B 辑: 化学   2008 年 第 38 卷 第 7 期 

 

 

643 

X 空间位置矢量(x, y) 
x 轴向坐标, m 
y 径向或横向坐标, m 
ε 界面厚度的一半 
θ 无因次时间(θ=tVL−1) 
φ 水平集函数, m 

 
上角 

* 无因次 
n 第 n 个时间步 

 

下角 
0 “旧”值 
l 液相 
g 气相 
i i 方向 
j j 方向 
k k 方向 
n 第 n 个时间步 
ε 界面层 
φ 水平集函数 
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