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摘要　　对于求解大规模矩阵特征问题的经典正交投影类方法 ,当矩阵非 Hermite

时 ,Ritz向量收敛比 Ritz值收敛要困难得多.已有一类新的精化正交投影类方法 ,它

们用精化的近似特征向量取代标准的 Ritz向量来逼近所求的特征向量.证明了在某

种意义下 ,每个精化方法是两个经典方法的复合 ,精化近似特征向量满足某个 Her-

mite 半正定矩阵在同一个子空间上的经典正交投影 ,进而 ,用特征向量到子空间的距

离建立了精化近似特征向量的先验误差界.结果表明 ,精化的近似特征向量和对应

的 Ritz值收敛的充分条件相同.
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在大量的科学和工程计算中 ,都要数值求解大规模矩阵特征问题.对给定的大规模矩阵

A ,人们经常要计算其一部分特殊的特征对.数十年来 ,使用的最主要方法是经典的正交投影

类方法.该类方法用 A 在某给定子空间上正交投影后得到的 Ritz对去逼近 A的某些特征对.

当 A为 Hermite矩阵时 ,理论和实验都表明这类方法是很有效的[ 1] .过去 20年来 ,人们花费了

大量的精力研究这些方法求解非 Hermite 矩阵特征问题的理论和算法:如 Arnoldi方法[ 2 ～ 4]和

其块版本
[ 3 ,5]
,子空间迭代法

[ 3]
, Davidson方法和 Jacobi-Davidson 方法

[ 6]
以及它们的多种变型.

然而 ,迄今为止 ,大量的数值实验表明 ,由经典方法开发出的算法往往很不理想并且经常失

败[ 7 ,8] .

文献[ 4]建立了矩阵 A 非 Hermite 时经典正交投影类方法的两个重要结果 ,它们给出了

Ritz值和 Ritz向量的先验误差界.随后 ,文献[ 7 , 8] 对之进行了详细的分析.结果表明 ,与

Hermite情形不同 ,即使给定的原问题本身是良态的 , Ritz向量收敛也要比对应的 Ritz值需要多

得多的充分条件.更具体地 , Ritz向量收敛的充分条件要求所有 Ritz值的条件数一致有界 ,而

对应的 Ritz值则仅要求它本身的条件数一致有界.但是 ,对非 Hermite 的 A ,理论上并不能保

证所有 Ritz值的条件数有界.因此 ,即使 Ritz值收敛 ,Ritz向量也可能不收敛 ,从而使得方法

失败.这种现象当某个别的 Ritz值的条件数无界时就可能发生.这就在理论上成功地解释了

当矩阵非 Hermite时 ,经典投影类方法为何效果往往不理想甚至会有失败的现象发生.

为了解决经典正交投影类方法可能不收敛这一问题 ,对 Arnoldi的正交投影方法提出了一
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种全新的精化策略1)[ 7] ,它和经典正交投影类方法的实质不同之处是只保留 Ritz值而不要 Ritz

向量 ,代之以通过求解某些小型的最佳逼近问题得到称之为精化的近似特征向量.这类新向

量在数学上已不再是 Ritz向量 ,它们可用小型矩阵的奇异值分解有效廉价地计算出来.该策

略被成功运用于块Arnoldi方法
[ 8]
.大量的数值实验表明 ,由新方法开发出的精化算法收敛速

度要比对应的经典算法快得多 ,通常可快几倍至数十倍 ,并且经典算法无法解决的实际问题 ,

精化算法也能很有效地求解.同时 ,精化策略可用于任意的经典正交投影方法 ,从而导出一类

精化的正交投影方法.然而 ,并没有用统一的方式为这类新方法建立严谨系统的理论 ,证明它

们为何比经典方法可能具有很大的优越性.

现在引入一些将要用到的记号.令 A为N×N的大规模实或复矩阵 ,上标＊表示矩阵或

向量的共轭转置 , κ(X)=σmax(X)/σmin(X)为矩阵 X 的条件数 ,其中 σmax(X), σmin(X)分别

是 X 的最大和最小奇异值 ,定义 θ(x , y)为单位长向量 x 和 y 间的锐角 , θ(x , E)是单位长向

量 x 和子空间E 间的锐角 , π是E 上的正交投影算子.由定义可知

cosθ(x , y)= x
＊
y = y

＊
x , sinθ(x , E)=‖(I -π)x‖ , tanθ(x , E)= ‖(I -π)x‖

‖πx ‖
,

其中 ‖(I -π)x‖ 是 x 和E 间的距离 ,本文所用的范数均为 Euclid范数.

1　经典正交投影类方法

考虑矩阵特征问题

Aφ=λφ, (1)

其中 ‖φ‖=1.

给定 m 维的子空间E ,经典的正交投影方法是在 E 上寻找满足下面 Rayleigh-Ritz逼近或

Galerkin投影的 λ,  φ[ 3] :

　　　 φ∈ E ,

A φ- λ φ⊥E ,
(2)

并用其逼近 A 的某些特征对λ, φ. λ, φ称为A在E 上的 Ritz值和 Ritz向量.

假设矩阵 V=(v1 , v2 , … , vm)的列形成 E 的一组标准正交(酉)基底 ,则(2)式等价于

By = λy ,

 φ=Vy ,
(3)

其中 B=V
＊
AV , 它是 A 在 E 上以{vj}

m
1 为基底的投影矩阵 ,或称为 A 对 E 的限制在基底

{vj}
m
1 下的矩阵表示式.因此 ,经典正交投影类方法通过求解小型特征问题(3)来得到 m 个特

征对λ, φ的近似 λ, φ.

不同的子空间 E 导致不同的正交投影方法 ,几个最常用的方法均为经典正交投影方法:

Arnoldi方法[ 2 , 3] ,块 Arnoldi 方法[ 3 , 5] ,子空间迭代法[ 1 ,3] , Davidson 方法[ 3] , Jacobi_Davidson 方

法[ 6] .

对经典正交投影类方法 ,一个自然的至关重要的问题是 ,当所求的特征向量和子空间 E

　　1)Jia Z.Some numerical methods for large unsymmetric eigenproblems.Ph DThesis , Department ofMathematics , University of Biele-

feld , Germany ,1994
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的距离趋于零 ,即 sinθ(φ, E)※0时 ,Ritz对 λ,  φ是否收敛于特征对λ, φ?

引理 1
[ 4]
　假设 sinθ(φi , E)随 E 变化收敛于零 ,令 γ=‖πA(I-π)‖ ,则存在 Ritz值  λi ,

使得如果 λi 的指标为 1 ,则有

λi - λi ≤γ‖ P i ‖ tanθ(φi , E)+O(tan
2
θ(φi , E)), (4)

其中  P i为 Ritz值 λi的谱投影算子.如果 A=A＊ ,则

λi - λi ≤γtanθ(φi , E). (5)

　　注意到 γ≤‖A ‖ ,于是从(4)式得到  λi ※λi 的充分条件:sinθ(φi , E)收敛于零 , λi 的条

件数 ‖ P i‖随 E 变化一致有界.如果 A=A
＊
,则 sinθ(φi , E)※0为 λi※λi的充分条件.但

当 A非 Hermite 时 ,即使特征值 λi 的条件数不大 ,也不可能先验地界定 Ritz 值  λi 的条件数

‖ P i‖的大小.事实上 , ‖ P i ‖可以任意大 ,从而导致经典方法失败.

引理 2
[ 4] 　假设 B 可对角化 , λi 用来逼近λi ,对 λj≠ λi定义di=min λi- λj , X i是列为对

应于 λj≠ λi 的 Ritz向量  φj组成的矩阵 ,则

sinθ(φi , φi)≤ 1+
infD diagκ( X iD)(1 +‖ P i ‖)γ

d i
sinθ(φi , E). (6)

如果 A=A＊ ,则

sinθ(φi , φi)≤ 1+
γ
d i

sinθ(φi , E). (7)

　　由引理 2 可以看到 , 当 A =A
＊
时 , 只要 sinθ(φi , E)※ 0 , 则  φi ※φi.这说明

sinθ(φi , E)※0是  φi※φi的充分条件.然而 ,在非 Hermite 情形 , φi ※φi 的充分条件不仅要

求 sinθ(φi , E)※0 ,并且要求 ‖ P i ‖和 infD diagκ( X iD)均须随 E 变化一致有界.根据引理 1

可知 , φi※φi 的充分条件除了要求 λi※λi 的充分条件满足外 ,还要求矩阵  X i 的最优条件数也

要随E 变化一致有界.因此 , 即使  λi ※λi ,但  φi ※/ φi 也会发生 ,因为理论上不可能保证

infD diagκ( X iD)随 E 变化一致有界.进一步分析表明 ,如果 infD diagκ( X iD)无界 ,则至少有一

个‖ P j‖对 λj≠λi 无界 ,反之亦然
[ 9] .这说明 Ritz向量  φi会比 Ritz值  λi 远为病态 ,因为前者

要求所有 Ritz值的条件数均一致有界 ,而后者仅要求它本身的条件数一致有界.因此 ,如果 A

非Hermite ,则经典投影类方法可能失败 ,Ritz向量的质量要比 Ritz值的差得多.

2　复合正交投影类方法

前面的分析证明 ,在非 Hermite情形 ,Ritz对的收敛性强烈地依赖于小问题(3)的性态 ,  φi

可能比 λi远为病态 ,因为前者的先验误差界(6)式涉及到 infD diagκ( X iD), 而这个因子随 E 变

化时的确会趋于无穷.这将导致一旦有一个  λj(≠ λi)任意病态 ,则即使  λi收敛 , φi 也不收敛

的现象发生.

然而 ,注意到如果 sinθ(φi , E)随 E 变化收敛于零 ,则在 E 中至少存在一个向量 ,如 πφi ,

收敛于 φi.这说明虽然  φi可能不收敛于φi ,但只要 sinθ(φi , E)※0 ,则在 E 中必定有φi 的

丰富信息.如前所见 , λi 的质量要比 φi 好得多.所以 ,从现在起 ,假设  λi※λi 的充分条件满

足 ,即 sinθ(φi , E)※0且 ‖ P i ‖随 E 的变化一致有界.在此假设下 ,为克服经典投影类方法

可能的不收敛性和改进方法的整体性能 ,希望在子空间 E 中找到新的近似特征向量 ,使其满
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足两个要求:(ⅰ)理论上 ,每个新向量和对应的 Ritz值收敛的充分条件相同;(ⅱ)数值计算

上 ,每个新向量都能有效可靠地计算出来.显然 ,如果能找到满足上述要求的新方法 ,则由新

方法开发出的算法一定比对应的经典算法优越.为此 ,文献[ 7 ,8]建议了一种新的精化策略 ,

它保留原方法中的 Ritz值 ,但用下面的策略寻找新向量 ,从而导出一类全新的精化正交投影方

法.

对每个 Ritz值 λi ,寻找单位长向量  u i ∈E ,使得它满足最优性质

‖(A - λiI) u i ‖ = min
u∈ E , ‖u ‖=1

‖(A - λi I)u ‖ , (8)

并用之逼近 φi.称  u i为A 在E 中对应于λi 的精化近似特征向量.显然 , ‖(A - λi I) u i ‖ ≤

‖(A - λi I) φi ‖ , 所以 u i 至少同 φi一样好. ui 可视为φi关于 λi和 Euclid范数在 E 上的最佳

逼近.

(2)和(8)式给出了 E 上如下的精化正交投影类方法:

 φi , ui ∈E ,

(A φi - λi φi)⊥E ,

‖(A - λi I) u i ‖ = min
u∈ E , ‖u‖=1

‖(A - λi I)u ‖ ,

(9)

它们用 λi , u i 逼近λi , φi.注意到不必在(9)式中计算  φi.

注1　假设 V为酉矩阵 ,则(8)式等价于

‖(A - λi I) u i ‖ = min
z ∈Cm , ‖z ‖=1

‖(A - λi I)Vz ‖ . (10)

　　注2　(9)式对计算特征值而言仍是经典的正交投影方法 ,但对计算特征向量则不再如

此.

注3　实际上 , (8)式中 Ritz 值  λi 可用其他任意合理的近似特征值代替 , 如调和 Ritz

值
[ 6 ,10 , 11]

或调和 Ritz向量的 Rayleigh商
[ 10 , 11]

.

为了研究上述精化正交投影类方法的本质和特性并与经典正交投影方法进行比较 ,考虑

下面两个重要和实质的问题.

问题 1　精化投影类方法与经典投影类方法间的关系是什么?

问题 2　如何用 sinθ(φi , E)建立精化近似特征向量  u i 的误差 sinθ(φi , u i)的先验界 ?

 u i※φi的充分条件是什么?

令 σ1 , i ≤ σ2 , i ≤… ≤ σm , i 为矩阵(A- λi I)V的奇异值 , σ1 , i≤σ2 , i≤…≤σN , i为矩阵A-

 λi I的奇异值 ,定义 ψi 为对应于σ1 , i的右奇异向量 ,即 σ1 , i =‖(A- λi I)ψi ‖ , 则 ψi 可视为φi

关于 λi 和 Euclid范数在整个 N维复空间上的最佳逼近.显然 ,当  λi =λi 时 , ψi=φi.注意到

由(9)式有 σ1 , i=‖ ri ‖=‖(A- λi I) u i ‖.

定理 1　残量范数 σ1 , i和精化近似特征向量 u i满足经典的正交投影

 u i ∈E ,

((A - λi I)
＊
(A - λi I) ui - σ

2
1 , i ui)⊥E ,

(11)

进而 , u i 逼近(A- λi I)
＊(A- λi I)的特征向量 ψi.

证　由(8)和(10)式可见 σ1 , i和 u i 满足

Hiz i = σ
2
1 , i zi , 　 u i =Vzi , (12)
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其中

Hi =V
＊
(A - λi I)

＊
(A - λi I)V (13)

是 m ×m 的小型Hermite 半正定矩阵.显然 , Hi 是矩阵(A- λi I)
＊
(A- λi I)在 E 上的投影矩

阵 ,即(A- λi I)
＊
(A- λi I)对 E 的限制在基底 V 下的矩阵表示式.所以 Hi 的特征值是矩阵

(A- λi I)
＊
(A- λi I)在 E 上的 Ritz值 ,对应的 Ritz向量等于 V乘以Hi 的特征向量 ,它们是

(A- λi I)
＊
(A- λi I)的某 m 个特征对的近似.特别地 ,注意到 σ

2
1 , i , ψi 是(A- λi I)

＊
(A- λi I)

的最小特征对 ,而 σ21 , i , u i是(A- λi I)
＊(A- λi I)在 E 上的最小 Ritz对 ,故  σ21 , i , u i 满足经典的

正交投影

 u i ∈E ,

((A - λi I)
＊(A - λi I) ui - σ

2
1 , i ui)⊥E .

由经典理论
[ 1]
可知 , σ

2
1 , i , u i是逼近(A- λi I)

＊
(A- λi I)的特征对 σ

2
1 , i , ψi的 Ritz对.

注4　仅需要(A- λiI)
＊
(A- λi I)在 E 上的 Ritz对  σ

2
1 , i , u i并用之逼近其最小特征值σ

2
1 , i

和对应的特征向量ψi.

定理 1解决了问题1 ,证明了(9)式是两个经典的正交投影方法的复合 ,其中 Ritz值仍用原

经典方法计算而每个精化向量  u i 则通过在同一个子空间E 上实现 Hermite矩阵(A- λiI)
＊·

(A- λi I)的经典正交投影来获得.然而 ,从数学上来讲 ,必须指出 ,在经典正交投影方法的意

义下 ,(11)式本身是用 u i 直接逼近ψi 而不是所求的A的特征向量φi 的.这意味着解决问题 2

是不平凡的和困难的 ,因为在 ψi 和φi之间存在明显的漏洞 ,使得无法直接应用关于经典投影

类方法的结果.为填补该漏洞 ,需要两个引理.

引理 3　假设 A可对角化 , λj , φj(j=1 ,2 , … , N)是其特征对 ,假设 μi , wi是A的一个近似

特征对且‖wi ‖ =1.令 ri=Awi -μiwi ,设 λi 是最接近于μi 的特征值 ,定义 g i=min
λ
j
≠λ

i

 λj-

μi ,X i 是由对应于那些λj≠λi 的特征值的特征向量为列所形成的矩阵 ,则存在对应于 λi 的范

数为 1的特征向量 φ=P iwi/ ‖P iwi ‖和 βi=‖P iwi ‖ ,使得

‖w i -βiφ‖≤
infD diagκ(X iD)(1+‖P i ‖)

g i
‖ri ‖ , (14)

sinθ(φ,wi)≤
infD diagκ(X iD)(1+‖P i ‖)

g i
‖ri ‖ , (15)

其中 P i是对应于按重数计数的特征值λi 的谱投影算子.

证　如果 w i 是A 的对应于λi 的一个准确特征向量 ,则结论平凡成立.所以 ,不失一般

性 ,假设 wi 不是对应于λi 的特征向量.

设 λi是 s重的 ,不妨令 λi =λi+1 =…=λi+s-1 , 定义 Υ=(φ1 , φ2 , …, φN)和 T
＊=(t 1 ,

t2 , … , tN)
＊ =Υ-1 , 则 T 的列是A 的左特征向量 ,因此 ,对应于 λi 的谱投影算子P i可表示成

P i =(φi , …, φi+s-1)(ti , … , ti+s-1)
＊
.

定义 Pj =φjt
＊
j , j =1 ,2 , … , i -1 , i +s , … ,N , 则 Pj 是对应于那些λj≠λi 的特征值的谱投影

算子.显然 ,有

P jP i =δijP i ,
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P i +∑
i-1

j=1
P j +∑

N

j=i+s
Pj =I , (16)

因此

ri =(A -μi I) P i +∑
i-1

j=1
Pj +∑

N

j=i+s
P j wi =

(λi -μi)P iwi +∑
λ
j
≠λ

i

(λj -μi)Pjwi.

用 I-P i 前乘上式两端后有

(I -P i)ri =∑
λ
j
≠λ

i

(λj -μi)P jwi.

定义矩阵 Z i =(P1wi , …, P i-1w i , P i+swi , …, PNwi), 则由文献[ 4]中的引理 3.9可得

‖(I -P i)ri ‖ ≥
gi

infD diagκ(Z iD) ∑λ
j
≠λ

i

Pjwi ,

其中 D 是非奇异的对角矩阵.另一方面 ,

‖(I -P i)ri ‖≤ ‖(I -Pi)‖‖ri ‖ ≤(1 +‖Pi ‖)‖ri ‖ .

由(16)式可得

‖(I -Pi)wi ‖ = ∑
λ
j
≠λ

i

P jwi .

因此 ,结合上面的 3个关系式后有

‖(I -P i)wi ‖ ≤
infD diagκ(Z iD)(1+‖P i ‖)

gi
‖ri ‖ .

令 φ=P iwi/ ‖P iwi ‖ , 它显然属于子空间 span{φi , …, φi+s-1}且是对应于 λi的范数为1的一

个特征向量.由 P j(j=1 , …, i-1 , i+s , … , N)的定义 ,显然 ,如果 wi≠φ,则 Z i 的第 j 列是

对应于那些λj≠λi的特征值的特征向量φj 的倍数.所以 ,根据 X i的定义 ,有

inf
D diag
κ(Z iD)= inf

D diag
κ(X iD). (17)

因此(14)式成立 ,其中 βi=‖P iwi ‖.

注意到由定义可知 , sinθ(φ, wi)是 φ和wi的距离 ,因此有

sinθ(φ, wi)=min
β
‖wi -βφ‖ = ‖w i -φ

＊
wiφ‖ ≤‖wi -P iwi ‖ =‖(I-P i)wi ‖ ,

这证明了(15)式成立.

引理 3表明 ,近似特征向量的误差和精度能用近似特征对的残量范数估计和度量.

引理 4　令 λi是最接近于μi 的特征值 ,则 A-μi I的最小奇异值满足

σmin(A -μi I)≤ λi -μi ; (18)

如果 A=A＊ ,则

σmin(A -μi I)= λi -μi . (19)

　　证　令 A-λi I=QRQ
＊
为 A-λi I的Schur分解 ,其中 Q 是酉矩阵 ,R 是对角元按递减顺序

排列的上三角矩阵.由于 A -λi I是奇异矩阵 ,因此 R 必是奇异矩阵 ,且其最后一个对角元

rNN =0.注意到

A -μi I =A -λi I +(λi -μi)I =QRQ
＊+(λi -μi)I =Q RQ＊ ,
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其中  R 除对角元 r jj =rjj+λi-μi(j =1 ,2 , …, N)外 ,其余元素与 R 相同.显然 rNN =λi-μi ,

所以(18)式成立 ,因为 σmin(A -μi I)=σmin( R)≤ λi -μi .

如果 A=A＊ ,则 R 和 R 均为对角矩阵 ,所以(19)式成立.

定理 2　假设 A可对角化 , sinθ(φi , E)随 E 变化趋于零 ,定义 γ=‖πA(I-π)‖ ,对 λj≠

λi ,定义  d i=min  λi-λj , Pi ,  P i 分别为对应于特征值λi和 Ritz值  λi 的谱投影算子 , X i 是列

为对应于λj≠λi 的特征向量φj 组成的矩阵 ,令 αi=‖ π(A- λi I)
＊
(A - λiI)(I-π)‖ , σj , i>

 σ1 , i为(A- λi I)V次最小奇异值 ,则定义

ξi =
γ‖ P i ‖ infD diagκ(X iD)(1 +‖ Pi ‖)

 d i

并忽略高阶项 O(sin2θ(φi , E)),渐近地有

sinθ(φi , u i) 2+
αi

 σ
2
j , i -σ

2
1 , i
ξi +1+

αi
 σ
2
j , i -σ

2
1 , i

sinθ(φi , E); (20)

如果 A=A＊ ,则

sinθ(φi , ui) 1 +
2γ

 d i
+

αi
 σ2j , i -σ

2
1 , i

1+
γ

 d i
sinθ(φi , E). (21)

　　证　根据定理 1 ,因为(11)式是Hermite 半正定矩阵(A- λi I)
＊
(A - λi I)在 E 上的经典正

交投影 ,并用 σ21 , i , u i逼近其特征对σ
2
1 , i , ψi ,所以由(7)式可知

sinθ(ψi , u i)≤ 1+
αi

 σ2j , i -σ
2
1 , i

sinθ(ψi , E). (22)

由定义 , σ1 , i =‖(A - λi I)ψi ‖ , 因此 ,根据引理 3 ,4和 1 ,有

sinθ(φi , ψi)≤
infD diagκ(X iD)(1 +‖ Pi ‖)

 d i
σ1 , i ≤

infD diagκ(X iD)(1 +‖ Pi ‖)

 d i
λi - λi ≤

γ‖ P i ‖
infD diagκ(X iD)(1 +‖Pi ‖)

 d i

tanθ(φi , E)+O(tan2θ(φi , E)).(23)

所以 ,由假设可推出 sinθ(φi , ψi)※0 ,这是因为 ‖ P i ‖tanθ(φi , E)※0且上式右端其他因子

是有界的.

注意到三角不等式

θ(ψi , E)≤θ(φi , E)+θ(φi , ψi),

并且 θ(φi , ψi)※0(因为从(23)式可知 sinθ(φi , ψi)※0), 因此 ,当 sinθ(φi ,E)※0时 , θ(φi ,

E)+θ(φi , ψi)是一个锐角.所以

sinθ(ψi , E)≤sin(θ(φi , E)+θ(φi , ψi))≤sinθ(φi , E)+sinθ(φi , ψi). (24)

　　由假设 ,因为 ‖ P i ‖ tanθ(φi , E)※0意味着 sinθ(φi , E)※0 , 所以对小的 sinθ(φi , E),

利用 Taylor展开可得

tanθ(φi , E)=
sinθ(φi ,E)

1-sin2θ(φi , E)
=
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sinθ(φi , E)1+
1
2
sin2θ(φi , E)+O(sin4θ(φi , E)) . (25)

根据(23)和(25)式 ,得到

sinθ(φi , ψi)≤
γ‖ P i ‖ infD diagκ(X iD)(1+‖P i ‖)

 d i
tanθ(φi , E)+O(tan2θ(φi , E))=

γ‖ P i ‖ infD diagκ(X iD)(1+‖P i ‖)

 d i
sinθ(φi , E)+O(sin2θ(φi ,E)).(26)

因此 ,由(24)式可得

sinθ(ψi , E)≤ 1 +
γ‖ P i ‖ infD diagκ(X iD)(1+‖P i ‖)

 d i
sinθ(φi , E)+O(sin2θ(φi , E)).

(27)

　　注意到三角不等式

θ(φi , ui)≤θ(φi , ψi)+θ(ψi , ui),

所以结合(22)、(26)和(27)式 ,有

sinθ(φi , ui)≤sinθ(φi , ψi)+sinθ(ψi , u i)≤

γ‖ P i‖ infD diagκ(X iD)(1 +‖ Pi ‖)

 d i
sinθ(φi , E)+

1+
αi

 σ
2
j , i -σ

2
1 , i

1+
γ‖ P i‖ infD diagκ(X iD)(1 +‖ Pi ‖)

 d i
sinθ(φi , E)+

O(sin2θ(φi , E))=

2 +
αi

 σ2j , i -σ
2
1 , i

γ‖ P i ‖ infD diagκ(X iD)(1 +‖P i ‖)

 d i
+1 +

αi
 σ2j , i -σ

2
1 , i

sinθ(φi , E)+O(sin2θ(φi , E)).

在上式中忽略高阶项 O(sin2θ(φi , E))后就证明了(20)式.

如果 A=A＊ ,利用引理3 , 4和 1中 A=A
＊时的相应结果重复以上证明就可得到(21)式.

注意到 αi ≤‖ A - λi I ‖
2
=σ

2
N , i 是随E 变化一致有界的量 ,于是可见除了 sinθ(φi , E)

外 ,先验界(20)式仅依赖于(1)式本身的性态和  λi的条件数 ,而所有其他 Ritz值 λj(≠ λi)的条

件数都消失了.因此 , u i※φi 的充分条件是 sinθ(φi , E)※0且‖ P i ‖随 E 变化一致有界.所

以 u i※φi 和 λi※λi的充分条件是相同的.
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