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点测量点控制的分布参数系统

宋 健 于 景 元

摘 要

本文是文献{1 ] 的继续
.

应用广义 函数空问一阴范空间作为状态空间
,

对带有常

微分控制器的点测量点控制问题作了进一 步的研究
.

在阴范空间中证明了关于本征

值问题和定解问题的一些定理
,

从而对赋子振型分析方法给 以严格的理论基础
.

此

外
,

关于算子的延拓定理可以应用到含广义系数的线性偏微分方程的计算和研究中

去
.

在文献 {川中
,

我们讨沦了由常微分方程作线性反馈控制分布参数系统的一般理论和分析

方法
.

在那坦
,

受控对象的状态测量和控制都假定为集中于某一
“

有限
”
区域上

,

尽管这个区域

可以很小
.

但文献 11 川
1得到的结 论

,

一般不能应用于纯点测量和纯点控制的情况
.

然而
,

在

工程实践中
,

这种情况却是经常出现的
.

例如集中力和力矩的控制
,

点或线加热温度控制等

等
.

达就要求我们从点测最和点控制以及状态参数的分布性这一特点出发
,

建立严格的系统

分析方法
,

为工程设计和试验分析提供理论基础
.

我们采用的主要方法
,

是在有限阶广义函数空间 (阴范空间 )中的本征函数 (振型 ) 展开和

线性算子扰动理 论
.

最后我们将看到
,

文献 〔lj 中的主要结果都可以稍加改变而应用到纯点测

量和纯点控制的情况
七2 `

.

一
、

点测量和点控制

采用文献【l] 中的符号
,

讨论如下受控运动方程
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本文中
,
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.
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,
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,
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如文献 t l] 中所述
,

控制作用 二 ( )t 由常微分方程描述的控制器输出决定

d z (动
二 . 、 .

_

厂口
。 、

、

—
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十 如 l 一 一 )
,
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。 。 , a 、“ > 盖, 。 ,
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.

4 )

s , 是测量算子
,

叔
阴

是一组
”
维常向量

,

由测量传感器的放大系数和信号通道的结构决定
.

瓦
。

是微分算子或有界算子 ; 。 , ,

是 由测量传感器安装位置所决定的函数
.

在点测量时
, `

己们可以

是 个函数及其微商
.

(
· , ·

) 表示 穿 ( 胭 ) 中的内积
.

采用文献川中的变换方法
,

令
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现在我们可以看到
,

无论是方程 (l
.

钓 还是本征值问题 ( 1
.

6 )
,

在纯点测量和纯点控制的情

况下
,

都不能在 穿
’
(刃 ) 空间中求解

,

因为测量算子中的
。 *。

和反馈控制算子中的 b ,
,

可以是广

义函数
.

囚此
,

必须扩大 牙
、

’

(口 ) 空间
,

使其包含
。 i 。

和 b
,

这样的广义函数作为自己的元
,

从

而赋予方程 ( 1
.

幻 和 ( 1
.

6 ) 式以确叨的意义
,

同时又能和间题的物理特点相一致
.

为了以后书写方便
,

把 ( 1
.

6 ) 式写成矩阵算子的形式
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二
、

阴范状态空间和其中的线性算子

一般的广义函数空间
,

或者因为内部结构复杂
,

不便于实际应用 `3
,
呼,
或者由于对方程式系

数的光滑性要求太严
` ,一 , 」,

致使应用时造成困难
.

一个有效的方法是根据受控对象本身的特

点
,

把 酬
2

(口 ) 空间适当扩大 l6]
,

使它足以包含给定阶的广义函数
,

井且能够赋于新的希尔伯特
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范数
,

把这样得到的函数空间作为系统的状态空间
,

既保 留了希尔伯特空间的优点
,

又能充分

考虑到实际问题的物理特征
.

下面我们就用这种方法来解决上面提 出的控制问题
.

设 月 是定义 于穿
’
(夕 ) 中的闭稠定线性算子

,

其定义域为 D ( 了)
,

对 D (
、
1) 中的元赋予图

象范数
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,

记为 刀 + ,

(才 )川
·
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,

是 月 + l

(
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灼 上的范数
.
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,
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,
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.

因此
,
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,
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.
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下面将会看到
,
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.
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,
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.
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,
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·
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,
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,
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、
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,
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。
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.
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,
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,
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.
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。
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。 .
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1 0 )



第 2期 宋健等 :点测量点控制的分布参数系统

显然
,

如果 江 0H
,
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,
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>
。

是定义在 H 、 ,
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.

事实上
,

】<f
,
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。
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}}
。

一 1}j {}
。
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.
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(
·
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,
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,

因此
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,
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、 l
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}}ulI
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}
·

}
、 ,
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.
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。

} ( Ilf }.
。

}天川
、 ,

l{
“
iJ
+ t

.

依定理 2
.

1必有 a 〔 月一 l
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再回到 ( 2
.

1 0) 式
,

“
(
: `
) 一 又犷

*

f
“ , ,`

)
。 任

一

<F
*

f
。 , , U

二

l “ 夕。 一 <F
*

f
“ , , `少

。
一 i <

, 1
一
卜“ * v `

f
“ , “
)
。 ,

如记 V “
f
。

一 f
: ,

一 ; U水 F *

f
,

一 f
Z ,

则有
a
(
: `
) ~ <f

,
+ 左+ f

: , u

>
。 ,

所以
。 一 f

,

+
;

1+ f
Z ,

f
, ,

f
Z 〔 H

。 ,

证完
.

为 了今后讨论方便
,

我们需要将算 子 了
’ ,

R 进行延拓
.

首先延拓了
.

T 是 H 、 ,

( A ) 到 0H 上

的等距算子
,

我们指出它可以延拓到 H
。

_

上而成为 H
。

到 H 一
,

(
、

l) 上的等距算子
.

线性泛函 \了
,

了“
)
。 ,

江 H
。

在 H + ,

( 均 上是有界的
,

这是由于 } <f
,

孔 `
夕
。

1簇 {}川
。 ·

}}T训
。
~

~ }!川
。

}1训
、 :

.

根据定理 2
.

1 ,

必有
一

a , 任 H一
:

( A )
,

使

<f
,

T 。
>
。
一 <

a , , u
)
。 ,

令
。 , 一 了+j

, 了 + 就是 T 的伴随算子
, `

己把 H
。

映到 11 , (汪 ) 上
.

容易证明
, T + 就是 T 的延拓

,

今后记 T ~ 了
’ 一

卜
.

我们指出 T 是 0H 到 H 一
,

(汪 ) 上的等距算子
.

事实上 对 Vt 任月。 ,

!ijT {{
一 ,

-

{{f }t
。·

因为 H 、 L

(刀 ) 在 H
。

中稠
,

必存在 21十 1

(
·

1 )
’
4
J 的元 glJ {

“ , ,

}
,

使得 11尸}l
“ , ,

一 f jJ
〔少
一 0

,

!因此
,

li m {!
u , ,

}}
。
一 !1了{}

。 .

对 “ , , , T “
, ,

〔 H
。
下述极限存在

,̀尸 }{T
“ ,

厂 刀 11
一 {}刃l}

了“ ,王

一 lT
` , ,

川
一 {:只) {j

丁 (
“ ,

一
“ , ,多

) {卜
t

一 {{
」

刀{{
“ 』

一
“ , ,2

!!一
O ,

所以 了: ` ,

、 fT
,

也就是 !}丁
“
}}
一 1

一 IIjT lf
一 l ,

但 {e了
’

: , ,

}}
一 ,

~ {!
, `

l!
J 一

” {}f {{
。 ,

所以 ,IIT
!
J
一 :
一 }Jf {}

。 .

这

说明 T 是等距映 H
。
到 I了一 l

(
“

1) 中
.

, l(j 且容易看出 T 的值域必是整个空间 H一
,

( 1)
.

若
。。 〔

刀一 1

( i) 不属 于 T 的值域
.

囚为 \ ` : , “
户
。

是 H
。一 :
( 才 ) 上的有界线性泛函

,

囚此有

夭
〔: , “ 厂。 一 火

。 “ , 。
少
+ :

一 \ 了 : , , 了: `户
。
一 火T 了

’ 。 “ , , `夕。
,

所以
。 一 T 了 。 ,

这和假设矛盾
.

山此 T 确实是 H
。
到 H 、 ,

( J 夕上的等距算子
.

不难验证
,

矛
L
一 R 是 R 的延拓

, `

已是 11一 ;

C l ) 到 H
_ ,

上的等距算子
.

通过上述
,

我们 可以得到以 卜关系

}}
`。

{卜
,

~ }IR
〔 ;

{}
,

~ {IR R
〔。

{}
、 一

, V `; 〔 H 一
1

( 刀 )
,

}i
“
}}
。一

;
一 {l了

,

“
!l
。
一 {{T 了

’ ` ,
l!
一 L V ,` 任 H+ ;

(
了

1 )
.

( 2
.

x l )

为了明确三个空间的关系
, ’

常称 jI 一
1

( 功 为闭算
一

广江 对应的阴范空间
,

月引 ( I ) 叫作阳池

空间
,

I人
,

则称为装备 了阴阳空 lb] 的基本空间
.

llIJ R 一 l( 十 J
“ 刀 )

一杏叫作装备算子
.

为 了研究第 一 竹中提出的控制问题
,

我们取 l了一 1

( J ) 作为系统的状态空间
.

在弹性粱和

板这类间题中
,

易」
二

证明
, `

已必然含有 个函数及其微商
.

在一般情况 卜
,

我们可以证明 卜述结

论
.

设 H 十 1

(劝
「
一

扫的函数在定义域 口和边界 。夕 一 r 上有 q 阶连续微商
.

我们定义 战户一 0P )

及其微商 了
“ 、

( p 一 0P ) 如下

、 Z了 , 。 (。 一 , 。 ) :一 {
。 之̀

( , ) 。 ( 。 一 ,
。

)、 , 一

吸: `
, 。〔q ’ (户一 户

。
) >

。
~ 。`。 )

(户一 户。 ) d户

( P
。

)
,

= (一 1 )
` “ ` q ,

(户
。

)
,

℃、2

P

廿

了气
“

口

、̀..,J
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“ 〔 H+ 1

( 1)
,

( 2
.

1 2 )

式内
“ `“ )

(户 ) 一
a 丫 tt

口对
,

… 口心
“

q 一 tj ,

十 少 十 一 + 夕。

定理 .2 3
.

设 ;玛 (刃 ) 为一切具有 l 阶广义导数的函数全体构成的索波列夫空间
L10J

.

如

果 H + ,

( A ) c ;州 (。 )
,

那么对任意正整数 q < l 一 竺
,

按 ( 2 1 2 )式定义的 卜函数及其微商皆属
2

于 H 一
,

( 劝
.

同时
,

如果算 子 R R 是正定紧算 于井具有格林函数 尺 ( p
, 、

)
,

则 卜函数及其微商

的阴范数是
·

!}。 ( , 一 ,
。

) }卜
,

一 丫尺 ( ,
。 , , 。 )

,

}}。
`。 、

( p 一 。。

) I卜
,

一 丫尺汾
,
( p

。 , p。 )
,

。 一 。
, ·

,

交< l 一 尝
-

Z

( 2
.

1 3 )

式内 尺岁
,
(户

。 ,

户。

)
_ 。 , “

K (产
, ,
)

己P
q
口

s 叮

P= 了
= 户0’

i庄
.

依索波列夫空间的嵌人定理叫
,

才 { (夕 ) 中的每一函数 至 少有
。 < l 一 粤

-

阶连续微

商
,

故 ( 2
.

12 ) 式有意义
.

又因为从 w 鉴(磨) 到 c “

(口口 r) 中的嵌人算子是紧的
,

故 砂 { (口) 中的

任意有界集合在 C “

(口日 r ) 中是一致有界且等度连续的
〔` 1 , 因而有下列估计式

} <
“ ( “ )

,

” ` “ ’ ( p 一 p。 ) >
。

卜 J
“ “̀ ’

( p
。

) } 镇右龄 }
u `“ ,

( p ) }

镇 友}}
u ( p ) }!

、
:
〔。 。毛 友

1

}}
“ ( p ) {}

、
{
、 。 。 簇 友

1

}}
“ ( p ) }l

、 I V ,“ 刀、 1

( A )
·

式内 左和 左
;

皆为常数
.

由此看出
,

澎
“
( 户一 几 ) 确实是 1+1

,

( 万 ) 上的有界线性泛函
,

即

护
“ ’
( p 一 0P ) 。 H 一

工

(刀 )
.

设人 ( p
,

户 是 R R 的格林函数
,

`

言是对称和正定的
,

依照 H 一 ,

( 力 和 月
。

之间的范数关系
,

则有

}}。
( ` ,

(户一 两 ) !}乙
,

~ <。
` “ ’ ,

。`“ ,
)
一 ,

~ <尺 R 。
`“ ) , 。`“ ’ )

。

一

!
、

!
、 K ( : 一 ) 。

(· 、

( , 一 , 。 )”
( Z、

(
`
一 , 。 )` , `

, 一 (一 ` )
“ ·尺岁

’
( ,

。 ·
夕。 )

一 尺岁
,
(户

。 ,

户
。

)
,

此即 ( 2
.

1 3 ) 式
.

最后还须指出
,

对正定对称的格林函数 K ( p
, 、

)
,

总有一致收敛的展式

K (户
, 。

) 一 分
* , (* ) , ,

(
了

)

忠 人
又s > ()

灰和 甲￡
是 尺的本征值和本征元

·

所以对 “ < ’ 一
合

笔恶
应
{
, 一 :一户。

一

客兴畔
总是一致收敛且大于零

.

在把状态空间由 H
。

扩大到 I了一 ;

(刀 ) 以后
,

为了讨论受控系统的一般运动规律
,

还需要研

究方程组 ( 1
.

5 ) 中诸算子的延拓问题
.

由于这些算子通常都是在 H
。
中定义的

,

而现在的状态

空间是 H 一
1

(
、

了)
,

因此
,

要把这些算子延拓到 11一 t

(刀 )中
.

我们首先讨论有界算子的延拓
.

在文献 L61 中证明了一类有界算子的有界延拓
.

下面我们 可以证明更强一些的事实
.
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定理. . 2 4

件是

定义于全空间H
。
上的有界线性算子 召在H 一L

(
/

了)
_

匕有有界延拓的充分必要条

证

依假设

式

刀*D (了) 〔D (了)
.

.

先证充分性
.

设f
,
g ` 月

。 ,

那么

! <B f
,

g ) 一
, I 一 } <R B f

,

R g >
(、

1一 1<R f
,

( T B * R ) R g )
。

1
,

B *

以劝江 D (劝
,

T B ` R 是定义于全空 bJ] H
。

上的闭算子
“ , , , 因而是有界算子

.

由不等

}( B了
,

g )
一 ,

} ( 1了B
* R l

。

}}尺 f }1
。

日尺 g }!
。
一 } T B

* 尺 }
。

1}f }}
一 1

!}g }!
一 1 ,

可知在 H
。
卜 }川 一 成 1了 B 水

州
。 ,

又因为 以
,

在 I了一 1

( l) 中稠
,

所以 B 可以保范 (按 阴范数 )延拓

到全空间 月一 ,

(才 )
_

卜
,

}耳证必要性
.

如果定义
一

犷 11
。

上的有界线性算子 刀在 11 一
;

(
,

约 上有有界延拓 B
,

那 么 必

存在正数 M
、

使

11B f ll
一 1

( M 1.川
一 1 ,

f 〔 OH
.

但是
,

由恒等式 l}刀 f l!
一 ;

= }i尺刀 T 尺 f J{
。 ,

可推知尺 B T在 D ( T ) 上必是有界算子
,

而且
.

!尺 B T }
。
成

对
,

注意到 T 和 R 在 H
。

上是自伴算子
,
R B 是有界算子

,

所以在 H
。

中 ( R B T )
*
~ T B * R 是定

义于全空间 H
。

上的有界算子
〔13]

.

又因为 R H
。
~ D ( T )

,

故有 B * D ( T ) c D ( 了 )
.

证完
.

推论
.

定义于 0H 上的任何与 R 可交换的有界线性算子 B
,

均可按 H 一
,

( A ) 中的算子范数

保范延拓到全空间 H 一
,

(刀 ) 上
.

用 B 表示这种延拓
,

则有

}B l
一 ,

一 I B {
。 ,

( 2
.

14 )

其中 }
·

}
一 1 ,

}
·

}
。

分别表示算子在 H 一
,

(刀 ) 和 H
。
中的算 子范数

.

证
.

由于 R 和 B 是可交换的
,

在 H
。

上有 R B 一 方 R
,

)听以有 B * R 一 R B *
.

该式的右边
,

把 H
。

映到 D ( T ) 中
,

而左边 R 的值域是 D ( T )
,

所以有 刀 * D ( T ) 任 D ( T )
,

依定理 2
.

3
,

B 可有

界延拓到 H 一
:

( A )上
.

为了证明保范
J

胜
,

只须证明在 .II
,

上有

IB I
一 ,
一 IB }

。 ,

事实上
,

对 v 仔 H
。

IB 】一
,
一 , u P

附 {一
l = t
11” f11
一

} ,

{四
一

{l
“ ” f }I

〔】

一韶尸
二 ,

}!“ “ f {}
〔

一 ]“ {
。·

现在我们 i寸论 H一
,

( A ) 中的基
.

设 {甲
,
}

,

{价
、

} 是 H
。
中的双直交基

,

那么 {肠
, }

,

{介
;

必是 H 一
;

( A ) 中的双直交基
.

事实上
,

依照 ( 2
.

1 1) 式
,

有

<肠
, , 丁必

,

>
一 ,

一 <R T
〔尸, ,

R dT,
\。
一 火

`尸, ,

必
,

>
。
一 占,

.

于是 H 一
1

(刀 ) 中的任意元
` : ,

均可展成级数

。 一 艺 <a
,

不* , >
一 ,

TJ,
, 一 艺 <

a ,

R `。 ,
>
。

介
, ,

( 2
.

1弓)

右端级数按 H 一
,

( 左 ) 中范数强收敛
.

显然
,

这一级数在 H
。
中是毫无意义的

.

同样
,

容易检查
,

H
。

中的直交基
,

经 T 作用后
,

成为 H 一 ,

(刀 ) 中的直交基
.

设 尸是 110 中的

直交投影算子
,

雀甲
,

片是有穷维子空间 p H
。

中的直交基
.

如果 {甲
,
}丫〔 D ( T )

,

则 尸在 H 一
1

( A )

中的延拓为
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一 艺< . R
· 了。冲

、
(2

.

1 6)

P仍然是 H一 ,

( A ) 中的投影算子
:

a2P 一 p 艺 <R
a ,

了 , ,
>
。 , 、 一 艺 <R

` : , T , ,
)
。 , , 一 aP

, v a 。 。 一 t

( 、 )
,

( 2
.

` 7 )
i
二二

1 1 = 1

即 尸 ~ P
.

但一般来说已不再是直交投影了
.

容易看出
,

如果 尸是无穷维的投影算子
,

即 , 一

co 时
,

则用上述办法构成的延拓 尸 可能不是有界线性算子
.

拓 P 在 H 一
,

(才 ) 上仍然是直交投影算子
,

不论是有穷维的或

在 尸 和 尺可交换的情况下
,

尸的延

者是无穷维的
.

吸复
_ _

匕述讨论可知
,

在 .II
, _

卜定义的任意有穷维线性算子方 一 艺
, L, (

· ,

价
,

)
。 , , ,

在 H 一
:

( A )

上有有界延拓 B
,

只要 功
, ` D ( T )

, ·
, ,

那时
,

B a ~ 艺 ,
` ,
<R

。 ,

了价,
)
。 , , , v 。 。 。 一 ;

( 、 )
.

( 2
.

1 8 )

下面再讨论一下 H
。

中无界算子的扩张间题
.

设 c 是 I九 中的无界线性算子
,

D ( 刀 ) 二

D ( C )
,

护骤 ( C )任 H
。 ,

I[
.

R c 是 D ( c )
_

.fI 的有界算 子
,

在这种情况下
, c 可以扩张到 I了一 ,

(刀 ) 中
,

记为 C
,

它的定义域 D ( C )包含着 H
。

而值域 厌 ( C ) c H一
l

(刀 )
,

即 C 是 H 一
,

(刀 )中的稠定算子
.

事实
一

上
,

我们可以用下述方法扩张 c
.

泞先
,

c , ` 一 T R c
,` ~ 了 ( R c )

` , , 对 V l` 。 1+1
;

(才 )是恒等

式
,

依设 R c 是 D ( c ) 上的有界算子
,

故可有界延拓到 H
。 _

t二
,

记为庇
,

犷是由等式

cl ~ (T 天 C ) f
,

V f ` 刀
,

( 2
.

1。 )

所确定的 C是 c 的一种扩张
,

目
.

D ( C )卫月
。 ,

而 脚 ( C ) c H 一
」

( 刀 )
.

如果 C ~ 才
,
A 是 H

。

中的自伴算子
.

在 11
、 1

(
一

I ) !几刀 ` j 了
’ ,

尺 可交换
,

那么 A 在 I了一 1

( 均

中有自伴扩张 A 一 .T 宁R
.

书实 士几
, 、

价才 ` j ,r
,

尺 可交 换 时
,

由 价i 等 式 击
` 一 刀 R IT `一

刀 T R : ,
一 ,r I R ,` v l , ` 11

_ _

,

(
厂

I ) 所确定的
一

州向巾
` 一

张 A 一 工了R
,

D ( A ) 一 .lI
, ,

劣 ( A ) 仁 11 一
1

( 1)
.

它在 材一 ,

( 劝
,
一

扫是 自伴算子
,

可由下述关系
一 。 ,

T 刀榔
一 ,

~
一

R 。 ,

才榔
· 。
一 、 A R a ,

称 、
L,

~ 扩了于R 。 ,

附
一 ,

得出
.

现在
,

我们 来证明 一个讯要
’

扛实
,

即在特定情况 F
,

占典解和广义解的 一致性
.

定理 .2 5 设 刀 是定义 厂以
、
一 酬

” (胭 ) 巾的自伴正定算 子
,

有紧预解式并可
一

与装各算子 尺

和 7
’

交换
,

{!
`

}
,

{ (I
, ,
} 是其了{: 2 1

。

中 f自木征值和对 )
、

认}}勺规范木了,}元列
.

那么
, 、 了,: z了一 1

( 子 ) 中的

自伴扩张 A 的才;征值列
`

川 肚 ,

} 币合
,

相应的规范木征元列为 {不尸 }
.

除此外
,

A 再没有另lJ的

本征值和木征元
.

i正
.

依假设
,

{ ,
: ,

于
、

{
`
,
,

} 是 才 在 刀
(。 r
}
〕 L’l’d 术征值和刘

`

]
、

认的完备的木征元歹IJ
,

贝11 了沪
,
一 ,̀ , “ } , ,

i ~ 1
,

2
, ·

… 由 l
二刀 ` J R

,
7

’

可交换
,

所以它在 11一 ,

( i) 中有 自伴扩张 A 一 丁了R
.

(ljJ’

A为
,
一 了泞 R T甲

,
一 z 、华 ,

一 邢 ,

肠
, , /

一 1
,

2
,

:
, ·

… 这 i兑明 群
,

是 A 的木征值
,

朴
,

是对

应的木征元
.

如果A 还有别的本征值和本征元
,

比如 A “ 一 ,ll 。
,
,` 戈 。 , a 户 I了一 :

( 1/ )
、

那么 。 ,

匕

与 { T甲
、

}直交
,

/ `、
,

r 尸
, \ 一 、

~ O
,

i ~ 1
,

2
,

…
,

从而有 气。
,

不尸
`

、一 L
一 、 R a ,

甲 夕
。

一 。 , 才
~ l

,

2
, ·

… 这时必须 R a 一 。
,

即
〔`
一 。

,

但这是不
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可能的
.

因此
,

A 除 {那
、
} 外

,

没有别的本征值
,

而每一本征值对应的本征子空间的维数都不会

增加
.

证完
.

由这个定理推得
,

如果算子 A 在从 中自伴正定且有紧的逆
,

那么它在 H 一 1( A ) 中的扩张

A 不可能有新的本征值和本征元
,

即本征值问题的古典解和广义解是一致的
.

这样
,

主算子

A 的本征值和木征元并不因为空间的扩大而有实质性的变化
.

三
、

阴范空间中的振型分析

现在我们可以用 IJ 一尺A ) 作为状态空间来讨论方程组 (1
.

约 和本征值问题 ( 1
.

6 )
.

首先对方程组 (l
.

6 ) 的变量作变换
.

令 甲 ,

一 衫
。 , ,

11)
2

一 11 2 ,

代人 l(
.

6 ) 式后
,

得到

又甲 ,

~ A 奋叭

又切2 一 一 A告甲
;

一 刀注弓
`。 ,

一 c , ,

一 G凡A一告切
,

一 yC
妙 一 yJ + ( s

,
+ J s

Z

)注
一备甲

;
.

( 3
.

2 )

在文献口 }中曾指出过
,

若 A 是正定 自伴线性算子
,

且有紧豫解式
, B 左弓

,

c
,

lS 刀弓
,

凡A一圣都

是有界线性算子
,

则 ( 3
.

1) 和 (l
.

6 ) 式的本征值问题是等价的
.

应用文献 仁1 3中的符号
,

( 3
.

1)

式可以写成

又小 ~
.

了小 ~ (
.

丫
。
十

气

, 尸 十 少 )中
,

( 3
.

2 )

式内 中 ~ {甲
, ,

甲2 ,

y }
, _

了
。

是反 自伴算子
,

\

1
.

G

o一。

一 G 5
2刀一备

( S
,
+ 了s

:

)左一圣

刀00。

--A
。了声̀万1..飞、

一一了

了
。 , 。 _ 。

.

甲 ~ l 一 刀刀 一 畜 一 C O ( 3
.

3 )

\ 0 O J 一 i} 了:
`

易见
, 二

了
。

在 匀
。
~ H

。 x H
。
x 介

!

中的定义域 少 (
,

了 0) 一 D ( 左勺 x D ( 刀勺 x R
· ,

而其值域

礴 (,扩办二 轨
.

在少 ( _丫 0) 中引进图象范数后
,

构成阳范空间
,

记为 匀
+ :
~ H 千 ,

(左勺 x 月+1

( 、勺 x
卿

,

依空间的插人定理 15 1
,

知 H 十
,

(刀勺 一 H : (刀 )
.

这样与 匀
。

相联系的阴范空间为

匀一 :

一 月弓 (才 ) x ll 一告( 刀 ) X R
” .

这二个希氏空间有以下关系

匀一
1

(
.

月了。
) 〕 匀

。
〕 匀+ l

(
.

了
。

)
.

( 3
.

4 )

依假设 A是自伴正定算子
,
A 的图象范数 ( 2

.

2 ) 式等价于下列范数 (能量范数 )

】}u 】{+
t

~ 】}A
,`

】{
。 ,

( 3
·

5 )

因此
,

装备算子 R 为

才一圣

才一告

刀告 ()

0 刀

\ 0 〔) l了
’

\ ()

其「
户R 是 匀

。

到 匀
+ ,

上的等距算子
,
了是 s,

+ ,

到 匀
。

上的等距算子
.

。
i

`

廿
(

川

按第二节的方法
,

可把 R ,

T 分别延拓
,

记成 R
,

T
,

它们分别是 匀一 ,

到 匀
。

和 匀
。

到 匀一 ,

上的等距算子
.

现在进一步讨论一下反馈算子
·

犷
.

其中控制算子 G z 一 艺 “ (刃 (z
,
g沙

,

在点控制的
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情况下
, b ; (刃 是 卜函数或其微商

,

当 bz (刃 〔 H 一告(刀 ) 时
,

` 是从 R
”

到 H一普( A ) 中的有界算

子
.

至于测量算子
,

它 由 l(
.

斗)式定义
,

经 ( 3
.

1 )式变换后成为 、 , A一 ` , 一 艺 <瓦
。
、 一 `、 , 。 ,“

>气
,

甲 。 H
。 .

在目前的情况下
, 。 , 。 可以是 个函数或其微商

.

如果 孔刀号 (P 。 H 、 ( A )
,

那么 S洲弓

可以有界延拓到 月弓 (刀 ) 中
.

当然这样对算子 瓦
。

的要求比较强
.

如果 卜函数属于 H 一聋(万 )
,

而 瓦aA
一告, 。 H : (、 )

,

则 s 、 、 一告的定义域将包含 H
。 ,

即 D (叮厂士) 二 , I。
.

在这种情况下我们丫,
-

以汤
一` )二以 A )

,

所以木征值问题 ( 3
.

1 )式可以认为是在 匀州 中定 义的
,

因而有明确的意义
.

在数字计算时
,

若用连续函数逼近 企函数
,

可以确信
,

方程 ( 3
.

功 的木征元将按阴范数收敛到

某一极限
.

现在我们可以把文献 }
_

11 中的关于本征元列的完备性和定解问题 (自丙个定理加以修改
,

推

广到点控和点测的情况
.

这些定理的证明不再重述
.

定理 .3 1 设 ( 3
.

1) 中的 A 是正定 自伴算子
,

有紧的逆
,

它的本征值列 {川} 都是单重

的
, _

且满足条件 il m 】热
,

一热
,一 ,

i一 co ; 而 c
,

B A一告是 H
。
中的有界算子且 c ` D ( A勺仁 D ( A 奋)

,

is 才
一奋

, i 一 l
,

2
,

是 0H 到 R
·

中的有界算子并能有界延拓到 H 一、 ( 刀 ) 上
, G 中的 b 、 , i 一 1

,

2
,

… 二 属 f 1 1一告(刀 )
,

那么 ( .3 2 )在 匀一
l

(
。

了
。

) 中的本征值除有穷个外都是单屯的
,

它的本征元

列 笼(小
/ ,

)了瑞 }鑫
一 co 与它的伴随算子的本征元列 {(沙

, ,)亨写 }儿
一 。 构成阴范空间 匀一

,

(
.

丫 0) 中的

双直交丛
.

对任意 厅 〔 匀一
,

.

丫 0) ~ H 一咨(的 X ll 一奋

一 艺
{2一( N 。

< ,仁
,

沙, ,
>
一告小, ,

<砰
,

价, ,

>
一备价, ,

K R
” ,

可展成下列强收敛级数

艺 `砰 ,

小,
>
一

抄
, ,

11 一> N 门

伴 一 艺 < , ,
2 ,

中
,

>
一丢价,

.

( 3
.

7 )

劝+十
`
了、、

l
/

、、 、..尹产

茗骂
)引 ( N。

艺
! ,」> N o

如果 、 的木征值还满足条件 艺 (热
,

一 ; `
。 一 1

式右端的系数是平方可和的
,

并有如下估计

一 2

< OQ
,

则上述双直交基是可换基
,

此时 ( 3
.

7 )

必, ,

>
一 ,

}
’

,
V`, .1叫艺间

/

!
\

1)1 1一 l

艺 J<w
,

必, ,

>
一 ,

J
’

+ 艺 ! <、
,

沙,
>
一 ,

{
“
簇 对了}}二 }}色

1 ,

11 {> N。

+ E J<̀犷
,

价,
)
一 ,

j
’
蕊 M呈IJ̀ “ }J己

, ,

( 3
.

8 )
11一) N 。

\川l/
`

、
少z

艺é艺é

式内 对
』 ,

M
,

是不依赖于 w 的常数
.

定理 .3 2 在定理 3
.

1 的条件下
,

由 ( 3
.

2 )式定义的算子
,

了 一了
。
+

之

犷 + 匆 是阴范空

间 H 一号( 刀 ) 火 11 一
( 功 米 分

「
}
; 的强连续准有

`

界单参数群 ` (t ) 的生成算子
,

U ( , ) 是 自己 一叨

本征运动群的和

U ( ` ) 一 艺 U , ( , ) 一 艺
。 2 / /

(
。 / + t D / 十

· ` ’

, 百万 f,

,

( t D , )
, 1 , ,一 l

~

〕一

—
咬

,; 2 2 一 1 ) !
) + 乏:

` 】
, ,

夕, ,

( : , )
l 夕筑

)

上式右端对 V !川 < co 按算子阴范数收敛
,

而
护刀 l一 l , ,少l 一 2

夕
,
一 艺

(
· ,

价, , 、 一 、
(

2
1 , ,

。 ,
一 艺

、 · ,

(j
, , , + 卫 \ 一 :

`

z
) , ,

少 = o j = 0

( ,
.

1`) )

甄 和 咖
,

分别是才 和
二

丫
*

对应于 * , 和 又, 的规范广义木征元
.

对任何初值 。
’ `

、 .1I
!
又 I子。 火
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R
刀 ,

z毛 ( 3
.

9 ) 式确定的 v ( t ) 使 邵 ( t ) 一 u ( t )砰
。

是下列方程组的唯一解

止l卫二一 (了
。
+ 了 + , )碎

,

w ( o ) 一 砰
。 .

J t
( 3

.

1 1 )

本文第二
、

三节所证明了的事实
,

全部解决了第一节中提出的问题
.

在 (l
.

2 ) 式 中令

l, , (刃 一 “ , ( p 一 iP )
,

在 ( 1
.

劝 式中置
a i 。 一 “ ,

( p 一 p a)
,

只要测量算子 瓦
。

有足够光滑的系数
,

使内积 <瓦
。 。 ,

。 ,
( p 一 p力为对凡是

。 。 D (注 全) 都有意义
,

那么方程式 ( 3
.

1) 就是定义在 匀一
,

中

的木征值问题
,

从而原始方程组 (1
.

约就是定义在相空间 H一
l

( A ) 备 x H一
1

( A勺 x R
”

中的微分

方程
.

这样以来
,

无论是振型分析
、

定解问题和其它控制问题都可以用一般希尔伯特空间中的

微分方程理论和方法去进行处理
.
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