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�3*, 45678��9:
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�>?@A.

��� ���� �� Laplace � �	
 ����


�������(SoC: system-on-a-chip)�	
, ��
�������� IP������

�������������� ��!"#$% EDA&'�()*+, ,-./+0��

12%345�6745839670:4�5���/+. ;<,=, ��>?@ABCD

��EF�GH, IJ@KL5���>?95� Laplace M�N�, ��OP�QR��/

+�S�.

� ( , )G V E %TU67V% V�3V% E�5, ,V n= G�WBXY% A(G), G�ZXY

% D(G) = diag(d1, d2, �, dn), di[67 vi�Z. \ ( ) ( ) ( ),G G G= −L D A ]% G� LaplaceXY,

^_`]a% Laplace XY. -Ubc�
def[g�hijk�lmn	 Laplace So�

pq, �r��n	�st�pu��vXYwx[yz{|}�5� Laplace XY. N�

A(G)�~��9~�����L]%5�M�L, a[�v5L������T[1], N� L(G)

�~��9~�����L]%5� LaplaceM�L, a[���:������:��}�

�hi��[2,3].

IJ��5L���9�����J�[4,5].

1 �������

@���������� %¡¢o�� , �£�¤U¥¦�§¨[©_ª��«¬ .

­�������QR®[-¯: ^_@TU���V$QR°±%TU5 G, ²5���

��q, %³`´�µ�¶·­�¸¹, �@ G�%º»�8¡¢»�. ^_¼-½­���

]%QR���(circuit partitioning)[6]. ¾¿À>?
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2002-11-19��, 2003-02-16����

* ����	
��
��� (G1999032903)�������	� (60025101)�����	������� (�� :

90207001)!"��



# � 6 � ����: ��	
��
 Laplace �
������ 563

Æ 1G E− $%¡¢�Ç , e`È���[@ V(G)��%ºUoV A 9 B, a_ÉÊ :

1( ) ,V G E A B A B− = =∪ ∩ Ø. ^_�(A, B)°±Ë��, g A Ì B ÍÃo5�ÎÏ% G[A]Ì

G[B],  E(A, B) °± A9 B�Ð�{:�3�VP, ]%3ÑV. ^_]ÉÊÄÒÓU�Å�

��%eG��:

(Ô) Âª�Å3ÑVÕ�Ö�×, ]%e×3ÑV��;

(Ø) ÙÚ	���ÛÜt, �Å A 9 B Õ�ÖÝ!;

(Þ) g A, BÍÃ�ºUo5 G[A] Ì G[B] ßà:TU[áÂ�.

%³âqÙÚ�Å(Ô)Ì(Ø), :©ãä����Ñ¹%[7]: ( , ) ( , ) /A B E A Bρ = ( ) ,A Bi Æ

�Ñ¹e×®åæç�ÉÊ�Å(Ô)Ì(Ø), ]%e×�Ñ¹��. è,, éê�ëìí, î

ïð5
�, ñæTU����Ñ¹Û% 1, ò,ó�ô����GH, ,õö÷eG��%

ø!�. òí|3ùúûü�5, ��÷��Ñ¹ ( , )A Bρ ý%��>?;P�. %þ���

>?, ^_ãä�Ä����Ñ¹:

1 2 2

( , )
( , ) .

E A B
A B

A B
ρ ≡

i

(1)

|ïð5�ñæTU��(A, B), � ,A k= �a��Ñ¹% [ ] 1
1( , ) ( ) ,A B k n kρ −= − e×��

/ 2k n= q�	, ò,eG��%ø!�, �Ñ¹% 24 .n− òí, � 1( , )A Bρ ý%>?ïð�ô

�Ã;â���GH.

|T.õö/+, ��ÙÚ5�3Ì7:4�éê. |:45�M/+hin�à, IJ

@KL:34�	�M
�/+, �
:T.f��EL 1). ��5 ( , )G V E �3VÌ7V÷

�ÎãäºUw�v: 34�v ( ),w e e E∈ Ì74�v ( ), ,h v v V∈ �|ñæTU��(A, B)ã

ä�Ñ¹%

2 2 2

( , )
( , ) ,

( ) ( )

w A B
A B

h A h B
ρ ≡

i

(2)

��

1

1 1
( , )

,

( , ) ( , ), ( ) ( ), .
u v E v V

u A v B

w A B w u v h V h v V V
∈ ∈

∈ ∈

= = ⊂∑ ∑

g(1)Ì(2)�;*�Ã: 1( , )A Bρ [ 2 ( , )A Bρ � ( ) 1,w e e E= ∀ ∈ Ì ( ) 1,h v v V= ∀ ∈ q�~�

é�.

2 �� Laplace ���������	

5�MÌ LaplaceM�L���5�����}�� 20�� 70���
:��L�, 	

80����@���QR��/+.

� ( ) ( ) ( ),G G G= −L D A �è, 0[ L(G)�~��, ,�² G[áÂ5q, 0[ G�È~�

�, ����~��0[w�. IJ��KL��G[áÂ5, �� L(G)�~��%λ1 = 0<λ2

���λ n, λ 2[ L(G)��ø~��, Fiedler]λ 2%5��váÂZ
[8]. Ï5�~��%µ, 5

� Laplace~��%λ, �|�`È kw�5a_�N�%

.kλ µ= − (3)

1) Yang H Z, Hu G Z, Hong Y. Bounds of spectral radius of weighted trees. Tsinghua Science and Technology, 2003
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5 G�M��º½��°±: �Ã{:�~��8�Ä��o
°±:

1 2

1 2

( ) .k

k

Spec G
m m m

µ µ µ 
=  
 

�

�

(4)

�� 1 2 ,kµ µ µ> > >� mi[µ i��v.

5 G� LaplaceMÏý ( ),LSpec G æä9(4)� !; 8�Ã{:� Laplace~��.

^_
�¡¢ "#`È5�M9 LaplaceM:

1) ïð5 Kn: a�M%
1 1

( ) ;
1 1n

n
Spec k

n

− − 
=  − 

a[ n−1 w�5, $%(3)��nïð5

� LaplaceM%
0

( ) .
1 1n

n
LSpec k

n

 
=  − 

2) & Cn: a[w�5, a�MÌ LaplaceM�Î%:

2π
2cos ,i

i

n
µ = 0,1, , 1;i n= −�

2 π

4sin ,i
i

n
λ = 0,1, , 1.i n= −�

3) � Pn: ������, �	
���

2 π

2cos , 1,2, , ;
1i

i
i n

n
µ = =

+
� �� Laplace �


2 π

4sin , 0,1, , 1.
2i
i

i n
n

λ = = −�

4) Petersen� O3: �����, ���� Laplace���
:

3

3 1 2
( ) ;

1 5 4
Spec O

− 
=  
 

3

5 2 0
( ) .

4 5 1
LSpec O

 
=  
 

L(G)������λ 2 ����������� , Hagen � Kahng[7] !"#$��

( , )A Bρ � 2λ �%&, '()*+�,-!.�$�/0, 1�23456789��:;<

=[9]. >?@AB 
.CDE�$��� 2 ( , )A Bρ � 2λ �%&.

�� 1 : ( , )G V E 
FG� , .$HI
 ( ), ,w e e E∈ D$HI
 ( ), .h v v V∈ ( )G =A

( ), ,i j n n
a

×
J�

,

( , ), ( , ) ,

0, ( , ) .

i j i j
i j

i j

w v v v v E
a

v v E

∈=  ∉

��

��

1 2( ) diag( , , , ),nG d d d= �D J� ,
1

.
n

i i j
j
j i

d a
=
≠

=∑ ( ) ( ) ( ).G G G= −L D A λ 2� L(G)������, �

KL G�MNAO��(A, B)�

2
3 4

max

4

n h

λ
� 2 ( , )A Bρ �

4
min( 1)

n

n nh

λ
−

, (5)

��, { } { }max min
11

max ( ) , min ( ) .i i
i ni n

h h v h h v= =

� �� L(G)����	
, �G��
�, 0� L(G)
����, ��
����� l =

(1, 1,�, 1)T. �� , 0,∀ ⊥ ≠Χ l Χ �

� � � �
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2λ �

T

T

Χ LΧ

Χ Χ

� nλ ,

� , ,A r B s= = � ,r s n+ = ���� !"�� X:

, ,

, .

i

i

i

s
v A

nx
r

v B
n

 ∈= 
− ∈


��

��

#$ T, ,
rs

n
⊥ =Χ l Χ Χ �%,

1, ,

0, ,

i j
i j

v A v B
x x

∈ ∈− = 


�� �

��

&��

T 2 2
, ,

1

,

2 ( )

( , ) ( , ).
i j

n

i i i j i j i j i j
i i j i j

i j
v A v B

d x a x x a x x

w v v w A B

= < <

∈ ∈

= − = −

= =

∑ ∑ ∑

∑

Χ LΧ

.

'( 1n − �rs� 2 4n ) T ,rs n= Χ Χ *

2 2 2

( , )
( , )

( ) ( )

w A B
A B

h A h B
ρ =

i

�

T T

2 2 4 4 T
max maxsr s h r nh

=Χ LΧ Χ LΧ

Χ Χ

�
2

3 4
max

4

n h

λ
.

����, 2 2 2

( , )
( , )

( ) ( )

w A B
A B

h A h B
ρ =

i

�

T T

2 2 4 4 T
min minsr s h r nh

=Χ LΧ Χ LΧ

Χ Χ

�
4
min( 1)

n

n nh

λ
−

.

����.

����	
��
����������������������� . !"#�

Kn, 	
�$, ����%&'�, ������()*%
2

4
,

n
+(5),�-./%

2

4
;

n
!0

Cn, ������()*% 4

32
,

n
+(5),�-.% 2

3

16 π

sin ,
nn
1 n�� 1 2, 34%

2

5

16π
,

n
56

1 n = 22, 0 Cn�������()*789$(5),�-.; ! Petersen� O3, :;<��

�����()*% 31/ 5 , +(5),�-./% 31/ 5 . =>?@A:B, CD?EFGH, (5),

�-.:9.

3 ��������

IJKL�$����M? KNOPQRSTU����, VWXYJZ@[�. \]

O^_,`RSa���� [10], >?`Rbc:;�%;-�� ; deR [11], fg`R [12],

hiR[7], jkl`R[13]'. VmhiRJnO L(G)�o&Epqr X2��rs�tu��,

V��vAJ;-���.

�� A[14] w G(V, E)J6x��y\�, T
2 2 1 2, ( , , , )nx x xλ = �X J L(G)�o&Epz{

Epqr, !|@ r�0, �} 1( ) { | vV r v V x= ∈ �−r}, ~= V1(r)�����Jy\�; �4�,
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�} V2(r) = {v�V |xv�r}, ~= V2(r)�����Jy\�.

=�� A �����, :;����D���Jy\�[15,16]. �|�!D?���3&

'����, 58�$�VmD���Jy\�, �K, D������J�� 1, 1,nK − 1 n�

42����!�&'��58�$D���Jy\�. IKN X2��r#�% 0, �

{ } { }0 , 0 ,v vA v V x B v V x= ∈ > = ∈ < (6)

K A� B���, ~=�� A�: = A{ B����� G[A]{ G[B]�Jy\�. IJ=��

$����D��3&'�. ����(*��, ���OV�iR ¡.

%¢���£�$�¤�����D�Jy\�, ¥���¦@�§¨ 1, ����;-

�©%ª«���¬­®R.

w G(V, E)J6x� ( ),w e e E∈ �y\�. � G���¬­® Tmin, Z Tmin��(Z��x

�{)C� G��6¬­®mJ���.

¯°a�� G���¬­® Tmin, ±£² Tmin��%¦@�3³'�¤´�, µ:�Vm

D´�Jy\�, ¶+!·¸�m���/Jy\�.

a� G���¬­®6;-§¹,WXY�`R[4]:

1) º��x, w% e1, » ( )1( ) min ( ) .
e E

w e w e
∈

= � { }1 .T e=

2) w¼a� { }1 2, , , ,iT e e e= � ½;-¾~C { }1 2\ , , , iE e e e� m¿º 1 :ie +

(a) = { }1 2 1, , , ,i ie e e e +� ����� 1 2 1[ , , , , ]i iG e e e e +� �0,

(b) CÀÁ(a)Â-º 1( )iw e + Ã:8�.

3) ÄWÅÆ 2), Ç� 1.T n= −

�$��¬­®£, OÈÉÊËDYÌ¦�iRÍ$®�mÎ(«mÎÏÐmÎ), ÑËÒ

mÎÓ3�x, Ô:Õ®�%¤´�, ���D´�Jy\�, !·�¸�m�³·´�/J

y\�, ¥:�¤´��¦@�§³¨ 1. Ö+�$��.

±£OdeR ¡����(*, =�� 1:×ØJÙ�3����, 19$��2ÔÚ

Û, ÏÇ$�8¡DÅ ¡2ÚÛ.

=�O��¬­®¡Ü���s��(Ý��Þ�, :8������3. ¥Ca¬­

®�
ßm:;nOàáâã�ä�E¦, ���âN©å�æ��
ß©çè. �:;C�

�
ßméêëìíî, ���âN©ï�ðñàáwò�ó?EF�a.

4 ��

C� G �x@)Þôõ2, O ( , ) /(E A B A ö )B SYr��(A, B)��÷J�ø1�, +

������(*!ëì��8Þï�Yr����÷. ����¢ù�(*��� Laplace

hÂú�� , �û¢V�.{-., =�>?â�üO�x{Ì¦�6���, ¶+:O�

ëìàá��ýþ. �����¢nOL(G)�o&EpqrX2��rs����iR��ñ,

���¢²¬­®iR{de ¡R³âå�àá����.
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