
 
 
 

中国科学  E 辑: 技术科学  
2007 年  第 37 卷  第 1 期: 107~126 
http://www.scichina.com   

《中国科学》杂志社 
SCIENCE IN CHINA PRESS 

斜向波与任意多个长水平圆柱的相互作用 

沈永明*

(大连理工大学海岸和近海工程国家重点实验室, 大连 116023) 

郑永红 

(中科院广州能源研究所, 广州 510640) 

吴朝安 

(香港大学机械工程系, 香港) 

摘要    采用多极子展开法对有限水深下线性斜向波与任意多个完全淹没的长

水平圆柱相互作用的散射和辐射问题进行了研究. 首先建立由多极子线性组合表

示的散射势和辐射势的级数形式的解析表达式, 然后利用 Bessel 函数的加法定理

和物面边界条件来确定该级数表达式中的未知系数, 在此基础上, 导出了波浪

力、附加质量和透反射系数的解析表达式. 采用边界元方法对本文的解析解进行

了验证, 同时利用本文的解析方法研究了 3 种不同工况的线性斜向波与多个水平

圆柱的相互作用问题. 结果表明, 圆柱个数、排列方式及其间距对波浪力、水动

力学系数以及透反射系数有显著影响, 并在数值实验中发现了一些重要而有趣的

物理现象.  

关键词    散射和辐射  水波  解析解  水动力学特性 

随着海洋开发的深入, 结构物群在海洋工程中的应用将日益普遍. 目前关于波浪与单个

海洋结构物相互作用的研究已十分深入, 也有不少关于波浪与多个垂直圆柱体相互作用的研

究, 然而关于波浪与多个水平圆柱体相互作用的研究工作还很少, 尤其当入射波为斜向波时, 
现有的研究工作是十分有限的. 为此, 本文将研究斜向波与任意多个淹没长水平圆柱体的相

互作用, 探讨结构物的几何参数、淹没深度、结构物间距和排列方式等对其水动力学特性的影

响. 该研究来自需要对多个长条形水平圆柱体组成的淹没型波能装置群进行水动力学特性分
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析. 就作者所知, 尽管在波浪与单个淹没型波能装置相互作用方面有一些研究成果[1~4], 也有

大量关于波浪与多个垂直圆柱的相互作用的研究[5~10], 然而关于斜向波与多个水平圆柱组成

的淹没型波能装置群相互作用问题的研究迄今尚未见报道. 为此, 本文将采用多极子展开法

对该问题进行研究. 该方法是一种求解波浪与结构物相互作用的散射和辐射问题的有效方法. 
此法最初由Ursell[11]提出并用于计算一个半淹没的水平圆柱的垂荡问题, 随后许多学者利用该

方法得到了波浪与无限长水平圆柱体的相互作用问题[12~16]和波浪与三维球体结构物的相互作

用[17-~25]的半解析解, 该方法与边界元等数值方法相结合, 还可以得到波浪与任意形状物体相

互作用的高效数值解[22].  
本文应用文献[26]中介绍的多极子构造了斜向波与多个水平圆柱相互作用的散射和辐射

问题的级数形式的解析解, 并利用Bessel函数的加法定理, 根据物面边界条件来确定级数解析

解的未知系数, 同时推导了波浪力、水动力学系数和透反射系数的简单计算式. 在此基础上, 
利用本文得到的解析解, 分析了 3 种不同圆柱组成的结构物群的水动力学特性, 包括波浪力、

水动力学系数和透反射系数, 并发现了若干重要而有趣的物理现象. 本文工作对水平圆柱结

构物群, 如波能装置群的优化设计有重要的指导价值.  

1  问题描述 
这里考虑一微幅波从无穷远处向右传播, 斜向入射到 P 个完全淹没于水深为 h 的水中的

长条形水平圆柱浮体组成的海洋结构物群引起的散射和辐射问题. 采用右手直角坐标系(x, y, 
z), x 轴和 y 轴位于静水面上, z 轴竖直向上为正, 如图 1. 静止时, 第 p 浮体在二维横截面

上的中心坐标为 (
0y y=

)p0,  ,p yξ η , 半径为 pa ( )1,  2,  ,  p = " P

)
. 此外 , 引入 P 个局部柱坐标

, 其坐标原点位于 q物体横截面的中心处, 且有( ,  ,  q q qr yθ sinq q qx rξ θ− = , cosq qz r qη θ− = −

和 qy y= . 假定角频率为ω 的入射波从 x = −∞向右传播, 其传播方向与 x 轴正向的夹角为

. ( )0β β ≠

 

图 1  结构物几何特征与坐标定义 

假定流体不可压、无粘性, 流体的流动无旋, 则存在速度势φ , 满足下面的三维 Laplace

方程: 
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2 2 2 0
x y z
φ φ φ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. (1) 

由于本文考虑的圆柱形浮体是刚性的且在y方向足够长, 为了使问题简化, 可忽略浮体的端部

效应而将这些浮体视为无限长, 从而可假定流体在时间上和沿y方向均呈周期性运动, 该假定

已被许多学者用于研究斜向波与长条形结构物的相互作用问题, 如文献[12,14,16,27]. 于是速

度势φ 可表示为  

 ( )iRe e ly tωφ −⎡ ⎤= Φ⎣ ⎦ , (2) 

其中 为与时间 t 和空间坐标 y 无关的复势函数; l 为波数在 y 方向的分量, Φ 0 sinl k β= ; 为

波数, 由色散关系

0k

(2
0 0tanh )K g k k hω= = 确定; g 为重力加速度; i 1= − 为虚单位. 由(1)式可

得势函数 满足下面的控制方程: Φ

 
2 2

2
2 2 0l

x z
∂ Φ ∂ Φ

+ − Φ =
∂ ∂

, (3) 

在线性波理论意义上, 势函数 还必须满足下面的边界条件: Φ

 K
z

∂Φ
= Φ

∂
 (在自由面上), (4) 

 0
z

∂Φ
=

∂
 (在海底 z = −h), (5) 

 
qn

q
V

n
∂Φ

=
∂

 (在 q 物体的表面), (6) 

 
( ) ( )0lim i cos 0I

Ix
k

x
β

→±∞

∂ Φ −Φ⎡ ⎤
Φ −Φ =⎢ ∂⎣ ⎦

∓ ⎥

)

, (7) 

其中 为第 个物体表面的单位内法线; 为第 q 物体沿法线 的速度分

量.  

qn ( 1,  2,  ,  q q P= "
qnV qn

对于线性波, 为了求解方便, 通常将复势函数Φ 分解为 

 , (8) 
3

,
1 1

P
L

I D R k
k L= =

Φ = Φ +Φ + Φ∑∑

其中 , IΦ DΦ 和 分别为与入射式,
L
R kΦ Iφ , 散射势 Dφ 和辐射势 ,

L
R kφ 有关的势函数; ,

L
R kφ 表示第

k 物体做 L 模式运动产生的辐射势, 这里 L = 1, 2 和 3 分别表示垂荡、横荡和横摇 3 种运动模

式.   

如果假定物体做小振幅运动, 并且将第 k物体做L模式运动的振幅记作 ,
L
R kA , 则 可表

示为

,
L
R kΦ

, ,iL L
R k R k R kA ,

Lω ϕΦ = − . 于是(8)式变为 

 , (9) 
3

, ,
1 1

i
P

L L
I D R k R k

k L
Aω ϕ

= =
Φ = Φ +Φ − ∑∑  

其中 ,
L
R kϕ 为待求的势函数. 

对本文问题, 势函数 为已知, 其表达式为 IΦ
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( )

( )
00 i cos

0

i cosh
e

cosh
k x

I
gA k z h

k h
β

ω
+⎡ ⎤⎣ ⎦Φ = − . (10a) 

应用第一类变形 Bessel 函数的生成函数, 可将上式在第 q 个局部极坐标 ( ),  q qr θ 下表示为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0i cos

1 , 2 ,
0 0 1

i e cos i sin
2 cosh

qk

I m q q m q m q
m m

gA C m I lr C m I lr
k h

ξ β

θ θ
ω

∞ ∞

= =

⎡ ⎤
Φ = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ q m q , (10b) 

其中 A 为入射波振幅; mI 为 m 阶第一类变形 Bessel 函数; 和 的表达式如下: 1 ,m qC 2 ,m qC

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 , 1 e e coshq qk h k hm
m q mC mη η ε γ+ − +⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
2 , 1 e e sinhq qk h k hm

m q mC mη η ε γ+ − +⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

其中 0 1ε = , 当 时, 1m > 2mε = ; γ 由 0 coshk l γ= 确定.  

除物面边界条件(6)和无穷远处辐射边界条件(7)外, 未知势函数 DΦ 和 ,
L
R kϕ 满足的控制方

程和边界条件与Φ 所满足的控制方程和边界条件完全相同. 对 DΦ , (6)和(7)式分别改写为下

式: 

 D I

q qn n
∂Φ ∂Φ

= −
∂ ∂

 (在 q 物体的表面), (6a) 

 0lim i cos  0D
Dx

k
x

β
→±∞

∂Φ⎡ ⎤Φ =⎢ ∂⎣ ⎦
∓ ⎥ , (7a) 

而对 ,
L
R kϕ , 它们变为 

 ,
L
R k L

q q,k
q

n
n
ϕ

δ
∂

=
∂

 (在 q 物体的表面), (6b) 

 ,
0 ,lim i cos  0

L
R k L

R kx
k

x
ϕ

β ϕ
→±∞

⎡ ⎤∂
=⎢

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∓ ⎥ , (7b) 

其中 q,kδ 为 Kronecker Delta 函数; 为第 q 物体表面的广义内法线, 其表达式为 L
qn

 ( ) ( )1, 0, 3, , 2, 0, 3, , L
q L q L q z L q L qn x x n z zδ δ δ δ⎡ ⎤ ⎡= − − + + −⎣ ⎦ ⎣  xn⎤

⎦ , (11) 

其中 和 分别为 在 x 和 z 方向的分量, ,q xn ,q zn qn ( ) ( ), ,, sin ,  cosq x q z q qn n θ θ= − ; 为假

定的第 q 物体的旋转中心.  

( )0, 0,,  q qx z

2  求解方法 
采用多极子方法求解线性波与多个物体相互作用的基本步骤包括: (ⅰ) 推导满足控制方

程和物面边界条件除外的其他所有边界条件的多极子; (ⅱ) 将导出的多极子布置在每个物体

的中心, 并将速度势表示为未知系数与各多极子乘积的线性组合; (ⅲ) 将每个极子用局部坐

标表示出来, 以便利用各个物体的物面边界条件得到关于未知系数的无穷个线性代数方程组

成的方程组, 对方程组截断并数值求解, 就可以得到未知系数的值; (ⅳ) 一旦求出未知系数, 
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)
就可以利用速度势得到物体的水动力学特性.  

对本文考虑的问题, 在 ( ,  p pξ η 处奇异的多极子可表示为[26]

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
 ,

,  0

cosh cos sinh
cos  d

sinh cosh
p n p

n p n p p

n l x f
K lr n

h K h

μ ξ μ υ
ψ θ μ

υ υ υ
∞+

⎡ ⎤−⎣ ⎦= +
−∫ , (12a) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
 ,

,  0

sinh sin sinh
sin  d

sinh cosh
p n p

n p n p p

n l x g
K lr n

h K h

μ ξ μ υ
ψ θ μ

υ υ υ
∞−

⎡ ⎤−⎣ ⎦= +
−∫ , (12b) 

其中 和 分别为置于第 p 物体形心处的对称和反对称的多极子; ,n pψ +
,n pψ −

nK 为 n 阶第二类变形

Bessel 函数; coshlυ μ= ; ( )nf υ 和 ( )ng υ 由下式给出: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), e sinh cosh 1 e coshp ph n
n pf K z z K z hυ η υηυ υ υ υ υ− +

= + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ υ +⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, e sinh cosh 1 e coshp ph n

n pg K z z K z hυ η υηυ υ υ υ υ− + += + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ υ +⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

注意(12a)和(12b)式中的积分是奇异的, 其值等于对应的主值积分与其被积函数的留数与 的

乘积之和. 
πi

利用(12a)和(12b)式给出的多极子, 势函数 DΦ 和 ,
L
R kϕ 可表示如下: 

 , , , ,
1 0 1

P

D n p n p n p n p
p n n

A Bψ ψ
∞ ∞

+

= = =

⎛ ⎞
′ ′Φ = +⎜

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ −

⎟

,ψ −
⎟

, (13) 

  (14) , , , ,
1 0 1

,
P

L L L
R k n p n p n p n p

p n n
A Bϕ ψ

∞ ∞
+

= = =

⎛ ⎞
= +⎜

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

其中 ,n pA′ , , ,n pB′ ,
L
n pA 和 为待求的未知复常数, 由物体表面边界条件确定, L= 1, 2, 3.  ,

L
n pB

(12a)和(12b)式中的多极子是以各个局部极坐标 ( ),  p pr θ 表示的, 为了应用  q 浮体的物面

边界条件, 当 时, 还需要将这些极子用局部坐标p q≠ ( ),  q qr θ 表示出来. 经过一系列推导, 多

极子 和 可用局部坐标,n pψ +
,n pψ − ( ,  q qr )θ 表示如下(具体推导过程见附录):  

 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,
0

cosn p m n p q m n p q m q q
m

A I lr mψ λ θ
∞

+ + +

=
= +∑ , 

  (15a) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
1

         sin ,      ,m n p q m n p q m q q
m

A I lr mθ p qλ
∝

− −

=
+ − ≠∑ 当 时

  (15b) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
0

cos cos ,        ,n p n q q m n q q m q q
m

K lr n A I lr m p qψ θ θ
∞

+ +

=
= + ∑ 当 = 时

 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,
0

cosn p m n p q m n p q m q q
m

B I lr mψ τ θ
∞

− + +

=
= +∑  

  (16a) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
1

        sin ,                    ,m n p q m n p q m q q
m

B I lr mθ p qτ
∞

− −

=
+ + ≠∑ 当 时

  (16b) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
1

sin sin ,           ,n p n q q m n q q m q q
m

K lr n B I lr m p qψ θ θ
∞

− −

=
= + ∑ 当 时=
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其中 , , , , , , 和 的表达式分别

由附录中的(a18), (a19), (a21), (a22)和(a13)~(a16)式给出.  

, , ,m n p qA+
, , ,m n p qA−

, , ,m n p qB+
, , ,m n p qB−

, , ,m n p qλ+
, , ,m n p qλ−

, , ,m n p qτ + , , ,m n p qτ −

由(6a), (13), (15)和(16)式, 并考虑三角函数的正交性, 可以很容易地得到下面的两组无穷

维方程组, 它们必须截断并联立求解, 才能得到未知系数 ,n pA′ 和 ,n pB′ 的值:  

 

( ) (

( )
( )

)

( )

0

, , , , , , , , , , , , , ,
1 0 1

i cos
1 ,

, , , , ,
00

i e
    ,

2 cosh

q

P

n p m n p q m n p q n p m n p q m n p q
p n n
p q

k
m q m q

m q m n q q n q
nm q

A A B B

K la gA C
A A A

k hI la

ξ β

λ τ

ω

∞ ∞
+ + + +

= = =
≠

∞
+

=

⎡ ⎤
′ ′+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

′
′ ′+ + =

′

∑ ∑ ∑

∑
 

(17a)

 

 

( ) (

( )
( )

)

( )

0

, , , , , , , , , , , , , ,
1 0 1

i cos
2 ,

, , , , ,
01

e
     ,

2 cosh

q

P

n p m n p q m n p q n p m n p q m n p q
p n n
p q

k
m q m q

m q m n q q n q
nm q

A A B B

K la gA C
B B B

k hI la

ξ β

λ τ

ω

∞ ∞
− − − −

= = =
≠

∞
−

=

⎡ ⎤
′ ′− + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

′
′ ′+ + =

′

∑ ∑ ∑

∑
 

(17b)

 

其中 m m qK r′ = ∂ ∂ , K m m qI r′ = ∂ ∂ 1,  2,  ,  q P, I " .  =

同样, 利用(6b), (14), (15)和(16)式, 可得到关于未知系数 ,
L
n pA 和 ( ), 1,  2,  3L

n pB L = 的两组无

穷维方程组如下: 

 

( ) (

( )
( )

)

( )

, , , , , , , , , , , , , ,
1 0 1

, , , , , 1, , 1
0

     ,

P
L L
n p m n p q m n p q n p m n p q m n p q

p n n
p q

m q L L L
m q m n q q n q m q k q m k

nm q

A A B B

K la
A A A E lI la

I la

λ τ

δ δ

∞ ∞
+ + + +

= = =
≠

∞
+

=

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

′
⎡ ⎤′+ + = − ⎣ ⎦′

∑ ∑ ∑

∑
 

(18a)

 

 

( ) (

( )
( )

)

( )

, , , , , , , , , , , , , ,
1 0 1

, , , , , 1, , 2
0

     ,

P
L L
n p m n p q m n p q n p m n p q m n p q

p n n
p q

m q L L L
m q m n q q n q m q k q m k

nm q

A A B B

K la
B B B E lI la

I la

λ τ

δ δ

∞ ∞
− − − −

= = =
≠

∞
−

=

⎡ ⎤
− + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

′
⎡ ⎤′+ + = ⎣ ⎦′

∑ ∑ ∑

∑
 

(18b)

 

其中  ( )1 1, 0, 3, ;L
q L q qE xδ ξ= + − Lδ ( )2 2, 0, 3, .L

q L q qE zδ η δ= + −  L

∞

 注意 , 在 (17a) 和 (18a) 式中 , 

; 而在(17b)和(18b)式中, 0,  1,  2,  ,  m = " 1,  2,  3, ,  m = ∞" .  

比较(17a)和(18a)式及(17b)和(18b)式, 可以看出这两组线性方程组的系数矩阵是相同的. 
如果将该系数矩阵记为 S, 则可将这两个线性方程组表示成下面的矩阵形式: 

 , , 17 18

17 18, ,

L
n p n p a a

L
b bn p n p

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎣ ⎦

A A V V
S

V VB B
, (19) 

其中 , ,n p′A ,n p′B , 和,
L
n pA ,

L
n pB 分别为未知系数 ,n pA′ , ,n pB′ , ,

L
n pA 和 对应的向量 ; , 

, 和 分别为(17a), (17b), (18a)和(18b)式的右端项构成的向量. (19)式可采用线性方

,
L
n pB 17aV

17bV 18aV 18bV



 
 
 
 

 
第 1 期 沈永明等: 斜向波与任意多个长水平圆柱的相互作用 113 

 

 

 

程组的标准解法进行求解.  

3  水动力学特性的计算式 

3.1  波浪力表达式 

作用在第 q 个水平圆柱体的横截面 0y y= 上的波浪力沿 j 方向的分量为 jqtF =  

, 其中( 0i sin
,Re e ky t

j qF β ω−⎡ )
⎣ ⎦ ,

⎤
j qF 为频域波浪力, 由下式计算: 

( ), i d
q

j q I DS jF n sρ ω= Φ +Φ∫ , 

其中 ρ 为水的密度; 为 q 圆柱体的淹没横截面积. 将(10b)和(13)式代入上式并利用(17a)和

(17b)式, 得到垂向力

qS

1,qF , 水平力 2,qF 和横摇力矩 3,qF 的一个非常简单的计算式如下: 

 ( ) ( )1, 1 1,π  i 1,q q k q qF a C q I la Aρ ω ′= , (20a) 

 ( ) ( )2, 1 1,π  i 1,q q k q qF a C q I la Bρ ω ′= − , (20b) 

 ( ) ( ) ( ) ( )3, 1 1, 0, 1, 0,π  i 1,q q q k q q q q qF a I la C q A x B zρ ω ξ ηq⎡ ⎤′ ′= − + −⎣ ⎦ , (20c) 

其中 

( )
( )
( )

( )
( )

, m q m q
k

m q m q

K la K la
C m q

I la I la

′
= −

′
, 

从(20c)式可以看出, 如果假定的第 q 物体的旋转中心 ( )0, 0,,  q qx z 与其形心 ( ),  q qξ η 一致, 则横

摇力矩必定为 0.  

3.2  水动力学系数的表达式  

第 k 物体做 L 模式运动在第 q 物体 j 方向上引起的水动力学系数包括附加质量 和附

加阻尼系数 , 其计算式经推导表示如下:  

,
,

L j
k qM

,
,

L j
k qN

 ,
,, Re d Re π

q

L j L jL j
R k qk q k qS

M n sρ ϕ ρ⎡ ⎤ ,
,G⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ , (21a) 

 ,
,, Im d Im π

q

L j L jL j
R k qk q k qS

N n sρω ϕ ρ ω⎡ ⎤ ,
,G⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ , (21b) 

其中 由下式给出: (,
, 1,  2,  3L j

k qG j = )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 , 2,

1 1, 1,1 2,
1 1

1, 1,  
L L

q k q q k qL j j jL L
q q k q k qq qk q

k k

E E
G a I la E C q A E C q B

lI la lI la
δ δ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢= − −⎨ ⎬′ ′⎢ ⎥ ⎢⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣⎩ ⎭

⎤
⎥+
⎥⎦

, 

从(18a)和(18b)式可以看出, 当假定的第 q 物体的旋转中心 ( )0, 0,,  q qx z 与其形心 ( ,  q q )ξ η 一致时, 

横摇附加质量和阻尼系数为 0, 因为此时(18a)和(18b)式的右端均为 0.  

3.3  透反射系数的表达式 

本节将给出所有水平圆柱体固定不动时的透反射系数的计算表达式, 即不考虑辐射波对
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透反射系数的影响.  
当 时, 有 x → ±∞

 
( ) (i0 1 ,

, 2
0

πi cosh
 e

2
)pxn q

n p
n

k z h C

hN
α ξψ

α ε
± −+ +⎡ ⎤⎣ ⎦≈ , (22a) 

 
( ) (i0 2 ,

, 2
0

π cosh
 e

2
)pxn q

n p
n

k z h C

hN
α ξψ

α ε
± −− +⎡ ⎤⎣ ⎦≈ ∓ , (22b) 

其中 ( ) ( )2
0 0 01 sinh 2 2 2N k h k h ⎤⎦⎡= +⎣ 0 cosk, α β= . 于是当 时, 有 x → ±∞

 
( ) i

i0 1 , 2 ,
, ,2

1 0 10

πcosh e
e i

2
p

x P
n q n q

D n p
n np n n

k z h C C
A B

hN

α
αξ

ε εα

± ∞ ∞

= = =

+⎡ ⎤
n p

⎡ ⎤⎣ ⎦ ′ ′Φ ≈ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∓ ∓ , (23) 

利用上式, 可以很容易地得到反射系数 和透射系数 的计算式如下: RC TC

 
( ) i 1 , 2 ,0

, ,2
1 0 10

i π cosh
e i

2
p

P
n q n q

R n p
n np n n

C Ck h
C A

hgN A
αξω

ε εα

∞ ∞

= = =
n pB

⎡ ⎤
′ ′= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ,  (24a) 

 
( ) i 1 , 2 ,0

, ,2
1 0 10

i π cosh
1 e i

2
p

P
n q n q

T n p
n np n n

C Ck h
C A

hgN A
αξω

ε εα

∞ ∞
−

= = =
.n pB

⎡ ⎤
′ ′= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  (24b) 

4  结果及讨论 
为了验证本文方法, 并研究线性斜向波与多个水平长圆柱浮体相互作用的水动力学特性, 

这里考虑图 2的 3种不同工况的浮体组成方式. 计算过程中, (13)和(14)式中的无穷级数被截断, 

并保留 个对称多极子 ( )和 个反对称多极子 ( ). 

对(15a), (15b), (16a)和(16b)式中的无穷级数也进行了类似截断, 即保留

1nN + ,n pψ + 0,  1,  ,  nn N= " nN ,n pψ − 1,  ,  nn N= "

1mN + 个对称的角分量 

 
 

图 2  3 种工况的波能装置群组成 
(a) 2 个相同的水平圆柱; (b) 4 个相同的水平圆柱; (c) 5 个等间距分布的相同圆柱 
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)(cos mθ , ( )和 个反对称角分量0,  1,  ,  mm N= " mN ( )sin mθ , ( 1,  ,  mm N= " ). 文中计算得到

的所有结果按下列公式无因次化: 

 
( )
( )

,
, 2

,

2 ,              1,   2,

2 ,              3,

j q q
j q

j q q

F gAa j
f

F gAa j

ρ

ρ

⎧ =⎪= ⎨
=⎪⎩

 (25a) 

 
( )
( )

, 2
,,

, , 4
,

π ,               1,   2,

π ,              3,

L j
qk qL j

k q L j
qk q

M a j
m

M a j

ρ

ρ

⎧ =⎪= ⎨
=⎪⎩

 (25b) 

 
( )
( )

, 2
,,

, , 4
,

π ,             1,   2,

π ,             3,

L j
qk qL j

k q L j
qk q

N a j
n

N a j

ρ ω

ρ ω

⎧ =⎪= ⎨
=⎪⎩

 (25c) 

其中 ,j qf , 和 分别为无因次的波浪力、附加质量和附加阻尼系数.  ,
,

L j
k qm ,

,
L j
k qn

(1) 工况 1: 两个相同的水平圆柱浮体组成的结构物群: 本节考虑图 2(a)的工况 1, 其结构

物群由两个相同的水平圆柱浮体构成, 分别记为浮体 1 和浮体 2, 半径 1 2 0.2a a h= = , 淹没深

度 . 这两个浮体的中心距离为0.25d = h h12 0.45L = , 入射波向β =30°. 本计算中, 无穷级数被

截断为有限项, 其对应的截断收敛性试验结果在表 1 中给出. 显然, 对给定的截断精度, 截断

项数随无因次波数 的增大而增加. 当0k h 7n mN N= = 时, 可以得到 4 位小数精度的结果, 因此

本研究中对所有工况均取此截断项数. 为了验证本文方法, 这里还采用文献[27]的边界积分方

程法同时计算了这两个水平圆柱浮体的波浪力和水动力学系数. 图 3 给出了无因次波浪力和

水动力学系数随 的变化, 可以看出本文方法和边界元方法得到的结果吻合良好.  0k h

表 1  两个圆柱组成工况的无穷级数截断的典型收敛试验 
本文多极子方法 

 
Nn=Nm=3 Nn=Nm=5 Nn=Nm=7 Nn=Nm=9 

边界元 

f1,1 0.01032 0.01039 0.01039 0.01039 0.01039 
K0h = 0.1 

f1,2 0.01013 0.01020 0.01020 0.01020 0.01020 
f1,1 0.67197 0.67627 0.67564 0.67565 0.67583 

K0h = 2.0 
f1,2 1.08567 1.08848 1.08896 1.08898 1.08877 
f1,1 0.50484 0.50753 0.50802 0.50801 0.50809 

K0h = 5.0 
f1,2 0.46174 0.46319 0.46312 0.46312 0.46300 

 
从图 3(a)和(b)可以看出, 对于上面给出的计算参数, 作用在浮体 1 上的垂向波浪力 1,1f 随

变化过程的峰值远小于作用在浮体 2 上的垂向波浪力0k h 1,2f 的峰值, 而作用在浮体 1 上的水

平波浪力 2,1f 随 变化过程的峰值则远大于作用在浮体 2 上的水平波浪力0k h 2,2f 的峰值. 显然, 

这种现象是由于两个浮体的相互作用所致, 因为当两个相同的浮体单独置于同样的淹没深度

时, 作用在其上的波浪力必然相等. 我们认为, 两个浮体间的距离对它们的相互作用起非常重

要的作用, 因此下面将讨论距离的影响. 
为了方便讨论浮体间距离对其相互作用的影响 , 这里定义一个无量纲参数

( )12 1 2L a a Lσ = − − . 有关计算参数为 1 2 0.2a a h= = , 0.25d h= 及β =30°. 本文方法计算得到
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的结果如图 4, 5 和 6, 它们分别表示浅水 0.025h L = 、中等水深 0.3h L = 和深水 0.6h L = 三  

种情况下的无因次波浪力、透反射系数和水动力学系数随σ 的变化, 其中 L 为散射问题的入 
射波长或者辐射问题的辐射波长. 有趣的是, 当σ 超过某个临界无因次距离 cσ 后, 作用在浮

体 1 上的波浪力呈现出周期振荡, 如图 4, 即当 1cσ σ> 时, ( ) ( )1,1 1,1f f Tσσ σ= + ; 当 2cσ σ>  

时, ( ) (2,1 2,1 )f f Tσσ σ= + , 其中Tσ 为振荡周期; 1cσ 和 2cσ 分别为垂向和水平波浪力出现周期

振荡的两个临界无因次距离. 同样的周期振荡特征也出现在图 5 的透反射系数中, 且对本节考

虑的工况, 在浅水和深水中时的振荡幅值很小. 

 
图 3  两个相同圆柱工况的无因次波浪力、透反射系数及水动力学系数随无因次波数的变化 

a1=a2=0.2h, d=0.25h, L1,2=0.45h, β = 30°; ⎯示本文方法; ●示边界积分方程法 
 

下面讨论入射波向 β 对振荡周期 Tσ 和振荡幅值的影响, 考虑四种不同的入射波向, 即 

β  = 15°, 45°, 60°和 75°. 限于篇幅, 这里仅给出中等水深 0.3h L = 情况下的结果, 如图 7. 可

以看出振荡辐值和振荡周期Tσ 随入射波向 ( )o0 90β β< < 的增大而增大. 仔细分析结果得到 
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图 4  两个圆柱工况时, 浮体间的距离对无因次波浪力的影响 
(a) 两个圆柱在浅水h/L = 0.025 时的无因次波浪力; (b) 两个圆柱在中等水深h/L=0.3 时的无因次波浪力; (c) 两个圆柱在深水

h/L = 0.6 时的无因次波浪力; a1 = a2 = 0.2h, d = 0.25h, β = 30°; ⎯示作用于浮体 1 上的波浪力; ----示作用于浮体 2 上的波浪力 

 
振荡周期与波向的关系为 
 0.5 cosTσ β= , (26) 

且一个振荡周期上的垂向波浪力(或水平波浪力)的平均值等于单个浮体处于同样淹没深度时

的垂向波浪力(或水平波浪力).  
图 8 给出了中等水深 0.3h L = 条件下, 辐射波向对水动力学系数的影响. 分析图 8 的结果

发现, (26)式对 , , 和 的变化是成立的, 而不适用于 和 的变化.  1,1
1,1m 1,1

1,1n 2,2
1,1m 2,2

1,1n 1,1
1,2m 1,1

1,2n

(2) 工况 2: 4 个相同水平圆柱组成的结构物群: 为了研究局部波动的影响, 这里考虑图

2(b)的 4 个相同水平圆柱浮体组成的工况 2. 该工况的浮体组成与工况 1 的区别在于除了浮体

1 和 2 外, 还有另外两个浮体, 其中浮体 3 和 4 分别位于浮体 1 和 2 的正下方. 为了便于考虑

由于浮体 3和 4的存在对浮体 1和 2的水动力学特性以及透反射系数的影响, 计算参数  和  1a d
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图 5  两个圆柱工况下, 浮体间的距离对透反射系数的影响 

(a) 浅水h/L = 0.025 时透反射系数; (b) 中等水深h/L = 0.3 时的透反射系数; (c) 深水h/L = 0.6 时的透反射系数; a1 = a2 = 0.2h, d 
= 0.25h, β = 30° 

 
图 6  两个圆柱工况下, 浮体间的距离对浮体 1 上的水动力学系数的影响 

(a) 中等水深h/L = 0.3 时, 浮体 1 上的无因次水动力学系数; (b) 深水h/L = 0.6 时, 浮体 1 上的无因次水动力学系数; a1 = a2 = 
0.2h, d = 0.25h, β = 30° 
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图 7  两个圆柱工况在中等水深条件下, 入射波向对无因次波浪力和透反射系数的影响 
a1 = a2 = 0.2h, d = 0.25h, h/L = 0.3, ----示β = 15°,    示β = 45°, — 示β = 60°, ―示β = 75° 

 
的取值与工况 1 的取值相同,浮体 2 和 4 间的距离为 34 12 0.45L L h= = , 入射波向β =60°. 图 9

给出了 4 个浮体同时存在时作用在浮体 1 和 2 上的无因次波浪力和透反射系数, 同时为方便说

明浮体 3 和 4 的影响, 该图还给出了仅有浮体 1 和 2 时的波浪力和透反射系数. 可以看出在浅

水和深水情况下, 浮体 3 和 4 的存在对作用在浮体 1 和 2 上的波浪力的影响很小, 特别是当水

深很深时( ), 其影响小到足以忽略. 在中等水深情况下, 浮体 3和 4的存在对透反射系数

的影响比较明显, 更有趣的是浮体 3和 4的存在反而引起反射系数的减小(图 9(e)). 然而, 该有

趣现象与入射波向

6kh >

β 有关, 如当波向变为β =30°而保持其他计算参数不变时, 发现在某些中等

水深区域, 浮体 3 和 4 的存在会引起反射系数增加, 而在另一些中等水深区域, 则导致反射系

数减小. 

(3) 工况 3:5 个相同水平圆柱组成的结构物群: 本节考虑图 2(c)的工况 3, 该结构物群由 
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图 8  两个圆柱在中等水深条件下, 辐射波向对水动力学系数的影响 
a1 = a2 = 0.2h, d = 0.25h, h/L = 0.3; ----示β = 15°,    示β = 45°, —示β = 60°, —示β = 75° 

 
邻近自由面的 5 个相同的淹没水平圆柱浮体组成, 各圆柱浮体间的水平间距相同. 有关计算参

数为 , , ( )1,  2,  ,  5 0.2ja j h= =" 0.25d h= 12 23 34 45 0.45L L L L h= = = = 及 . 图 10 给出

了无因次波浪力和透反射系数的计算结果, 图 11 给出了前 3 个浮体由于浮体 1 做垂荡运动而

引起的水动力学系数. 显然, 由于浮体间的相互作用, 使得波浪力等物理量的变化比较复杂, 
最显著的特征是浮体间的相互作用引起透反射系数随无因次波数的变化呈现出多个峰值的振

o30β =
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荡特征, 可以预料, 随着水平圆柱浮体数目的增加, 透反射系数的这种振荡特征将更明显. 
 

 
 

图 9  4 个圆柱工况下, 浮体 3 和 4 的存在对作用在浮体 1 和 2 上的波浪力及透反射系数的影响 
a1 = a2 = 0.2h, d = 0.25h, L12 = L24 = 0.45h; ⎯示 4 个浮体同时存在; ----示仅有浮体 1 和 2 
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图 10  5 个水平圆柱组成下的无因次波浪力和透反射系数 
aj (j = 1, 2, …, 5) = 0.2h, d = 0.25h, L12 = L23 = L34 = L45 = 0.45h, β = 30° 
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图 11  5 个水平圆柱组成下, 浮体 1 运动引起的前 3 个浮体的水动力学系数 

aj (j = 1, 2, …, 5) = 0.2h, d = 0.25h, L12 = L23 = L34 = L45 = 0.45h, β = 30° 

5  结论 
水动力学分析是海洋结构物群优化设计的基础. 根据水动力学分析的结果, 可对结构物

的几何参数、结构物群的排列方式和间距等进行优化. 尽管可以采用多种数值方法, 如有限元

和边界元方法求解该问题, 但是它们与解析方法相比, 对计算资源的要求要高得多. 为此, 基
于多极子展开法, 本文导出了斜向波与多个淹没水平圆柱群相互作用的散射和辐射问题的解

析数值解, 同时也给出了波浪激励力、水动力学系数及透反射系数的简单计算式. 采用本文的

解析数值法分析了 3 种不同的水平圆柱群的水动力学特性, 发现了一些有趣的物理现象. 本文

工作为多向不规则波作用下的多个淹没的水平圆柱体群的设计奠定了重要基础.  
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由(a5), (a7), (a8)式以及(a11)式, 可将(12a)式用局部坐标 ( ), q qr θ 重新表示为 
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其中 
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同样, 由(a6), (a9), (a10)式及(a12), 则正文中(12b)式在局部坐标 ( ), q qr θ 下表示为  
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