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摘要 将一类积分不等式转化为 Tarski 模型外的齐次对称多项式不等式, 该类齐次对称多项式的

次数是给定的,变元个数可以是任意多个,并且多项式的系数是与变元个数相关的变系数. 这些特点

与杨路等人最近提出的几个公开问题密切相关, 是比较有代表性的一类齐次对称多项式. 然后利用

Timofte 关于对称多项式不等式判定的降维方法, 结合不等式证明软件 BOTTEMA 及差分代换方法,

给出对应的一类 Tarski模型外的齐次对称多项式不等式的机器判定算法,从而实现原积分不等式的

机器判定. 当给定的积分不等式及齐次对称多项式不等式不成立时, 可给出具体不成立的数值反例.

应用例子表明问题的广泛性及算法的有效性.

关键词 积分不等式 对称多项式不等式 Timofte 降维法 差分代换 机器判定 不等式证明软

件-BOTTEMA

1 引言

多项式不等式的机器判定问题, 一直是数学机械化及自动推理领域的研究难点和热点问题, 近年

来取得了长足的进展,若需进一步了解可参看专著《不等式机器证明与自动发现》[1]. 在随机分析及力

学理论中, 常会涉及一些所谓 “矩量不等式”[2−6], 这实际上是一类齐次积分不等式. 研究积分不等式

的机器判定, 文献中尚不多见.

本文考虑一类积分不等式的机器判定, 首先将此类积分不等式转化为齐次对称多项式不等式, 然

后利用 Timofte关于对称多项式不等式判定的降维方法 [7−9],结合不等式证明软件 BOTTEMA[1,10−12]

及差分代换方法 [1,13−17],给出对应的齐次对称多项式不等式的机器判定算法,从而实现原来的积分不

等式的机器判定. 为明确起见, 本文考虑的积分均指 Riemann 积分 [18]. 为了使说明更为生动, 先举一

个具体问题的例子.

例 1 若已知 g(s) 在区间 [0, 1] 上是可积分的, 考虑如下的积分不等式

G =
∫ 1

0

|g(s)|7ds

∫ 1

0

|g(s)|ds− 3
∫ 1

0

g6(s)ds

∫ 1

0

g2(s)ds
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+ 3
∫ 1

0

|g(s)|5ds

∫ 1

0

|g(s)|3ds−
( ∫ 1

0

g4(s)ds

)2

> 0. (1)

问是否对一切在区间 [0, 1] 上是可积的 g(s), 上面的积分不等式均成立?

根据 Riemann 积分的定义 [18], 将区间 [0, 1] 等分为 n 个部分

P : 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1,

易见 ∫ 1

0
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欲证 G > 0 对一切在区间 [0, 1] 上可积的 g(s) 均成立, 注意到 g(s) 的任意性, 我们只需证明下面

的 8 次 n 元对称多项式不等式

f0 =
n∑

i=1

x7
i

n

n∑

i=1

xi

n
− 3

n∑

i=1

x6
i

n

n∑

i=1

x2
i

n
+ 3

n∑

i=1

x5
i

n

n∑

i=1

x3
i

n
−

( n∑

i=1

x4
i

n

)2

> 0 (2)

对一切自然数 n 及任意非负实数 xi 均成立即可. 反之, 若存在自然数 n 及非负实数 xi, i = 1, . . . , n,

使 f0 < 0, 则不难构造出一个区间 [0, 1] 上可积的 g(s), 使 G < 0.

这样, 我们即把对原先积分不等式的判定转化为对一类对称多项式不等式 f0 > 0 的判定. 需要

注意的是, 这里要判定的多项式不等式实际上可以有任意多个变元, 已不是传统 Tarski 模型内的不等

式判定了.

早在 20 世纪 50 年代初, 波兰数学家 Tarski[19] 即发表了著名的论文《初等代数与初等几何的判

定方法》, 证明了初等代数以及初等几何范围的命题可以有机械的步骤来判定其对与否, 此种问题被

称为机器（或算法）可判定的, 也称为 Tarski 模型内的问题. 该模型的任何一个公式中变元个数都是

确定的有限数. 但另一方面, 由著名的 Gödel 不完全性定理可知, 机器可判定的问题类在数学中相对

较少, 即使在看似最简单的初等数论范围, 其中命题的机器判定从整体而言也是不可能实现的. 尽管

如此, 在过去的 30 年间, 定理机器证明领域仍非常繁荣, 一系列新方法和新成果相继被发现, 例如吴

文俊的吴方法 [20−23]、Gröeber 基方法 [24−26]、结式方法 [27]、数值并行法 [28]、能产生可读证明的消

点法 [29]、由 Collins 提出并经后人改进的柱形代数分解方法 [30−34] 等等. 这些方法所处理的问题类

基本属于 Tarski 模型.

信息与技术科学及数学某些领域中出现的不等式有时可能会依赖于一个 (甚至多个)离散参数 n,

譬如前面所考虑的变量个数不确定的不等式以及一些用传统数学归纳法证明的命题等,这类问题已经

超出了 Tarski的判定算法所能处理的 “初等”范围,但是这类问题并不等于不能转化为 Tarski的判定

算法所能处理的 “初等” 类型. 事实上, 国外已经有学者用计算机模拟数学归纳法 [35,36], 最近国内也

用 BOTTEMA 证明了许多以前未考虑过能用机器证明的不等式, 如 Cauchy-Schwarz 不等式等 [1], 这

些都是对非 Tarski 模型命题机械化证明的有启发性的尝试. 近期《中国科学》的一篇论文 [37] 给出了
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一种实用的算法, 用于判定一类变元个数是变量的多项式正性命题, 并在 Maple 平台上, 根据该算法

设计完成了程序 nprove, 可以快速实现判定目标 [1,37], 这也是一类 Tarski 模型外的机器可判定问题.

研究讨论 Tarski 模型以外具有实际应用价值的机器可判定问题类是极具重要科学意义和发展前景的

研究课题.

文献 [37] 的基本思想是利用 Timofte 降维方法 [7−9], 将次数不超过 5 的有理系数齐次 n 元对称

多项式的半正定性判定问题转化为有限个与 n 无关的 Tarski 模型范围内的不等式判定问题, 从而再

利用不等式证明软件 BOTTEMA[1,10−12] 有效实现判定目标. 如何将文献 [37] 的结果推广到 “次数高

于 5” 以及 “系数依赖于 n” 的情形是具有挑战性的研究课题, 在文献 [37] 的文末即提出了 “对称型的

系数不是常数, 而是具有与 n相关的变系数”以及 “对于 6次 (或更高次)的 n个变元的对称型, 其半

正定性是否可以判定?” 等几个公开问题.

前面考虑的积分不等式的机器判定, 即将此类积分不等式转化为了一类 Tarski 模型外的特殊的

齐次对称多项式不等式, 该对称型可表示为诸变元幂和平均值的多项式, 次数 m 任意给定 (当然可以

大于 5), 变元个数 n 可以是任意的, 该对称型也可以等价地看成是一类系数不是常系数, 而是具有与

n 相关的变系数的对称型类. 本文针对此类对称型, 利用 Timofte 降维方法 [7−9], 结合不等式证明软

件 BOTTEMA[1,10−12] 及差分代换方法 [1,13−17], 给出此类 Tarski 模型外的齐次对称多项式不等式的

机器判定算法, 从而实现原来的积分不等式的机器判定. 该类齐次对称多项式与文献 [37] 中提出的

上述公开问题密切相关, 是比较有代表性的一类齐次对称多项式. 当给定的积分不等式及齐次对称多

项式不等式不成立时, 可给出具体不成立的数值反例. 在 Maple 平台上, 根据该算法, 设计完成程序

nm0prove, 应用例子表明问题的广泛性及算法的有效性.

本文结构安排如下: 第 1 节给出背景知识的介绍, 并将一类积分不等式转化为了齐次对称多项式

不等式; 第 2 节介绍 Timofte 降维方法 [7−9] 与不等式的机器可判定问题, 给出理论上完整的解答; 第

3 节为提高算法效率, 有效利用差分代换方法 [1,13−17], 进一步探讨降维的其他途经; 第 4 节给出程序

设计方法和数值例子, 应用例子表明问题的广泛性及算法的有效性; 最后在第 5 节给出总结.

2 Timofte 降维方法与不等式的机器可判定问题

本节介绍 Timofte降维方法 [7−9] 与不等式的机器可判定问题,给出理论上完整的解答.沿用文献

[1, 37] 中的定义和记号.

定义 1 齐次多项式 f(x1, x2, . . . , xn) 称为对称的, 如果

f(x1, x2, . . . , xn) = f(σ(x1, x2, . . . , xn))

对所有的 σ ∈ Sn 成立, 这里 Sn 是 n 个文字的全置换群.

齐次多项式也简称为型, Rn 表示 n 维实数空间, Rn
+ 表示 n 维非负实数空间. 记实数域上 m 次

n 元对称型所成集合为 Sn,m, 在通常加法和数乘下它形成实向量空间, 维数记为 dim(Sn,m).

定义 2 对正整数 k, 一个固定点 (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn 的 k 次幂和定义为

pk(x) =
n∑

i=1

xk
i .

引理 1 (对称型基本定理)[1,37] 对称型 f ∈ Sn,m 可以唯一地表示为 (p1, p2, . . . , pd)的多项式,这

里 d = min(n,m), 并且 (p1, p2, . . . , pd) 是代数无关的, 即不存在非零多项式 g, 使 g(p1, p2, . . . , pd) = 0.
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记不定方程

1y1 + 2y2 + · · ·+ dyd = m

的非负整数解集为 Ω.

引理 2[1,37] 集合 Bn,m = {pλ1
1 pλ2

2 · · · pλd

d |(λ1, λ2, . . . , λd) ∈ Ω} 是向量空间 Sn,m 的一组基, Sn,m

的维数是集合 Ω 中元素个数, 记为 |Ω|, 其中 d = min(n,m).

按照引理 2, 5 次 n 元齐次对称多项式 f ∈ Sn,5 可以表示为

f = a1p5 + a2p4p1 + a3p3p2 + a4p3p
2
1 + a5p

2
2p1 + a6p2p

3
1 + a7p

5
1

:= ([a1, a2, . . . , a7]p).

而 6 次 n 元齐次对称多项式 f ∈ Sn,6 可以表示为

f = a1p6 + a2p5p1 + a3p4p2 + a4p4p
2
1 + a5p

2
3 + a6p3p2p1 + a7p3p

3
1

+ a8p
3
2 + a9p

2
2p

2
1 + a10p2p

4
1 + a11p

6
1

:= ([a1, a2, · · · , a11]p).

进而, 一般地, m 次 n 元齐次对称多项式 f ∈ Sn,m 可以表示为

f = a1pm + a2pm−1p1 + a3pm−2p2 + a4pm−2p
2
1 + · · ·+ a|Ω|pm

1

:= ([a1, a2, . . . , a|Ω|]p).

此处 |Ω| 表示集合 Ω 中元素个数.

引入记号

1k = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸);

k

0k = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸).

k

若 z ∈ R, [z] 表示不超过 z 的最大整数.

对任意的 x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, 记

v(x) = |{xj |j = 1, 2, · · · , n}|,
v∗(x) = |{xj |xj 6= 0, j = 1, 2, · · · , n}|,

此处 |A| 表示集合 A 中元素个数. v(x) 的一个直观的解释是, 点 x 的坐标中互不相同的数的个数,

v∗(x) 类似理解.

引理 3[1,7−9,37] (i) 一个 m 次 n 元对称型不等式在 Rn
+ 上成立, 当且仅当这个不等式在集合

{x|x ∈ Rn
+, v∗(x) 6 max([m

2 ], 1)} 上是成立的. (ii) 一个 m 次 n 元对称型不等式在 Rn 上成立, 当且仅

当这个不等式在集合 {x|x ∈ Rn, v(x) 6 max([m
2 ], 2)} 上是成立的.

引理 4 对任意的 f ∈ Sn,m, 下面的等价关系成立:

f(x) > 0, x ∈ Rn
+ ⇐⇒ f(t1 · 1r1 , t2 · 1r2 , . . . , tl · 1rl

, 0n−r1−r2−···−rl
) > 0,

这里, l := max([m
2 ], 1), ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl

+, ∀r = (r1, r2, . . . , rl) ∈ Nl,n, Nl,n := {(r1, r2, . . . , rl)|r1,

r2, . . . , rl 都是正整数, 且 r1 + r2 + · · ·+ rl 6 n}.
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证明 由引理 3 可得

f(x) > 0, x ∈ Rn
+ ⇐⇒ f(y) > 0,∀y ∈ Rn

+, v∗(y) 6 l = max
([

m

2

]
, 1

)
.

因 f 是对称形式, 故可以令 y = (t1 · 1r1 , t2 · 1r2 , . . . , tl · 1rl
, 0n−r1−r2−···−rl

), ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈
Rl

+,∀r = (r1, r2, . . . , rl) ∈ Nl,n, Nl,n = {(r1, r2, . . . , rl)|r1, r2, . . . , rl 都是正整数,且 r1+r2+ · · ·+rl 6 n}.
证毕.

为方便起见,对任意的 f ∈ Sn,m, l = max([m
2 ], 1),对 ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl

+, ∀r = (r1, r2, . . . , rl) ∈
Nl,n, Nl,n = {(r1, r2, . . . , rl)|r1, r2, . . . , rl 都是正整数, 且 r1 + r2 + · · ·+ rl 6 n}, 记

qk =
l∑

i=1

rit
k
i , k = 1, 2, . . . , m.

对任意的 f ∈ Sn,m, 记

fr(t) = a1qm + a2qm−1q1 + a3qm−2q2 + a4qm−2q
2
1 + · · ·+ a|Ω|qm

1

:= ([a1, a2, · · · , a|Ω|]q(r,t)).

由引理 4, 可直接得到:

引理 5 f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn,m, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+, 则 f(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数 n

均成立的充分必要条件是: 对任意自然数 r1, r2, . . . , rl, 以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, 有 fr(t) > 0, 这

里 l = max([m
2 ], 1).

根据引理 5, 一般对称多项式 f ∈ Sn,m 的半正定性判定问题已转化为对不等式 fr(t) > 0 的验证

问题, 对确定的自然数 r1, r2, . . . , rl, 不等式 fr(t) > 0 的验证已是 Tarski 模型范围内的不等式判定问

题. 但是, 引理 5 实际上要求对任意自然数 r1, r2, . . . , rl, 均需验证不等式 fr(t) > 0, 这就需要验证无

限多个 Tarski 模型范围内的不等式. 一般来讲, 这是不可能实现的.

注意到前面的积分不等式转化为 Tarski 模型外的齐次对称多项式不等式后, 得到的对称型可表

示为诸变元幂和平均值的多项式. 下面考察此类对称型的特点. 为此, 给出如下的定义与记号.

定义 3 对正整数 k, 一个固定点 (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn 的 k 次幂和平均值定义为

Ak(x) =
∑n

i=1 xk
i

n
.

下面将研究有理数域上可表示为 (A1, A2, . . . , Ad) 的多项式的 m 次 n 元对称型类, 这里 d :=

min(n,m). 与前面的记号相同, 记 Ω 是不定方程

1y1 + 2y2 + · · ·+ dyd = m

的非负整数解集, |Ω| 是集合 Ω 中元素个数. 为方便起见, 所有这样的 m 次 n 元对称型所成集合为

S0
n,m. 从本文后面的应用例子可以看到此类对称型的广泛性.

这样, 5 次 n 元齐次对称多项式 f0 ∈ S0
n,5 可以表为

f0 = a1A5 + a2A4A1 + a3A3A2 + a4A3A
2
1 + a5A

2
2A1 + a6A2A

3
1 + a7A

5
1

:= ([a1, a2, . . . , a7]A).

52



中国科学 : 信息科学 第 41 卷 第 1 期

而 6 次 n 元齐次对称多项式 f0 ∈ S0
n,6 可以表示为

f0 = a1A6 + a2A5A1 + a3A4A2 + a4A4A
2
1 + a5A

2
3 + a6A3A2A1 + a7A3A

3
1

+ a8A
3
2 + a9A

2
2A

2
1 + a10A2A

4
1 + a11A

6
1

:= ([a1, a2, . . . , a11]A).

进而, 一般地, m 次 n 元齐次对称多项式 f0 ∈ S0
n,m 可以表示为

f0 = a1Am + a2Am−1A1 + a3Am−2A2 + a4Am−2A
2
1 + · · ·+ a|Ω|Am

1

:= ([a1, a2, . . . , a|Ω|]A).

考虑下述问题的机器判定算法.

问题 “对任意给定的有理系数 m 次 n 元齐次对称多项式 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, 机器判定

不等式 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数 n 均成立, 其中诸变元 xi 为非负实数, 即 xi ∈ R+, i =

1, 2, . . . , n”.

显然, f0 = [ a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 ]A ∈ S0
n,5 的半正定性等价于 f = [ n4a1, n3a2, n3a3, n2a4,

n3a5, na6, a7 ]p ∈ Sn,5 的半正定性. f0 = [ a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11 ]A ∈ S0
n,6 的半正定

性等价于 f = [ n5a1, n4a2, n4a3, n3a4, n4a5, n3a6, n2a7, n3a8, n2a9, na10, a11 ]p ∈ Sn,6 的半正定性.

一般地, f0 = [ a1, a2, a3, a4, . . . , a|Ω| ]A ∈ S0
n,m 的半正定性等价于 f = [ nm−1a1, nm−2a2, nm−2a3,

nm−3a4, . . . , a|Ω| ]p ∈ Sn,m 的半正定性.

对任意的 f0 ∈ S0
n,m, l = max([m

2 ], 1), 对 ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, ∀r = (r1, r2, . . . , rl) ∈ Nl,n,

Nl,n = {(r1, r2, . . . , rl)|r1, r2, . . . , rl 都是正整数, 且 r1 + r2 + · · ·+ rl 6 n}, 记

Bk =
∑l

i=1 rit
k
i

n
, k = 1, 2, . . . , m.

对任意的 f0 ∈ S0
n,m, 记

f0
r (t) := a1Bm + a2Bm−1B1 + a3Bm−2B2 + a4Bm−2B

2
1 + · · ·+ a|Ω|Bm

1

:= ([a1, a2, . . . , a|Ω|]B(r,t)).

亦即

f0
r (t) = a1

(r1t
m
1 + r2t

m
2 + · · ·+ rlt

m
l )

n

+ a2
(r1t

m−1
1 + r2t

m−1
2 + · · ·+ rlt

m−1
l )

n

(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)
n

+ a3
(r1t

m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rlt

m−2
l )

n

(r1t
2
1 + r2t

2
2 + · · ·+ rlt

2
l )

n

+ a4
(r1t

m−3
1 + r2t

m−3
2 + · · ·+ rlt

4
l )

n

(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)2

n2

+ · · ·+ a|Ω|
(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)

nm

m

.

又记

f0
r̄ (t) := a1(r̄1t

m
1 + r̄2t

m
2 + · · ·+ r̄lt

m
l )
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+ a2(r̄1t
m−1
1 + r̄2t

m−1
2 + · · ·+ r̄lt

m−1
l )(r̄1t1 + r̄2t2 + · · ·+ r̄ltl)

+ a3(r̄1t
m−2
1 + r̄2t

m−2
2 + · · ·+ r̄lt

m−2
l )(r̄1t

2
1 + r̄2t

2
2 + · · ·+ r̄lt

2
l )

+ a4(r̄1t
m−2
1 + r̄2t

m−2
2 + · · ·+ r̄lt

m−2
l )(r̄1t1 + r̄2t2 + · · ·+ r̄ltl)2

+ · · ·+ a|Ω|(r̄1t1 + r̄2t2 + · · ·+ r̄ltl)m

:= ([a1, a2, . . . , a|Ω|]q(r̄,t)).

同样基于引理 4, 可以得到:

引理 6 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

+, 则 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数

n 均成立的充分必要条件是：对任意自然数 r1, r2, . . . , rl, n, r1 + r2 + · · · + rl 6 n, 以及 ∀t = (t1, t2,

. . . , tl) ∈ Rl
+,有 f0

r (t) > 0;或者, 等价地, 对任意非负的有理数 r̄1, r̄2, . . . , r̄l, r̄1 + r̄2 + · · ·+ r̄l 6 1,以及

∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+,有 f0

r̄ (t) > 0;或者,等价地,对任意非负的实数 r̄1, r̄2, . . . , r̄l, r̄1+r̄2+· · ·+r̄l 6 1,

以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, 有 f0

r̄ (t) > 0, 这里 l = max([m
2 ], 1).

证明 引理 6 中的第 1 个等价条件由引理 4 可直接得到.

第 2 个等价条件由自然数 r1, r2, . . . , rl, n 的任意性得到.

为证第 3 个等价条件, 假设存在非负的实数 r̄R1, r̄R2, . . . , r̄Rl, r̄R1 + r̄R2 + · · ·+ r̄Rl 6 1, 以及存在

t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, 有 f0

r̄R
(t) < 0, 这里 l = max([m

2 ], 1). 由函数 f0
r̄ (t) 的连续性可知, 必存在非负

的有理数 r̄Q1, r̄Q2, . . . , r̄Ql, r̄Q1 + r̄Q2 + · · · + r̄Ql 6 1, 以及存在 t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, 有 f0

r̄Q
(t) < 0

成立, 这与引理中的第 2 个等价条件矛盾. 证毕.

由引理 6 的第 3 个等价性条件可直接得到本文的主要结果.

定理 1 下述命题是机器可判定的问题类:

“对任意给定的满足如下条件的有理系数 m 次 n 元齐次对称多项式 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, 判

定不等式 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数 n 均成立, 其中 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, 可表示为

(A1, A2, . . . , Ad) 的多项式, 这里 d = min(n,m),

Ak(x) =
∑n

i=1 xk
i

n
, k = 1, 2, . . . , d

是 (x1, x2, . . . , xn) 的 k 次幂和平均值, 诸变元 xi 为非负实数, 即 xi ∈ R+, i = 1, 2, . . . , n”.

根据定理 1及引理 6的结论,理论上已将m次 n元对称型类 S0
n,m中的半正定性判定问题,成功转

化为有限个实变元的多项式不等式 f0
r̄ (t) > 0 在约束条件 r̄ = (r̄1, r̄2, . . . , r̄l) ∈ Rl

+, t = (t1, t2, . . . , tl) ∈
Rl

+及 r̄1+ r̄2+· · ·+ r̄l 6 1下的验证问题.这已在 Tarski模型内 [1,19,21−23,27,37],可以用代数不等式的胞

腔分解 [30−34] 算法来完成, 杨路等人开发的 DISCOVERER[1,38,39] 和 BOTTEMA[1,10−12] 软件即可以

做胞腔分解,其中以 BOTTEMA[1,10−12]最为适合我们的编程需要,原则上只需调用 BOTTEMA[1,10−12]

中的 xprove 命令即可.

3 降维方法的进一步讨论

第 2 节中理论上已将 m 次 n 元对称型类 S0
n,m 中的半正定性判定问题, 成功转化为 Tarski 模型

内 [1,19,21−23,27,37] 的不等式验证问题. 可以看到这里得到的不等式是带有约束的, 虽然可以用代数不

等式的胞腔分解 [30−34] 算法来完成, 但是, 胞腔分解 [30−34] 算法的复杂度很高, 算法的效率较低. 当

涉及变量个数较多时, 耗费计算机内存资源极大, 相应软件通常已不能正常运行或运行时间已无法接
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受. 由于给定 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m 的对称性, 我们可对约束进行适当的处理, 再采用不等式证明

的差分代换方法 [1,13−15] 来检验所得到的不等式. 差分代换方法只用到很少的数学 [1,13−15],可避免不

等式的胞腔分解, 极大地提高算法的效率. 最近发表的论文 [16, 17] 讨论了差分代换算法的终止性, 表

明该方法可用于非常广泛的一类多项式不等式的证明, 很适合上述的不等式判定.

为此, 对任意的 f0 ∈ S0
n,m, 考虑

f0
r (t) = a1

(r1t
m
1 + r2t

m
2 + · · ·+ rlt

m
l )

n

+ a2
(r1t

m−1
1 + r2t

m−1
2 + · · ·+ rlt

m−1
l )

n

(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)
n

+ a3
(r1t

m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rlt

m−2
l )

n

(r1t
2
1 + r2t

2
2 + · · ·+ rlt

2
l )

n

+ a4
(r1t

m−3
1 + r2t

m−3
2 + · · ·+ rlt

4
l )

n

(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)
n2

2

+ · · ·+ a|Ω|
(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)m

nm
.

引入新变量 rl+1 := n− r1 − r2 − · · · − rl, 又记

F 0
r (t) :=

( l+1∑

i=1

ri

)m−1

a1(r1t
m
1 + r2t

m
2 + · · ·+ rlt

m
l )

+
( l+1∑

i=1

ri

)m−2

a2(r1t
m−1
1 + r2t

m−1
2 + · · ·+ rlt

m−1
l )(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)

+
( l+1∑

i=1

ri

)m−2

a3(r1t
m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rlt

m−2
l )(r1t

2
1 + r2t

2
2 + · · ·+ rlt

2
l )

+
( l+1∑

i=1

ri

)m−3

a4(r1t
m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rlt

m−2
l )(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)2

+ · · ·+ a|Ω|(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rltl)m

=
([( l+1∑

i=1

ri

)m−1

a1,

( l+1∑

i=1

ri

)m−2

a2, . . . , a|Ω|

]

q(r,t)

)
.

基于引理 6, 容易得到:

引理 7 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

+, 则 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数

n 均成立的充分必要条件是：对任意非负的实数 r1, r2, . . . , rl, rl+1, 以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tl) ∈ Rl
+, 有

F 0
r (t) > 0, 这里 l = max([m

2 ], 1).

引理 7 中需要验证的不等式已不含约束, 可方便地直接应用逐次差分代换程序来检验.

至此, 我们已经利用 Timofte 降维方法 [1,7−9,37], 将 m 次 n 元对称型类 S0
n,m 中的半正定性判定

问题, 成功转化为含 2l(或 2l + 1) 个变元的 Tarski 模型内的不等式验证问题. 但是, 这一方法降维后

的变元个数完全被多项式的次数所决定, 当次数偏高时, 降维后变元个数较多, 给实际判定造成困难.

文献 [40, 41] 中有效地运用了另一种降维方法. 该方法不直接依赖于多项式的次数, 明显不同于

Timofte. 最终得到的不等式不含约束, 可直接应用逐次差分代换程序来检验, 变元个数在某些情况下

还有可能小于 2l.
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对任意的 m 次 n 元齐对称多项式 f0 ∈ S0
n,m,

f0 = a1Am + a2Am−1A1 + a3Am−2A2 + a4Am−2A
2
1 + · · ·+ a|Ω|Am

1 .

为判定 f0(x1, x2, . . . , xn) 在 n 维非负实数空间 Rn
+ 上的半正定性, 计算其驻点方程

df0

dxi
= a1

dAm

dxi
+ a2

dAm−1A1

dxi
+ a3

dAm−2A2

dxi
+ a4

dAm−2A
2
1

dxi
+ · · ·+ a|Ω|

dAm
1

dxi
= 0, i = 1, 2, . . . , n.

显然, 上面方程 df0

dxi
= 0 中关于 xi 的最高次数只有 m − 1, 因此最多只有 m − 1 个正实根. 事实

上, 在有些情况下我们可以利用著名的 Descartes 符号法则 [1,27] 或者多项式判别系统 [27,39] 方便地给

出上面驻点方程的正实根个数估计. 在下节中将通过具体例子说明这一点.

由于 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m 的对称性, 驻点方程对每一个 xi, i ∈ {1, 2, . . . , n} 在形式上都是一

样的. 不妨设上面驻点方程的正实根个数的上界为 L,引进 L个非负的变元 {t1, t2, . . . , tL}. 显然,若 f0

是半正定的, 则将 f0(x1, x2, . . . , xn) 中的诸变元限定在 {t1, t2, . . . , tL} 中取值时必保持非负; 反之, 若

将 f0(x1, x2, . . . , xn)中的诸变元限定在 {t1, t2, . . . , tL}中取值时均是非负的,则说明 f0(x1, x2, . . . , xn)

在所有可能的驻点处的值均是非负的, 从而 f0 是半正定的.

具体地, 记

q̄k =
L∑

i=1

rit
k
i , k = 1, 2, . . . , m.

类似于引理 7 的处理方法, 记

F̄ 0
r (t) :=

( L∑

i=1

ri

)m−1

a1(r1t
m
1 + r2t

m
2 + · · ·+ rLtmL )

+
( L∑

i=1

ri

)m−2

a2(r1t
m−1
1 + r2t

m−1
2 + · · ·+ rLtm−1

L )(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rLtL)

+
( L∑

i=1

ri

)m−2

a3(r1t
m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rLtm−2

L )(r1t
2
1 + r2t

2
2 + · · ·+ rLt2L)

+
( L∑

i=1

ri

)m−3

a4(r1t
m−2
1 + r2t

m−2
2 + · · ·+ rLtm−2

L )(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rLtL)2

+ · · ·+ a|Ω|(r1t1 + r2t2 + · · ·+ rLtL)m

:=
([( L∑

i=1

ri

)m−1

a1,

( L∑

i=1

ri

)m−2

a2, . . . , a|Ω|

]

q̄(r,t)

)
.

类似于引理 6 的证明, 我们有

引理 8 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m, (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

+, 则 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 对一切自然数

n均成立的充分必要条件是：对任意自然数 r1, r2, . . . , rL,以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tL) ∈ RL
+,有 F̄ 0

r (t) > 0;

或者, 等价地, 对任意非负的有理数 r1, r2, . . . , rL, 以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tL) ∈ RL
+, 有 F̄ 0

r (t) > 0; 或者,

等价地, 对任意非负的实数 r1, r2, . . . , rL,以及 ∀t = (t1, t2, . . . , tL) ∈ RL
+,有 F̄ 0

r (t) > 0,这里 L 6 m− 1

是驻点方程 df0

dxi
= 0 的正实根个数的上界.

证明 考虑驻点方程
df0

dxi
= 0, i = 1, 2, . . . , n.
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由于 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0
n,m 的对称性, 驻点方程对每一个 xi, i ∈ {1, 2, . . . , n} 在形式上都是一样的.

设上面驻点方程的正实根个数的上界为 L, 引进 L 个非负的变元 {t1, t2, . . . , tL}.
引理 8 中的第 1 个等价条件由上面的讨论可直接得到.

第 2 个等价条件由自然数 r1, r2, . . . , rL 的任意性得到.

为证第 3 个等价条件, 假设存在非负的实数 r̄R1, r̄R2, . . . , r̄RL 以及存在 t = (t1, t2, . . . , tL) ∈ RL
+,

有 F̄ 0
r (t) < 0. 由函数 F̄ 0

r (t) 的连续性可知, 必存在非负的有理数 r̄Q1, r̄Q2, . . . , r̄QL, 以及存在 t =

(t1, t2, . . . , tL) ∈ RL
+, 有 F̄ 0

r (t) < 0 成立, 这与引理中的第 2 个等价条件矛盾. 证毕.

引理 8中已将 m次 n元对称型类 S0
n,m 中的半正定性判定问题,转化为含 2L个变元的 Tarski模

型内的不等式验证问题, 并且得到的不等式不含约束, 可直接应用差分代换方法来检验, 变元个数 2L

在某些情况下还有可能小于 2l.

本节最后还需要指出, 在我们验算的多数例子中, 当得到 F̄ 0
r (t) 的表达式后, 只要稍加整理, 例如,

利用 Maple的命令 “F̄1 :=collect(F̄ , [r1, r2, . . . , rL], distributed)”; 将 F̄ 0
r (t)看成是 (r1, r2, . . . , rL)的多

项式,再对各系数因式分解,即可看出各系数均为非负的. 这样,甚至不必应用差分代换即可验证 F̄ 0
r (t)

的非负性,从而得到 f0 ∈ S0
n,m 的半正定性. 这一点实际应用中可能又会进一步提高算法效率,应当引

起足够重视.差分代换是一种可读性 (readable)的机器证明方法 [1],不用差分代换,直接由 F̄ 0
r (t)确切

表达式得到 F̄ 0
r (t) 的非负性, 可以认为是一种明证 (certificate) 的机器证明 [1].

4 算法设计与应用例子

基于前面两节的讨论, 根据定理 1 及引理 6–8 的结论, 将给定的积分不等式转化为对应 S0
n,m 中

齐次对称多项式不等式后, 我们可以设计算法 nm0prove 如下.

算法 nm0prove

输入: S0
n,m 中的 m 次 n 元有理系数齐次对称多项式 f0(x1, x2, . . . , xn) ∈ S0

n,m,

本算法判定在 (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+ 上, 不等式 f0(x1, x2, . . . , xn) > 0 是否对一切自然数 n 均成

立, 成立则输出 “true”, 否则输出 “false”.

N1: 分别计算 l 与 L, 以便确定需验证的不等式变量个数;

N2: 分别计算 f0
r̄ (t), F 0

r (t) 及 F̄ 0
r (t);

N3: 分别对 f0
r̄ (t), F 0

r (t) 及 F̄ 0
r (t) 利用 Maple 命令 “collect” 和命令 “factor” 重新整理, 检查它们

的各个系数是否均是非负的, 如果确定 f0
r̄ (t) > 0, 或 F 0

r (t) > 0, 或 F̄ 0
r (t) > 0 成立, 则输出 “true” 并

停机.

N4: 分别用 BOTTEMA 软件或差分代换方法判定 f0
r̄ (t)(含约束), F 0

r (t) 及 F̄ 0
r (t) 的半正定性, 如

果确定 f0
r̄ (t) > 0, 或 F 0

r (t) > 0, 或 F̄ 0
r (t) > 0 成立, 则输出 “true” 并停机; 如果 f0

r̄ (t) > 0(含约束) 不

成立, 或 F 0
r (t) > 0 不成立, 或 F̄ 0

r (t) > 0 不成立, 则输出 “false” 并停机.

可以看到, 上述算法各步骤中的命令可以并行地处理, 也可以根据具体例子选择效率较高的命令

运行.

下面给出几个具体的例子, 运行结果均在一台 Pentium 2.0 GHz dual CPU(内存 2.0 GB) 个人台

式计算机上 Maple 环境下完成.

首先, 考虑引言中已经提到的例子.
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例 1 在引言中, 我们已将齐次积分不等式问题 (1) 等价地转化为 8 次 n 元幂和平均对称多项

式不等式问题 (2).

由引理 6, 我们需验证下面的不等式

f0
r̄ =

4∑

i=1

r̄it
7
i

4∑

i=1

r̄iti − 3
4∑

i=1

r̄it
6
i

4∑

i=1

r̄it
2
i + 3

4∑

i=1

r̄it
5
i

4∑

i=1

r̄it
3
i −

( 4∑

i=1

r̄it
4
i

)2

> 0,

其中 t = (t1, t2, t3, t4) ∈ R4
+, r̄1, r̄2, r̄3, r̄4 为任意非负实数, 且满足 r̄1 + r̄2 + r̄3 + r̄4 6 1.

由引理 7, 我们需验证下面的不等式

F 0
r =

( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rit
7
i

4∑

i=1

riti − 3
( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rit
6
i

4∑

i=1

rit
2
i

+ 3
( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rit
5
i

4∑

i=1

rit
3
i −

( 5∑

i=1

ri

)6( 4∑

i=1

rit
4
i

)2

> 0,

其中 ∀t = (t1, t2, t3, t4) ∈ R4
+, r1, r2, r3, r4, r5 为任意非负实数.

略去 F 0
r 正的公因式 (

∑5
i=1 ri)6 后, 调用差分代换程序 tsds, 机器运行 1103 s 后, 输出 “true”, 调

用部分差分代换程序, 输入命令 “sds(F 0
r , {x1, x2, x3, x4})”, 机器运行不足 1 s 即输出 “true”, 故对一切

自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

由引理 8, 计算 f0 的驻点方程

df0

dxi
= 7A1x

6
i − 18A2x

5
i + 15A3x

4
i − 8A4x

3
i + 9A5x

2
i − 6A6xi + A7 = 0, i = 1, . . . , n.

由 Descartes 符号法则看出, 上面的驻点方程最多只有 6 个正实根. 故由引理 8, 需验证下面的不等式

F̄ 0
r =

( 6∑

i=1

ri

)6 6∑

i=1

rit
7
i

6∑

i=1

riti − 3
( 6∑

i=1

ri

)6 6∑

i=1

rit
6
i

6∑

i=1

rit
2
i

+ 3
( 6∑

i=1

ri

)6 6∑

i=1

rit
5
i

6∑

i=1

rit
3
i −

( 6∑

i=1

ri

)6( 6∑

i=1

rit
4
i

)2

> 0,

其中 ∀t = (t1, . . . , t6) ∈ R6
+, ri, i = 1, . . . , 6 为任意非负实数.

略去 F̄ 0
r 正的公因式 (

∑6
i=1 ri)6 后,调用部分差分代换程序,输入命令 “sds(F̄ 0

r , {x1, x2, x3, x4, x5,

x6})”, 机器运行 145 s 后, 输出 “true”. 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立.

因此, 原积分不等式成立.

注 1 F 0
r 中的 (

∑5
i=1 ri)6 和 F̄ 0

r 中的 (
∑6

i=1 ri)6 都可以略去, 从而降低多项式的次数. 算法

nm0prove 中都是略去的, 以降低运行时间与问题复杂度.

注 2 将 F̄ 0
r (略去 (

∑6
i=1 ri)6 后) 看做关于 r1, r2, . . . , r6 的多项式, 调用 Maple 命令 collect(F̄ 0

r ,

[r1, r2, . . . , r6], distributed), 并对各系数进行因式分解, 整理可得到如下结果:

F̄ 0
r = G1r1r2 + G2r1r3 + G3r1r4 + G4r1r5 + G5r6r1 + G6r2r3 + G7r2r4 + G8r2r5

+ G9r6r2 + G10r3r4 + G11r3r5 + G12r6r3 + G13r4r5 + G14r6r4 + G15r6r5,

其中

G1 = t1t2(t21 + t1t2 + t22)(t1 − t2)4, G2 = t1t3(t21 + t1t3 + t23)(t1 − t3)4,
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G3 = t1t4(t21 + t1t4 + t24)(t1 − t4)4, G4 = t1t5(t21 + t1t5 + t25)(t1 − t5)4,

G5 = t1t6(t21 + t1t6 + t26)(t1 − t6)4, G6 = t2t3(t22 + t2t3 + t23)(t2 − t3)4,

G7 = t2t4(t22 + t2t4 + t24)(t2 − t4)4, G8 = t2t5(t22 + t2t5 + t25)(t2 − t5)4,

G9 = t2t6(t22 + t2t6 + t26)(t2 − t6)4, G10 = t3t4(t23 + t3t4 + t24)(t3 − t4)4,

G11 = t3t5(t23 + t3t5 + t25)(t3 − t5)4, G12 = t3t6(t23 + t3t6 + t26)(t3 − t6)4,

G13 = t4t5(t24 + t4t5 + t25)(t4 − t5)4, G14 = t4t6(t24 + t4t6 + t26)(t4 − t6)4,

G15 = t5t6(t25 + t5t6 + t26)(t5 − t6)4.

容易看出 Gi > 0, i = 1, . . . , 15, 从而易得 F̄ 0
6 > 0, 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均有

f0 > 0 成立. 对 F 0
r 也可以做类似处理.

注 3 本文考虑的积分不等式中的 “积分区间为 [0,1]” 这一限制显然不是本质的, 可自然推广为

任意积分区间的情形.

注 4 文献 [15] 中也曾用差分代换方法直接考虑了本例中 F̄ 0
r > 0 的判定.

例 2 已知 g(s) 在区间 [0, 1] 上是可积分的, 考虑如下的积分不等式

G = 4
∫ 1

0

|g(s)|5ds−
∫ 1

0

g4(s)ds

∫ 1

0

|g(s)|ds− 4
∫ 1

0

|g(s)|3ds

∫ 1

0

g2(s)ds

+ 2
∫ 1

0

|g(s)|3ds

( ∫ 1

0

|g(s)|ds

)2

− 3
( ∫ 1

0

g2(s)ds

)2 ∫ 1

0

|g(s)|ds

+ 3
∫ 1

0

g2(s)ds

( ∫ 1

0

|g(s)|ds

)3

−
( ∫ 1

0

|g(s)|ds

)5

> 0.

问是否对一切在区间 [0, 1] 上是可积的 g(s), 上面的积分不等式均成立? 或对应地, 考虑

f0 = 4
n∑

i=1

x5
i

n
−

n∑

i=1

x4
i

n

n∑

i=1

xi

n
− 4

n∑

i=1

x3
i

n

n∑

i=1

x2
i

n
+ 2

n∑

i=1

x3
i

n

( n∑

i=1

xi

n

)2

− 3
( n∑

i=1

x2
i

n

)2 n∑

i=1

xi

n
+ 3

n∑

i=1

x2
i

n

( n∑

i=1

xi

n

)3

−
( n∑

i=1

xi

n

)5

,

其中 xi ∈ R+, i = 1, . . . , n, 问是否对一切自然数 n 均有 f0 > 0 成立?

由引理 6, 我们需验证下面的不等式

f0
r̄ = 4(r̄1t

5
1 + r̄2t

5
2)− (r̄1t

4
1 + r̄2t

4
2)(r̄1t1 + r̄2t2)− 4(r̄1t

3
1 + r̄2t

3
2)(r̄1t

2
1 + r̄2t

2
2)

+ 2(r̄1t
3
1 + r̄2t

3
2)(r̄1t1 + r̄2t2)2 − 3(r̄1t

2
1 + r̄2t

2
2)

2(r̄1t1 + r̄2t2)

+ 3(r̄1t
2
1 + r̄2t

2
2)(r̄1t1 + r̄2t2)3 − (r̄1t1 + r̄2t2)5 > 0,

其中 t = (t1, t2) ∈ R2
+, r̄1, r̄2 为任意非负实数, 且满足 r̄1 + r̄2 6 1.

由引理 7, 我们需验证下面的不等式

F 0
r = 4(r1 + r2 + r3)4(r1t

5
1 + r2t

5
2)− (r1 + r2 + r3)3(r1t

4
1 + r2t

4
2)(r1t1 + r2t2)

− 4(r1 + r2 + r3)3(r1t
3
1 + r2t

3
2)(r1t

2
1 + r2t

2
2) + 2(r1 + r2 + r3)2(r1t

3
1 + r2t

3
2)(r1t1 + r2t2)2

− 3(r1 + r2 + r3)2(r1t
2
1 + r2t

2
2)

2(r1t1 + r2t2) + 3(r1 + r2 + r3)(r1t
2
1 + r2t

2
2)(r1t1 + r2t2)3
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− (r1t1 + r2t2)5 > 0,

其中 ∀t = (t1, t2) ∈ R2
+, r1, r2, r3 为任意非负实数.

调用差分代换程序 tsds, 机器运行不到 2 s 后, 输出 “true”. 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i =

1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

由引理 8, 计算 f0 的驻点方程

df0

dxi
= 20x4

i − 4A1x
3
i − (12A2 − 6A2

1)x
2
i − (8A3 + 12A1A2 − 6A3

1)xi

− (A4 − 4A1A3 + 3A2
2 − 9A2

1A2 + 5A4
1) = 0, i = 1, . . . , n.

上面驻点方程最高次数不超过 4, 每个方程最多只有 4 个正实根. 故由引理 8, 需验证下面的不

等式

F̄ 0
r =4

( 4∑

i=1

ri

)4 4∑

i=1

rit
5
i −

( 4∑

i=1

ri

)3 4∑

i=1

rit
4
i

4∑

i=1

riti − 4
( 4∑

i=1

ri

)3 4∑

i=1

rit
3
i

4∑

i=1

rit
2
i

+ 2
( 4∑

i=1

ri

)2 4∑

i=1

rit
3
i

( 4∑

i=1

riti

)2

− 3
4∑

i=1

ri

( 4∑

i=1

rit
2
i

)2 4∑

i=1

riti + 3
4∑

i=1

ri

4∑

i=1

rit
2
i

( 4∑

i=1

riti

)3

−
( 4∑

i=1

riti

)5

> 0,

其中 ∀t = (t1, . . . , t4) ∈ R4
+, ri, i = 1, . . . , 4 为任意非负实数.

调用差分代换程序 tsds, 机器运行 6055 s 后, 输出 “true”, 调用部分差分代换程序, 输入命令

“sds(F̄ 0
r , {x1, x2, x3, x4})”, 机器运行 2 s 即输出 “true”. 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均

有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

注 5 此例虽不易判断驻点方程系数列的变号数, 但可以根据方程的次数确定正实根个数的上

界. 若能确定驻点方程系数列的变号数, 则有可能得到更为简单 (变元个数少, 次数低) 的等价多项式

不等式.

注 6 文献 [15] 中也曾用差分代换方法直接考虑了本例中 F̄ 0
r > 0 的判定.

例 3 已知 g(s) 在区间 [0, 1] 上是可积分的, 考虑如下的积分不等式

G =
∫ 1

0

g8(s)ds−
( ∫ 1

0

|g(s)|ds

)8

> 0.

问是否对一切在区间 [0, 1] 上是可积的 g(s), 上面的积分不等式均成立? 或对应地, 考虑

f0 =
n∑

i=1

x8
i

n
−

( n∑

i=1

xi

n

)8

> 0.

其中 xi ∈ R+, i = 1, . . . , n, 问是否对一切自然数 n 均有 f0 > 0 成立?

由引理 6, 我们需验证下面的不等式

f0
r̄ =

4∑

i=1

r̄it
8
i −

( 4∑

i=1

r̄iti

)8

> 0,

其中 t = (t1, t2, r3, r4) ∈ R4
+, r̄1, r̄2, r̄3, r̄4 为任意非负实数, 且满足 r̄1 + r̄2 + r̄3 + r̄4 6 1.
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由引理 7, 我们需验证下面的不等式

F 0
r =

( 5∑

i=1

ri

)7 4∑

i=1

rit
8
i −

( 4∑

i=1

riti

)8

> 0,

其中 ∀t = (t1, . . . , t4) ∈ R4
+, r1, r2, r3, r4, r5 为任意非负实数.

调用部分差分代换程序,输入命令 “sds(F 0
r , {x1, x2, x3, x4})”,机器运行 57 s后,输出 “true”. 故对

一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

由引理 8, 计算 f0 的驻点方程

df0

dxi
= 8x7

i − 8A7
1 = 0, i = 1, 2, . . . , n.

由 Descartes 符号法则看出, 上面的驻点方程最多只有 1 个正实根. 故由引理 8, 仅需验证下面的不

等式

F̄ 0
r = (r7

1)r1t
8
1 − (r1t1)8 > 0,

其中 ∀t = (t1) ∈ R+, r1 为任意非负实数. 上述不等式显然成立, 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i =

1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

例 4 已知 g(s) 在区间 [0,1] 上是可积分的, 考虑如下的积分不等式

G = − 20
( ∫ 1

0

g4(s)ds

)2

+ 3
∫ 1

0

|g(s)|3ds

∫ 1

0

|g(s)|5ds

+ 13
∫ 1

0

g2(s)ds

∫ 1

0

g6(s)ds +
∫ 1

0

g8(s)ds + 7
∫ 1

0

|g(s)|7ds

∫ 1

0

|g(s)|ds > 0.

问是否对一切在区间 [0, 1] 上是可积的 g(s), 上面的积分不等式均成立? 或对应地, 考虑

f0 = −20
( n∑

i=1

x4
i

n

)2

+ 3
n∑

i=1

x3
i

n

n∑

i=1

x5
i

n
+ 13

n∑

i=1

x2
i

n

n∑

i=1

x6
i

n
+

n∑

i=1

x8
i

n
+ 7

n∑

i=1

x7
i

n

n∑

i=1

xi

n
> 0,

其中 xi ∈ R+, i = 1, . . . , n, 问是否对一切自然数 n 均有 f0 > 0 成立?

由引理 6, 我们需验证下面的不等式

f0
r̄ = − 20

( 4∑

i=1

r̄ix
4
i

)2

+ 3
4∑

i=1

r̄ix
3
i

4∑

i=1

r̄ix
5
i + 13

4∑

i=1

r̄ix
2
i

4∑

i=1

r̄ix
6
i

+
4∑

i=1

r̄ix
8
i + 7

4∑

i=1

r̄ix
7
i

4∑

i=1

r̄ixi > 0,

其中 t = (t1, t2, r3, r4) ∈ R4
+, r̄1, r̄2, r̄3, r̄4 为任意非负实数, 且满足 r̄1 + r̄2 + r̄3 + r̄4 6 1.

由引理 7, 我们需验证下面的不等式

F 0
r = − 20

( 5∑

i=1

ri

)6( 4∑

i=1

rix
4
i

)2

+ 3
( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rix
3
i

5∑

i=1

rix
5
i + 13

( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rix
2
i

4∑

i=1

rix
6
i

+
( 5∑

i=1

ri

)7 4∑

i=1

rix
8
i + 7

( 5∑

i=1

ri

)6 4∑

i=1

rix
7
i

4∑

i=1

rixi > 0,
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其中 ∀t = (t1, . . . , t4) ∈ R4
+, r1, r2, r3, r4, r5 为任意非负实数.

对 F 0
r 略去正公因式 (

∑5
i=1 ri)6 后, 调用部分差分代换程序 sds, 输入命令 “sds(F 0

r , {x1, x2, x3,

x4})”, 机器运行不到 1 s 后, 输出 “true”. 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i = 1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立.

因此, 原积分不等式成立.

由引理 8, 计算 f0 的驻点方程

df0

dxi
= 8x7

i + 49A1x
6
i + 78A2x

5
i + 15A3x

4
i − 160A4x

3
i + 9A5x

2
i + 26A6xi + 7A7 = 0, i = 1, . . . , n.

由 Descartes 符号法则看出, 上面的驻点方程最多只有 2 个正实根. 故由引理 8, 仅需验证下面的不

等式

F̄ 0
r = − 20(r1 + r2)6(r1t

4
1 + r2t

4
2)

2 + 3(r1 + r2)6(r1t
3
1 + r2t

3
2)(r1t

5
1 + r2t

5
2)

+ 13(r1 + r2)6(r1t
2
1 + r2t

2
2)(r1t

6
1 + r2t

6
2) + (r1 + r2)7(r1t

8
1 + r2t

8
2)

+ 7(r1 + r2)6(r1t1 + r2t2)(r1t
7
1 + r2t

7
2) > 0,

其中 ∀t = (t1, t2) ∈ R2
+, r1, r2 为任意非负实数.

调用差分代换程序 tsds, 机器运行不到 1 s 后, 输出 “true”. 故对一切自然数 n,∀xi ∈ R+(i =

1, . . . , n) 均有 f0 > 0 成立. 因此, 原积分不等式成立.

例 5 陈胜利在中国不等式研究网上曾断言石焕南所提不等式 S1S2S7 + S4S
2
3 > 2nS4S6 反向成

立, 这里 Sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n, xi > 0, k = 1, 2, . . . , 7. 我们试图利用本文的算法验证此结论时, 却输

出如下的反例:

n = 902, x1 = x2 = · · · = x899 = 1, x900 = x901 = x902 = 2,

这说明石焕南不等式反向亦不成立. 后来, 陈胜利进一步验证石焕南不等式当 n 6 106 时反向成立 1).

本例也说明如下的齐次积分不等式

G =
∫ 1

0

|g(s)|ds

∫ 1

0

g2(s)ds

∫ 1

0

|g(s)|7ds +
∫ 1

0

g4(s)ds

( ∫ 1

0

|g(s)|3ds

)2

− 2
∫ 1

0

g4(s)ds

∫ 1

0

g6(s)ds 6 0,

对任意的区间 [0, 1] 上是可积的 g(s) 不是恒成立的.

注 7 例 5 说明, 当给定的齐次积分不等式或对应的齐次对称多项式不等式不成立时, 我们的程

序可给出具体不成立的数值反例. 当然给出反例的功能是含在用差分代换方法 [1,13−17] 判定不等式的

算法中的.

5 结论

本文考虑了一类积分不等式的机器判定. 首先将此类积分不等式转化为一类 Tarski 模型外的齐

次对称多项式不等式, 该对称型可表示为诸变元幂和平均值的多项式. 利用 Timofte 对称多项式的降

维理论, 结合不等式证明软件 BOTTEMA 及差分代换方法, 给出此类对称型非负性的机器判定算法,

从而实现原来的积分不等式的机器判定. 当该积分不等式不成立时,可给出具体的数值反例. 在 Maple

平台上, 根据该算法设计完成程序了 nm0prove, 应用例子表明问题的广泛性及算法的有效性.

1) 见 http://old.irgoc.org/bbs/dispbbs.asp?boardid=17&id=2808&page=&star=2
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Abstract A class of integral inequalities is transformed into homogeneous symmetric polynomial inequalities
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beyond Tarski model, where the number of elements of the polynomial, say n, is also a variable and the co-

efficients are functions of n. This is closely associated with some open problems formulated recently by Yang

et al. Using Timofte’s dimension-decreasing method for symmetric polynomial inequalities, combined with the

inequality-proving package BOTTEMA and a program of implementing the method known as successive difference

substitution, we provide a procedure for deciding the nonnegativity of the corresponding polynomial inequality

such that the original integral inequality is mechanically decidable; otherwise, a counterexample will be given.

The effectiveness of the algorithm is illustrated by some more examples.

Keywords integral inequality, symmetric polynomial inequality, Timofte’s dimension-decreasing method, suc-

cessive difference substitution, mechanical decision, inequality-proving package BOTTEMA
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