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摘要    主要研究密近双星的光时轨道效应的算法. 首先扼要地介绍了光时轨道效应的

理论公式, 在计算过程中需要采用非线性的最小二乘法, 同时还要求解开普勒方程. 为
减小迭代次数以提高计算速度, 采用级数法解开普勒方程(e < 1). 首次将 E = E(M, e)展开

到 e16; 在 e = 0.5871 时, 最大误差|ΔE|≤10−4. 最后对密近双星 AH Cep 的 O −C 曲线进行

分析, 得到了它的第三天体的光时轨道效应参数. 结果表明: 这种算法是可行的和有效

的, 获得的光时轨道效应参数可能更能够准确地反映的实际情况. 因此, 研究第三天体

的光时轨道效应和开普勒方程的级数解对于密近双星的轨道周期分析、第三天体探索和

天体(人造卫星和行星)轨道的快速计算具有非常有重要的意义. 
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在密近双星中, 第三天体的存在可能是一种普

遍的现象[1~3]. 第三天体在双星的形成、演化和并合

过程中可能起着至关重要的作用. 如果第三天体相

对于双星系统的距离比两子星的距离大得多(即“行
星类第三天体”), 可以近似地把食双星对和第三天体

分别看成质点, 采用二体问题处理. 在相互的引力作

用下, 它们要绕公共质心作椭圆轨道运动. 从而使地

球上观测到食双星的光极小发生的时刻随食双星绕

公共质心的轨道运动的变化而变化[4]. 这种由于第三

天体的存在而使密近双星的光极小时刻发生周期性

的提前或滞后的现象称为光时轨道效应. 当食双星

远离我们而去时, 所观测到的食双星轨道周期就会

比真实的食双星轨道周期长; 当食双星迎着我们而

来时, 所观测到的食双星轨道周期就会比真实的食

双星轨道周期短. 这样双星的轨道周期就存在周期

性变化. 因此, 对密近双星的轨道周期分析是研究第

三天体存在的重要手段. 在计算密近双星的光时轨 

道效应时, 需要利用最小二乘法对食双星发生光极

小时刻的观测值与理论(计算)值之差(即残差)O −C进
行拟合; 而拟合公式是含有多参数的非线性方程, 同
时又涉及到超越方程——开普勒方程, 这使得密近双

星的光时轨道效应的计算更加复杂化. Kopal[4]采用

二阶的傅里叶级数导出了小偏心率的近似算法. 但
袁金照[5]计算表明: 对于e > 0.4 时, 它已经不能够描

述真实的第三天体的光时轨道效应[6]. 因此, 有必要

对密近双星的光时轨道效应的算法进行分析和研究. 
本文首先介绍密近双星的光时轨道效应理论计

算公式; 然后通过给出 E = E(M, e)的级数展开式并将

计算结果与迭代法进行比较; 最后以密近双星 AH 
Cep 为例, 通过对它的光极小时刻的 O −C 曲线分析, 
计算出第三天体的光时轨道效应参数.  

1  光时轨道效应 
密近双星中第三天体引起的光时轨道效应, Ir-

win[6]给出了一个理论计算公式: 
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(1) 
其中 e 为偏心率、ν 为真近点角、ω 为近星点经度, 而
半振幅为 

2 2

max min 10
1 sin[( ) ( ) ] ,
2 2.590 10

a i eK O C O C ω−= − − − =
×

1 cos  

(2) 
式中 i  为第三天体的轨道平面与视线的切平面之间的

夹角. 残差 O −C 和半振幅 K 以天为单位, 半长轴 a
以千米为单位. 真近点角ν 和平近点角 M 通过偏近点

角 E 联系起来, 具体关系如下: 

 1tan tan ,
2 1 2

e E
e

ν +=
−

 (3) 

 0

3
sin 2 ,

t T
M E e E

P
π −

= − =  (4) 

其中P3为第三天体的轨道周期, T0为第三天体过近星

点的时刻. (4)式为开普勒方程. 当 0 < e < 1 时, 第三

天体作椭圆轨道运动; 当 e = 0时, 第三天体作圆轨道

运动, 此时(1)式退化为正弦函数. 在实际的计算中, 
将 (2)式代入 (1)式 , 可以得到光时效应的半振幅

10
sin ,

2.590 10
a iA =

×
 此时(1)式变为 

 
21 sin( ) sin .

1 cos
eO C A e

e
ν ω ω

ν
⎡ ⎤−− = + +⎢ +⎣ ⎦

⎥  (5) 

从(1)~(5)式可以看出: 要计算第三天体的光时轨

道, 必须同时确定出 5 个待定参数, 即A(或者asin i), e, 
ω, T0 和P3. 利用(1)或(5)式对于观测值与理论(计算)
值之差 O −C进行非线性拟合时 , 采用 L-M算法

(Levenberg-Marquardt algorithm). 此算法的关键是用

模型函数对待定参数向量在其领域内作线性近似 , 
忽略了二阶以上的导数项, 从而转化为线性最小二

乘问题, 它具有收敛速度快等优点. 因此L-M算法非

常实用并已成为标准的非线性最小二乘算法[7]. 

2  E = E(M, e)关于 e 和 M 的展开式 
由于开普勒方程 sinM E e E= − 是超越方程, 在

求解偏近点角 时常采用迭代法E [8]. 但由于(1)式或 
(5)式是多参数的非线性方程, 这使得求解第三天体

的光时轨道复杂化. 为了减少了迭代次数, 提高计算

效率, 将偏近点角 展开为关于 和E e M 的级数形式. 
将方程改写成 , 采用以下循环式:  sine E

sin{ sin[e e M+

E

E M= +
M  (6) sin( )]},E M= + + +e M

这样便可以获得E = E(M, e)可以导出准确的 e的任意

阶的展开式. 但是偏近点角 的级数解比较复杂, 其
收敛性依赖于偏心率的大小. 当偏心率较小时, 级数

解较为有效. 对于E = E(M, e)展开式准确到e6 时[9], 
只有在e < 0.2683, 偏近点角 E 的误差|ΔE| < 10−4. 因
此, 要使偏近点角 获得更高的精度, 只有将(6)式
展开到更高阶的级数. 但在实际数值计算中考虑到

双精度的限制, 只能将E = E(M, e)的展开式准确到e16. 
采用服务器对(6)式进行展开, 获得了偏近点角E关于

e 和

E

M 的级数形式(7)式, 其中e15sin13M项的系数达

到了 15 位. 
下面对求偏近点角 的级数法和迭代法进行比

较. 在平近点角 的一个周期范围内, 偏近

点角 E 与平近点角 M 之差 E − M 与 M 的关系如图 1
所示. 为了更好地比较两种方法, 纵坐标采用 E − M, 
偏心率 e的取值为 0.1, 0.2, 0.8. 图 1 中虚线为迭代

法的计算结果, 而实线为(7)式的计算结果. 从图中可

以看出: 当 e = 0.7 时, 级数解的 E − M 曲线出现了明

显的振荡; 并且 e 越大, 振荡幅度越大. 这表明在 e = 

0.7 附近展开(7)式已经不收敛. 特别地, 在 e = 0.5871
时, 偏近点角 的误差|ΔE|≤10−4. 由此可见: 在精度

不太高的条件下(如第三天体光时轨道的偏心率 e < 

0.6), 应用展开(7)式来计算偏近点角 E 还是比较 

E
[0, 2π]M

,

E

∈

 

 
 

图 1  级数法和迭代法的比较 
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(7)

有效 . 利用 的展开式 , 还可以得到真近

点角

( , )E E M e=
( , )M eν ν= 的表达式, 即中心差 Mν − 公式[9]. 

3  密近双星 AH Cep 的光时轨道效应 
下面利用已知的密近双星光时轨道效应数据进

行分析, 将计算结果与之比较, 以评估此算法. 根据

密近双星AH Cep的光极小时刻资料, 很容易计算出

每个光极小时刻的O − C值. 在图 2 中具体数据见文

献[10]的表 2. 权重的选择与Kim等人[10]相同, 即对光

电和CCD测光极小时刻取权重为 200, 对目视测光极

小时刻取权重为 10; 对一个巡天测光极小时刻取权

重为 1, 而对一个照相测光极小时刻取权重为 20. 对
观测值与理论(计算)值之差 O 非线性最小二乘

(法)拟合, 采用如下公式: 
C− 作

 
2

0
1 sin( ) sin ,

1 cos
eO C A A e

e
ν ω ω

ν
⎡ ⎤−− = + + +⎢ ⎥+⎣ ⎦

 (8) 
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是增加零点 0A 的结果. 在如图 2 中, 实线和虚线分别

是我们的和Kim等人[10]的理论曲线. 显然, 实线比虚

线对整体资料拟合比得更好些. 因此, 我们确定光时

轨道效应参数可能更能准确地反映实际情况.  

 

4  结论 
通过对密近双星的光时轨道效应的分析与研究, 

得到如下结论:  
(ⅰ) 在密近双星的光时轨道效应的计算过程中, 

需要对数据进行非线性的最小二乘拟合, 同时涉及

到求解开普勒方程. 采用L-M算法, 通过对密近双星

AH Cep的光时轨道效应的计算, 获得的光时轨道效

应参数可能更能够准确地反映的实际情况. 此外, 我
们还把光时轨道效应和轨道周期的长期变化结合起

来, 以研究分析密近双星的轨道周期变化特征, 并已

经取得了较好的研究成果[11]. 因此, 研究光时轨道效

应的计算方法, 为密近双星的周期分析和第三天体

探索提供了有力的计算工具.  

 

图 2  密近双星 AH Cep 的光时轨道效应 
实心点表示光电和 CCD 极小时刻资料; 空心点表示目视观测资料, 
其中两个目视观测资料由于存在较大的误差 ,  在数据处理中 

没有采用, 用叉号表示 
 
上式中的 0A 为零点常数, 它是对密近双星轨道历元

起点的修正. 采用(8)式, 在数据拟合中更接近真实的

情况. 计算结果如下: A0 = −0.0015(±0.0007), A = 0.0588 
(±0.0010), e = 0.4974(±0.0149), P3 = 65.32(±2.06) a, ω = 
82.6°(±1.1°)和T0 = HJD2444232(±92). 所得的残差均

方根为 0. d. Kim等人0037 [10]在仅考虑第三天体的光时

轨道效应时的计算结果是: A = 0.059, e = 0.56 (±0.05), 
P3 = 67.1(±1.9) a, ω = 80.9°(±4.0°)和T0 = HJD2444347 
(±143), 此时的残差均方根为 0.0043 d. 综合以上数

据可以得到: 两个光时轨道效应参数在误差的范围

内基本一致, 但(8)式的残差均方根要小些. 这可能 

(ⅱ) 由于开普勒方程是超越方程, 大多采用迭

代法处理. 为减少迭代次数提高计算速度, 首次给出

了 E = E(M, e)的准确到 的级数解; 在 时, 
误差|ΔE|≤10−4. 由于大多数人造天体和行星的轨道

偏心率较小, E = E(M, e)级数解有广泛的应用价值, 
对于天体(卫星和行星)轨道的快速计算和实时跟踪具

有非常有重要的意义.  

16e 0.5871e =
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