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摘要 本文回顾了近年来作者团队对三维不可压缩 Navier-Stokes 方程组 Cauchy 问题所作的一些探

索. 众所周知, 三维不可压缩 Navier-Stokes 系统存在整体 Leray-Hopf 弱解. 当弱解满足 Prodi-Serrin

条件时, 解是正则的. 本文在解正则性条件的判别方面取得了一些新结果. 特别对于轴对称系统, 当旋

转速度为零时, 系统的整体适定性结论是众所周知的. 本文在研究中发现了一个新的守恒量, 进而得

到了旋转速度非零时其轴对称解正则性条件的一些新进展,还得到了一个系统只要求初始旋转速度小

的整体适定性结果,进一步还将结果推广到变密度的系统.最后,考虑了一类超耗散广义 Navier-Stokes

系统的整体适定性, 其中水平黏性项具有更高阶导数 D2α
h , α > 4

3 .
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1 引言

考虑三维不可压缩 Navier-Stokes 方程组的 Cauchy 问题
∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0,

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0, (x, t) ∈ R3 × (0, T ),

(1.1)

其中 u = (u1, u2, u3) : R3 × (0, T ) → R3 是速度场, p : R3 × (0, T ) → R 表示压力, 而 u0 是初始速度场,

ν > 0 是黏性系数. 众所周知, 这是流体力学中的最重要的基本问题之一. 这样的方程, 不论从它可以
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看成是 Boltzmann 方程的渐近极限, 还是可以用来描述可压、黏性热传导流的 Navier-Stokes-Fourier

系统当声速趋于无穷 (低 Mach 数极限) 的一个不可压缩极限, 都是合理的. 不仅有大量的实际应用

和数值分析都成功验证了它的正确性, 事实上, 它还可以描述理想流体 Euler 方程组的一个自然的黏

性正则化. 可以说以 Navier-Stokes 方程组为典型代表的流体力学方程组, 由于在航空航天、空气动力

学、工程物理、材料科学、天体物理、等离子物理、半导体物理和科学计算等应用领域有着广泛的应

用, 其数学理论的研究一直是国际数学界长期关注的焦点问题之一. 三维不可压缩 Navier-Stokes 方程

组整体光滑解是否存在,是 Clay数学研究所公布的七个著名有奖千禧问题之一.通过对方程的细致分

析, 不难发现其困难所在. 从方程的结构角度看, 其主要困难表现在对流项引起的非线性性, 以及压强

项的非局部微分算子性. 从技术的角度来看, 主要的困难来自于其超临界性, 以及其高维性. 目前人们

所掌握的分析和几何方法似乎都难以正面解决这样的问题. 最近, Fields 奖获得者 Tao [1] 构造了一个

变异 Navier-Stokes 方程组, 虽然具有能量等式, 但光滑解会在有限时间爆破. 他指出, 调和分析工具

和能量守恒对于研究 Navier-Stokes 系统整体适定性的作用不是很大, 应该充分挖掘非线性项的优良

结构. 因此, 对这类非常困难而且富有挑战性问题的研究, 不仅有重大的理论意义, 而且随着问题的解

决也必将会对解释某些物理现象和力学规律提供重要的参考.

所关心问题的局部强解 (或经典解) 的适定性已经解决, 但只能在小初值的条件下证明解的整体

光滑性. 具体说来, 目前对于这样的三维情形的光滑解的存在唯一性只能证明在一段小的时间区间内

成立, 其区间的长度依赖于初值. 当初值满足一定的小性条件, 才能得到整体光滑解, 其代表性的工作

可参见文献 [2–5] 等. 几十年来, 数学家为了解决这样的问题采取了迂回的策略, 先从弱解着手, 然后

研究其正则性问题. 从弱解的局部正则性的角度看, 这样的问题解的奇性集的一维 Hausdorff 测度为

零 (参见文献 [6,7]). 从正则性判别的角度看, 也有大量的工作. 为更深入、具体地探讨, 我们首先回顾

Leray-Hopf 弱解的定义. 设

V = {ϕ : ϕ ∈ C∞
0 (R3) 且为满足 ∇ · ϕ = 0 的 3 维向量函数},

令 H 和 V 分别是 V 在 L2 空间中按 L2 拓扑以及在 H1 空间中按 H1 拓扑下形成的闭包. 对于

u0 ∈ H, 方程组 (1.1) 在 (0, T ) 上的弱解 u 是由 Leray [8] 和 Hopf [9] 建立的, 即 u 满足下面的性质:

(i) u ∈ Cw([0, T );H) ∩ L2(0, T ;V ) 和 ∂tu ∈ L1(0, T ;V ′), 其中 V ′ 是 V 的对偶空间;

(ii) u在分布的意义下满足方程组 (1.1),即对于每个试验函数 ϕ ∈ C∞([0, T );V),且对于几乎每个 t,

t0 ∈ (0, T ), 有∫
R3

u(x, t) · ϕ(x, t)dx−
∫
R3

u(x, t0) · ϕ(x, t0)dx

=

∫ t

t0

∫
R3

[u(x, s) · (ϕt(x, s) + ν∆ϕ(x, s))]dxds+

∫ t

t0

∫
R3

[(u(x, s) · ∇)ϕ(x, s)] · u(x, s)dxds;

(iii) 对于每个 t ∈ (0, T ), 有下面的能量不等式:

∥u(·, t)∥2L2 + 2ν

∫ t

0

∥∇u(·, s)∥2L2ds 6 ∥u0∥2L2 .

众所周知,如果方程组 (1.1)弱解 u在 (0, T )上满足额外条件 u ∈ C([0, T );V )∩L2(0, T ;H2), ∂tu ∈ L2(0,

T ;H),那么 u是方程组 (1.1)的强解,并且强解是正则 (经典)且唯一的 (参见文献 [3]). 下面的定理是

Leray 关于方程组 (1.1) 弱解的结论:
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定理 1.1 令 u0是 L2(Rd)中散度为零的向量场,则方程组 (1.1)有一个整体弱解满足 L∞(R+;L2)

∩L2(R+; Ḣ1), 并且满足能量不等式.

有关这个领域的研究工作很多, 我们无力作系统的介绍. 在此, 我们 (主要和潜陈印、韩斌和陈辉

等) 只能结合近些年来对该问题所作的一些探讨, 对相关的理解和结果作一个简要介绍, 有的结果仅

公布于 arXiv, 并未正式发表, 仅起抛砖引玉之用. 首先, 我们介绍弱解正则性判别的相关结论. 其次,

介绍轴对称系统的相关结果. 最后, 考虑了一类超耗散广义 Navier-Stokes 系统的整体适定性, 其中水

平黏性项具有更高阶导数 D2α
h , α > 4

3 .

2 弱解正则性判别

下面首先对 Navier-Stokes 方程组的弱解正则性的研究给出一个简要的综述. 最先的结论可追溯

到 Prodi-Serrin 条件的提出 (参见文献 [10, 11]), 即如果弱解 u 满足下面额外的条件:

u ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
= 1, s ∈ [3,∞], (2.1)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 是正则的, 即 u ∈ C∞((0, T ]× R3). 对于 s = 3 的情形, Escauriaza 等[12] 建

立了 L∞,3 的正则性标准, 即如果弱解 u ∈ L∞(0, T ;L3(R3)), 那么它在 (0, T ] × R3 是正则的. 从方程

组的量纲分析知道, 如果 (u, p) 是 Navier-Stokes 方程组的解, 那么 (uλ, pλ) 也是解, 其中 λ > 0 是任

意的,

uλ(x, t) = λu(λx, λ2t), pλ(x, t) = λ2p(λx, λ2t).

这个 Serrin 型条件是基于方程组解的伸缩变换不变的观点提出的, 它蕴含: 对于任意的 λ > 0, 有

∥uλ∥LtLs = ∥u∥LtLs 成立等价于 2
t +

3
s = 1. 弱解的全局正则性条件也可基于速度的梯度 ∇u 提出. 文

献 [13] 建立了另一个基于速度梯度的 Serrin 型正则性标准, 即

∇u ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
= 2, s ∈

[
3

2
,∞

]
.

不幸的是, 当我们对于速度 u 提出只是基于一个分量 (如 u3) 的正则性条件时, 我们得不到类似

于上面的 Prodi-Serrin 型条件. 例如, Neustupa 等[14] 证明了, 如果弱解满足下面的条件:

u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 1

2
, s ∈ (6,∞],

则弱解 u 在 (0, T ]× R3 是正则的 (也可参见文献 [15]). 这个结果在文献 [16] 中被改进为

u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 5

8
, s ∈

(
24

5
,∞

]
.

Cao 和 Titi [17] 得到了更好的结果: u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)), 2t +
3
s 6 2(s+1)

3s , s > 7
2 , 或者 u3 ∈ L∞(0, T ;

Ls(R3)), s > 7
2 . Zhou 和 Pokorný [18] 将上述结果改进为

u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 3

4
+

1

2s
, s >

10

3
.

同样地,对于速度梯度的分量也有相应的结果,例如, Penel和 Pokorný [19] 证明了,如果下面条件成立:

∂3u ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 3

2
, s ∈ [2,∞],
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那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 是正则的. 该结果在文献 [20] 中被改进为

∂3u ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 2, s ∈

[
9

4
, 3

]
. (2.2)

最近, Cao [21] 得到了新的结果, 他将 s 的范围扩大到 s ∈] 2716 ,∞]. 与之平行的结果是基于一速度分量

的梯度的正则性标准, 例如, 文献 [22] 得到的结论是

∇u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 3

2
, s ∈ [2,∞].

接着, Kukavica 和 Ziane [16] 将此结果改进为

∇u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 11

6
, s ∈

[
54

23
,
18

5

]
,

并且 Zhou 和 Pokorný [23] 得到了进一步的结论:

∇u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
6 23

12
, s ∈ [2, 3].

回顾上面所涉及的结果, 知道它们存在一个共同的不足之处是不能满足所谓的 Prodi-Serrin 型条

件 ((2.2)除外),利用量纲分析的观点可知,关于 ∇u3 理想的结论是 ∇u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)), 2
t +

3
s 6 2,

其他可类似分析.因此,这些正则性判别准则与 Prodi-Serrin型条件还存在一定的距离. 特别是当我们

考虑只是基于 9 个速度梯度分量的任何一个时, 这个距离就会明显增大, 例如, 文献 [18] 得到的基于

∂3u3 的正则性标准为

∂3u3 ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)),
3

α
+

2

β
<

4

5
, α ∈

(
15

4
,∞

)
. (2.3)

Cao 和 Titi [24] 考虑了更一般的情形, 他们不仅仅考虑基于对角线上的元素的正则性标准, 即

∂uj
∂xk

∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), 当 j ̸= k, α > 3, 1 6 β <∞,
3

α
+

2

β
6 α+ 3

2α
, (2.4)

或者
∂uj
∂xj

∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), 当 α > 2, 1 6 β <∞,
3

α
+

2

β
6 3(α+ 2)

4α
. (2.5)

当我们只考虑基于一个速度分量 (如 u3 或者 ∇u3) 的正则性标准时, 要得到 Prodi-Serrin 型条件

似乎是困难的. 这是因为方程组中的非线性项 u · ∇u难以处理,假如我们对 u3 提条件,我们发现 ∂iuj

(i, j = 1, 2)是难以控制的,一个有效的方法是利用不可压缩性质,将其转换成含有 u3 的表达式或者是

利用含有 u3 的量来控制. 文献 [25, 26] 得到了 uj (j = 1, 2) 与 u3 和 ω3 (或者 ∂3u3 和 ω3) 的关系, 特

别地, 文献 [25] 证明了下面的不等式:

∥∂iuj∥Lq 6 C(∥ω3∥Lq + ∥∂3u3∥Lq ), 1 < q <∞, i, j = 1, 2, (2.6)

∥uj∥Lq 6 C(∥ω3∥
L

3q
3+q

+ ∥u3∥Lq ),
3

2
6 q <∞, i, j = 1, 2, (2.7)

其中 ω3 = ∂1u2 − ∂2u1, C = C(q). 基于 ω3 和 ∂3u3 组合或者 ω3 和 u3 组合的 Prodi-Serrin 型正则性

判别标准在文献 [26] 中得到证明. 对于其他组合的结果可参见文献 [19], 设

u3 ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)),
3

α
+

2

β
6 1, α ∈ (3,∞], β ∈ [2,∞),
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并且下面的任何一条成立:

(i) ∂3u1 和 ∂3u2 属于 Lβ(0, T ;Lα(R3)), 满足 3
α + 2

β 6 2, α ∈ (3/2,∞], β ∈ [1,∞);

(ii) ∂2u1 和 ∂1u2 属于 Lβ(0, T ;Lα(R3)), 满足 3
α + 2

β 6 2, α ∈ [2, 3], β ∈ [2,∞];

(iii) ∂3u2属于 Lβ(0, T ;Lα(R3)), 3
α+

2
β 6 2, α ∈ (3/2,∞], β ∈ [1,∞),且 ∂2u1属于 Lβ(0, T ;Lα(R3)),

3
α + 2

β 6 2, α ∈ [2, 3], β ∈ [2,∞],

则弱解 u 在 (0, T ]×R3 是正则的. 文献 [19] 还指出条件 (i) 可由 (∂3u2, ∂2u2), 或者 (∂3u2, ∂1u1), 或者

(∂3u1, ∂2u2), 或者 (∂3u1, ∂2u1) 代替. 类似地, 条件 (iii) 中的 ∂3u2 可由 ∂3u1 代替, 而 ∂2u1 由 ∂1u2 代

替. 后来, Zhang [27] 得到了下面的结果:

u3 ∈ Lp(0, T ;Lq(R3)), ∂3u3 ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), (2.8)

其中 1 6 p, q, β, α 6 ∞, 0 6 λ, γ <∞ 满足

2

p
+

3

q
= λ,

2

β
+

3

α
= γ,(

1− 1

α

)
q =

1/β + 3/8

3/8− 1/p
=

9/4− γ

λ− 3/4
> 1,

β <∞ 或者 p <∞.

(2.9)

最后,我们指出,关于解的正则性判别标准也可以在不同于前面的 Lebesgue框架下考虑,例如, Chemin

和 Zhang [28] 得到的最近的结果是在齐次的 Sobolev 空间中考虑的, 即

u3 ∈ Lp(0, T ; Ḣ
1
2+

2
p (R3)), p ∈ [4, 6].

显然这个结果仅基于一个速度分量,同时是临界的,这实现了原本在 Lebesgue空间中的不能得到临界

的结果. 文献 [29] 给出了各向异性可积性的正则性标准, 即∫ T

0

∥∥ui(τ)∥Lp
xj
∥βLα

xh,xk

dτ <∞,

其中 h, i, j, k ∈ {1, 2, 3}, h ̸= j, h ̸= k, j ̸= k. 对于其他的正则性准则可参见文献 [30–34] 等.

近年来, 我们在上面提到结果的基础上给出了新的结果. 概要地讲, 我们讨论了基于一个速度分

量的判别准则, 其主要动机是改进 Cao 和 Titi [24] 的结果. 我们发现文献 [24] 的证明是将水平和竖直

两个方向的界分开估计, 其关键是依赖于弱解所带的性质, 即 u ∈ L∞
t L

2. 我们用他们的方法证明了

u3 ∈ L∞
t L

q, q > 2. 在证明中我们发现, 当对矩阵 ∇u 的对角线上元素 (∂iui, i = 1, 2, 3) 提条件时, 可

以得到比非对角线元素的情形 (∂iuj , i, j = 1, 2, 3, i ̸= j) 更好的结果. 其原因是, 对于对角线上的元

素,我们可以通过方程组来得到控制.我们也考虑了基于两个或多个速度分量的判别准则.在 Penel和

Pokorný [19] 的结果中, 当对 u3 提出临界的条件时, 剩下的条件没有涉及 ∂iu3, i = 1, 2, 3, 我们的目的

之一就是想考虑当剩下条件中含有 ∂iu3 (i = 1, 2, 3) 时的弱解正则性标准. 另外, 我们还考虑了 u3 和

速度梯度的一个分量 ∂iuj 组合时的正则性判别标准以及研究了各向异性可积性的判别准则. 具体见

定理 2.7–2.18, 这些结果都是几乎临界的或拟 Prodi-Serrin 型的. 我们发现下面形式的正则性判别标

准是不能利用文献 [29] 中的方法得到的:∫ T

0

∥∥∂iuj(τ)∥Lp
xk
∥βLα

xi,xj

dτ <∞, i, j, k = 1, 2, 3.
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我们先推广了文献 [24] 中的一个重要不等式来得到结论. 最后, 我们还在 Besov 空间框架下考虑

Navier-Stokes 方程组解的正则性判别的问题.

下面给出在证明上面的诸多结论时所用到的重要不等式. 首先是 R3 上的 Sobolev-Ladyzhenskaya

不等式 (参见文献 [35, 36]), 即存在一个正常数 C, 使得对每个 u ∈ H1(R3) 和 r ∈ [2, 6], 有

∥u∥Lr 6 C∥u∥
6−r
2r

L2 ∥∂1u∥
r−2
2r

L2 ∥∂2u∥
r−2
2r

L2 ∥∂3u∥
r−2
2r

L2 6 C∥u∥
6−r
2r

L2 ∥∇u∥
3(r−2)

2r

L2 , (2.10)

其中 C 仅依赖于 r. 对方程组 (1.1) 两边作用 ∇div, 对于其光滑解 (u; p), 有

−∆(∇p) =
3∑
i,j

∂i∂j(∇(uiuj)),

故有下面的 R3 上 Calderon-Zygmund 不等式成立 (参见文献 [37]):

∥∇p∥Lq 6 C∥|∇u||u|∥Lq , 1 < q <∞, (2.11)

其中 C 是仅依赖于 q 的正常数, 并且对于压力有另一个估计

∥p∥Lq 6 C∥u∥2L2q , 1 < q <∞. (2.12)

如果 divu = 0, 那么旋度 ω =curlu= ∇× u 有下面的估计 (参见文献 [19]):

C∥ω∥Lq 6 ∥∇u∥Lq 6 C(q)∥ω∥Lq , 1 < q <∞. (2.13)

如果 divu = 0, 则表达式

∆u = ∇(divu)−∇× (∇× u) (2.14)

可简化为

∆u = −∇× (∇× u) = −∇× ω. (2.15)

另一方面, 由于 divω = 0, 应用 (2.13), 则有

C∥∇ × ω∥Lq 6 ∥∇ω∥Lq 6 C(q)∥∇ × ω∥Lq , 1 < q <∞. (2.16)

因此, 由 (2.13) 和 (2.15) 可得

C∥∆u∥Lq 6 ∥∇ω∥Lq 6 C(q)∥∆u∥Lq , 1 < q <∞. (2.17)

令 1 6 qi <∞, i = 1, . . . , n, 则对于所有的 u ∈ C∞
0 (Rn) 有下面的 Troisi 不等式成立 (参见文献 [36]):

∥u∥Ls 6 C
n∏
i=1

∥Diu∥
1
n

Lqi ,
n∑
i=1

q−1
i > 1 并且 s =

n∑n
i=1 q

−1
i − 1

. (2.18)

接下来具体叙述所得的三维不可压缩 Navier-Stokes 方程组的 Leray-Hopf 弱解的正则性判别准

则. 限于篇幅, 我们只给出证明思路, 具体的细节可参见文献 [38–41].

为方便叙述, 我们首先给出一些记号. ∇h = (∂x1 , ∂x2) 表示水平梯度算子, ∆h = ∂2x1
+ ∂2x2

表示水

平 Laplace 算子, 而 ∆ 和 ∇ 分别表示通常的 Laplace 算子和梯度算子.
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2.1 基于一个速度分量的判别标准

本节将叙述基于一个速度分量的正则性判别准则.

定理 2.1 令 u0 ∈ V , u是 Navier-Stokes方程组 (1.1)的一个 Leray-Hopf弱解. 假设对于任意的 j

和 k 满足 1 6 j, k 6 3, 有 ∂juk ∈ L∞(0, T ;L3(R3)), 则弱解 u 在 (0, T ]× R3 是正则的.

定理 2.2 令 u0 和 u 如定理 2.1 所述, 设 j 和 k 满足 1 6 j, k 6 3. 若下面两条的任何一条成立:

(i) 对于 j ̸= k, 假设 u 满足 ∂juk ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), 其中

3

2α
+

2

β
6 f(α), α ∈ (3,∞), 1 6 β <∞, f(α) =

√
103α2 − 12α+ 9− 9α

2α
; (2.19)

(ii) 对于 j = k, 假设 u 满足 ∂kuk ∈ Lβ(0, T ;Lα(R3)), 其中

3

2α
+

2

β
6 g(α),

9

5
< α <∞, 1 6 β <∞, g(α) =

√
289α2 − 264α+ 144− 7α

8α
, (2.20)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

下面是带参数的正则性判别标准:

定理 2.3 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V

∩L1(R3). 假设对于 i 和 j 满足 1 6 i, j 6 3, 下面两条的任何一条成立:

(i) i ̸= j, 假设解满足 ∂iuj ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)), 3
α1

+ 2
β1

= 2− ϵ, α1 ∈ [ 3
2−ϵ ,

3
3−2ϵ ], 1 6 ϵ < 3/2;

(ii) i = j, 假设解满足 ∂juj ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)), 3
α2

+ 2
β2

= 2− ϵ, α2 ∈ [ 3
2−ϵ ,

6
5−4ϵ ], 1/2 6 ϵ < 5/4,

则弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

注 2.4 对于 (i) 的 ϵ = 1 和 (ii) 的 ϵ = 1/2 的情形, 我们只要假设 u0 ∈ V 就够了. 对于 (ii) 的

结果,我们可以在图 1画出其对应的图像 (是一条近似直线的曲线),它是关于 ϵ连续的. 但是, 我们发

现它始终是位于图像中线 “(1)” 的下方. 在该定理的证明过程中, 我们选取一个中间参数 q, 为了方便

起见, 我们把它限制在 1 < q 6 2 上, 这是位于下方的潜在原因. 事实上, 如果选取参数 q 始终大于 2,

则可以得到一个更好的结果, 使其图像始终位于线 “(1)” 的上方, 该结果叙述在下面的定理中.

(3)

(2)

(1)

0.1 0.2 0.3 0.4 5/90.5

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

1/α

1/
β

图 1 j = k 的情形. 直线 “(1)” 是文献 [24] 中的结果 (见 (2.5)). 曲线 “(3)” 是我们的结果 (见 (2.20)). 直

线 “(2)” 是文献 [18] 中结果 (见 (2.3))
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定理 2.5 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V . 假

设对于 i 和 j 满足 1 6 i, j 6 3, 下面两条的任何一条成立:

(i) i ̸= j, 假设解满足 ∂iuj ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)), 3
α1

+ 2
β1

= 2 − ϵ, α1 ∈ [ 3
3−2ϵ ,

3(11−2ϵ)
2ϵ2−26ϵ+33 ], 1 < ϵ

6 21/16;

(ii) i = j, 假设解满足 ∂juj ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)), 3
α2

+ 2
β2

= 2− ϵ, α2 ∈ [ 6
5−4ϵ ,

18−2ϵ
(4ϵ−3)(ϵ−5) ], 1/2 < ϵ

6 3/4,

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

接下来介绍定理的主要证明思想. 从文献 [24] 结果的证明过程看出, 能量不等式起到了关键的作

用. Cao 和 Titi [24] 得到对水平方向的估计为

∥∇hu∥2L2 + ν

∫ t

0

∥∇h∇u∥2L2dτ

6 ∥∇hu(0)∥2L2 + C

[ ∫ t

0

∥u3∥
4(α−1)
α−2

L2 ∥∂1u3∥
2α

α−2

Lα ∥∇u∥2L2dτ

] α−2
2(α−1)

×
[ ∫ t

0

∥∆u∥2L2dτ

] α
2(α−1)

,

∥∇hu∥2L2 + ν

∫ t

0

∥∇h∇u∥2L2dτ 6 ∥∇hu(0)∥2L2 + C

∫ t

0

∥u3∥
4(α−1)
α−2

L2 ∥∂3u3∥
2α

α−2

Lα ∥∇u∥2L2dτ.

在上面的两个公式中, 注意到由能量不等式可有 u ∈ L∞(0, T ;L2(R3)), 故 ∥u3∥
4(α−1)
α−2

2 可以直接放大到

某个常数. 我们考虑 ∥u3∥q (q > 2) 的情形, 这也是我们能改进原有结果的关键所在. 令 r = (q+1)α−q
α ,

我们得到类似的两个估计

∥∇hu∥2L2 + ν

∫ t

0

∥∇h∇u∥2L2dτ

6 ∥∇hu(0)∥2L2 + C

[ ∫ t

0

∥u3∥
2(r−1)
r−2

Lq ∥∂1u3∥
2

r−2

Lα ∥∇u∥2L2dτ

] r−2
r−1

×
[ ∫ t

0

∥∆u∥2L2dτ

] 1
r−1

(2.21)

和

∥∇hu∥2L2 + ν

∫ t

0

∥∇h∇u∥2L2dτ 6 ∥∇hu(0)∥2L2 + C

∫ t

0

∥u3∥
2(r−1)
r−2

Lq ∥∂3u3∥
2

r−2

Lα ∥∇u∥2L2dτ. (2.22)

此时, 由于没有 u3 ∈ L∞(0, T ;Lq(R3)), 因此, 我们必须对 u3 有一个估计. 首先给出对 ∂iuj (i ̸= j) 提

条件时的估计, 详见下面的引理:

引理 2.6 令 q、α 和 σ 满足 1
σ + q−2

q + 1
3α = 1, 其中 3 6 α <∞, 1 < σ 6 9

8 , q > 2, 则有估计

1

2

d

dt
∥u3∥2Lq 6 C∥∇u∥

8
3−s
L2 ∥∂1u3∥1/3Lα , 其中 s =

3− 2σ

σ
. (2.23)

证明 对方程组 (1.1) 的 u3 分量的方程两边同乘 |u3|q−2u3, q > 2, 再关于 x 积分, 然后利用

Hölder 不等式、能量不等式、(2.11) 以及 Troisi 不等式 (2.18) 来估计, 即

1

q

d

dt
∥u3∥qLq + C(q)ν∥∇|u3|

q
2 ∥2L2 = −

∫
R3

∂3p|u3|q−2u3dx

6 ∥∂3p∥Lσ∥u3∥q−2
Lq ∥u3∥L3α 6 C∥|∇u||u|∥Lσ∥u3∥q−2

Lq ∥u3∥L3α

6 C∥∇u∥L2∥u∥
L

2σ
2−σ

∥u3∥q−2
Lq ∥∂1u3∥1/3Lα ∥∂2u3∥1/3L2 ∥∂3u3∥1/3L2

6 C∥∇u∥L2∥u∥sL2∥∇u∥1−sL2 ∥u3∥q−2
Lq ∥∂1u3∥1/3Lα ∥∇u∥2/3L2
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= C∥u∥sL2∥∇u∥
8
3−s
L2 ∥u3∥q−2

Lq ∥∂1u3∥1/3Lα .

结合引理条件和上面的估计可得 (2.23).

对于 ∂juj 提条件时的 u3 估计则可直接利用方程得到, 以 ∂3u3 为例, 同引理 2.6 方法, 有

1

q

d

dt
∥u3∥qLq + C(q)ν∥∇|u3|

q
2 ∥2L2 = −

∫
R3

∂3p|u3|q−2u3dx

6 C

∫
R3

|p||u3|q−2|∂3u3|dx 6 C∥p∥Lµ∥u3∥q−2
Lq ∥∂3u3∥Lα

6 C∥u∥2L2µ∥u3∥q−2
Lq ∥∂3u3∥Lα

6 C∥u∥
3−µ
µ

L2 ∥∇u∥
3(µ−1)

µ

L2 ∥u3∥q−2
Lq ∥∂3u3∥Lα , (2.24)

其中 1
µ + 1

α + q−2
q = 1, 1 < µ < 3. 上面的不等式蕴含

1

2

d

dt
∥u3∥2Lq 6 C∥u∥

3−µ
µ

L2 ∥∇u∥
3(µ−1)

µ

L2 ∥∂3u3∥Lα . (2.25)

定理 2.1 的结果是在其条件下, 通过对时间 [0, T ] 分成有限段小的区间来实现, 在该定理的证明过程

中取 q = 2. 而接下来的几个定理是对定理给定的 α 和 β 或者 αi、βi 和 ϵ 来给出 u3 估计中所要求满

足的参数, 例如, 对于定理 2.2(i), 我们取

1

σ
=

(7− 3
α ) +

√
9
α2 − 12

α + 103

18
, q =

6ασ

3α+ σ
, s =

3− 2σ

σ
, r =

6(α− 1)σ

3α+ σ
+ 1;

对于定理 2.2(ii), 取

1

µ
=

1− 12
α +

√
144
α2 − 264

α + 289

24
, q =

2αµ

α+ µ
, r =

2µα− µ+ α

α+ µ
.

后面两个定理的证明中参数的取法可参见文献 [39], 我们不一一列出.有了这些准备后, 我们可以利用

文献 [24] 的证明方法证明定理 2.5, 参见文献 [38, 39].

2.2 基于两个或多个速度分量的判别标准

正如前面所述,基于一个分量的正则性标准是不满足 Prodi-Serrin型条件的. 因此,考虑多个分量

组合的正则性标准是自然的. 下面叙述本节的主要结果并给出大概的证明思路, 具体的细节可参见文

献 [39].

定理 2.7 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V .

假设

u3 ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)) 满足
3

α1
+

2

β1
6 1, α1 ∈ (3,∞], (2.26)

并且下面的两个条件之一成立:

(i) ∂3u2, ∂3u3 ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)) 满足
3

α2
+

2

β2
6 2, α2 ∈ [2, 3]; (2.27)

(ii) ∂3u1, ∂3u3 ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)) 满足
3

α2
+

2

β2
6 2, α2 ∈ [2, 3], (2.28)

则弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.
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为证明该定理, 我们充分利用不可压缩性质. 对于 i = 1 或者 i = 2, 关键点是得到了下面的估计:

1

2

d

dt
∥∇u∥2L2 + ν∥∆u∥2L2 6 C

∫
R3

|∂3ui||∇u|2dx+ C

∫
R3

|u3||∇u||∇2u|dx

+ C

∫
R3

|∂3ui||∇2u||u|dx+ C

∫
R3

|∂3u3||∇2u||u|dx. (2.29)

定理 2.8 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解. 假设对于 i 和 j 满足

1 6 i 6 3 和 1 6 j 6 2, u 满足下面的任何一条:

(i) i ̸= j 情形, 令 u0 ∈ V ∩ Lq(R3), 其中 1 < q 6 2, 解 u 满足

u3 ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)) 满足
3

α1
+

2

β1
6 1, α1 ∈ (3,∞], (2.30)

∂iuj ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)), (2.31)

其中 3
α2

+ 2
β2

6 3−q
α2

+ q − 1, α2 ∈ ( q
q−1 ,∞];

(ii) i = j 情形, 令 u0 ∈ V , u3 满足条件 (2.30), 并且

∂juj ∈ Lβ3(0, T ;Lα3(R3)), (2.32)

其中 3
2α3

+ 2
β3

6 f(α3), α3 ∈ ( 95 ,∞], f(α3) =

√
24α2

3−24α3+9−2α3

2α3
,

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

同样, 利用不可压缩性质, 有

1

2

d

dt
∥∇u∥2L2 + ν∥∆u∥2L2 6 C

∫
R3

|u3||∇u||∇2u|dx+ C

∫
R3

|ui||∇u||∇2u|dx,

其中 i = 1 或者 i = 2. 以 i = 2 为例, 当对 u3 提出临界的条件时, 我们对 u2 进行不同情形的处理. 当

对 ∂iu2 (i = 1 或者 i = 3) 提条件时, 分 q = 2 和 1 < q < 2 两种情形讨论. 对于 q = 2, 我们应用类似

于 (2.22) 的估计, 在那里 q 取 2. 对于 1 < q < 2, 我们先证明 u2 ∈ L∞(0, T ;Lq(R3)), 1 < q < 2. 首先

考虑 1 < q 6 3/2 时, 利用 Gagliardo-Nirenberg 和 Hölder 不等式以及能量不等式, 有

1

q

d

dt
∥u2∥qLq + C(q)ν∥∇|u2|

q
2 ∥2L2 = −

∫
R3

∂2p|u2|q−1sgn(u2)dx

6 C∥∇p∥Lq∥u2∥q−1
Lq 6 C∥|∇u||u|∥Lq∥u2∥q−1

Lq

6 C∥∇u∥L2∥u∥
L

2q
2−q

∥u2∥q−1
Lq 6 C∥∇u∥L2∥u∥

3−2q
q

L2 ∥∇u∥
3q−3

q

L2 ∥u2∥q−1
Lq

= C∥u∥
3−2q

q

L2 ∥∇u∥
4q−3

q

L2 ∥u2∥q−1
Lq , (2.33)

从而得到 u2 的有界性, 最后利用 u2 ∈ L∞(0, T ;L2(R3)) 和插值不等式得到 u2 的界. 剩下的可类似于

第 2.1 小节的证明过程来得到. 最后当对 ∂2u2 提条件时, 我们同样可用该条件先得到 u2 ∈ L∞(0, T ;

Lq(R3)), q > 2 (同 (2.24)) 来完成证明.

推论 2.9 令 u0 ∈ V , u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解. 假设对于 i 和 j

满足 1 6 i 6 3 和 1 6 j 6 2, u 满足下面的任一条:

(i) i ̸= j 情形, u3 满足条件 (2.30) 且 ∂iuj ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)), 3
α2

+ 2
β2

6 1, α2 ∈ (2,∞];

(ii) i = j 情形, u3 满足条件 (2.30) 且 ∂juj ∈ Lβ3(0, T ;Lα3(R3)), 3
α3

+ 2
β3

6 3
2 , α3 ∈ [2, 6],

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.
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下面的定理描述将 u3 换成速度梯度的一个分量的结果, 我们改进了文献 [19] 中的结论.

定理 2.10 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V . 假

设 ∂3ui ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)), 3
α1

+ 2
β1

6 2, α1 ∈ [2, 3], i = 1 或者 i = 2, ∂3u3 ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)),

3
2α2

+ 2
β2

6 f(α2), α2 ∈ [2, 3], f(α2) =

√
24α2

2−24α2+9−2α2

2α2
, 那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

从 (2.29) 出发, 我们看到可以有对于 ∂3ui (i = 1, 2) 的临界条件. 对于 ∂3u3 的条件, 我们只需要

估计
∫
R3 |u3||∇u||∇2u|dx, 而这项的处理同上面定理中叙述, 从而我们可以得到该定理的证明.

推论 2.11 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V . 假

设 ∂3ui ∈ Lβ1(0, T ;Lα1(R3)), 3
α1

+ 2
β1

6 2, α1 ∈ [2, 3], i = 1 或者 i = 2, ∂3u3 ∈ Lβ2(0, T ;Lα2(R3)),
3
α2

+ 2
β2

6 3
2 , α2 ∈ [2, 3], 那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

2.3 各向异性可积性的判别标准

本节的主要结果如下:

定理 2.12 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V . 假

设下面的任何一条成立:

(i) ∂3u3 满足

∂3u3 ∈ L∞([0, T ];Lβx1,x2
(Lαx3

)), (2.34)

其中 α 和 β 满足 1 6 α 6 β, 2 < β 6 +∞;

(ii) u3 和 ∂3u3 满足

u3 ∈ L∞(0, T ;L3(R3)) 并且 ∂3u3 ∈ L∞([0, T ];Lβx1,x2
(Lαx3

)), (2.35)

其中 α 和 β 满足 1
α + 2

β < 2, 1 < α 6 β, 3
2 < β 6 2,

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

注 2.13 我们知道现在所得到的关于 ∂3u3 的正则性准则与 Prodi-Serrin 条件

∂3u3 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2

t
+

3

s
= 2, s ∈

[
3

2
,∞

]
存在一定的距离. 定理 2.12(i) 的目的是减少此距离, 我们看到该结果是几乎临界的, 其 (α, β) 所表示

的范围是在图 2中的区域 “(1)”. 另外,条件 (2.34)给出了水平分量与竖直分量的不同可积性. 如果取

α = 1 和 β → 2+, 则该极限是直线 1/α + 2/β = 2 的一个点 (见图 2). 当 α = β > 2 时, (2.34) 变为

∂3u3 ∈ L∞(0, T ;Lα(R3)), α > 2, 这是文献 [24] 中蕴含的端点正则性标准 (虽然文献 [24] 中没有明确

给出, 但我们可以用其方法得到). 最后, 我们回顾定理 2.1 的结果: ∂juk ∈ L∞(0, T ;L3(R3)) 可知, 定

理 2.12(i) 也是定理 2.1 在 j = k 时的一个改进结论.

注 2.14 对于 u 的端点的 Prodi-Serrin 条件在文献 [12] 中得到. 定理 2.12(ii) 说明, 当对 u3 也

提出端点的 Prodi-Serrin 条件时, 我们需要额外加一个条件才能保证解正则, 例如, 这里加 ∂3u3 的条

件. 因此, 这个结论给出了 u3 与 u 端点 Prodi-Serrin 条件的一个比较. 定理 2.12(ii) 中 (α, β) 的范围

如图 2 中区域 “(2)” 所示, 且当 3
2 < β 6 2 时, 可见直线 1/α+ 2/β = 2 是区域 (α, β) 的一个极限.

定理 2.15 令 u0 ∈ V , u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解. 假设

1 < α < +∞, max

{
11α− 12

3(α− 1)
, 3

}
< s 6 11α− 10

3(α− 1)
, (2.36)
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0 1 2

1/2

1

(1)

(2)

1/β

1/α

图 2 区域 (α,β). “(1)” 表示定理 2.12(i) 中的 (α,β) 区域; “(2)” 表示定理 2.12(ii) 中的 (α,β) 区域

并且 u 满足 u3 ∈ L∞(0, T ;Ls(R3)),
∫ T
0
∥∥∂3u3(τ)∥Lα

x3
∥p
Lβ

x1,x2

dτ < ∞, 其中 β = 2α
(11α−10)−3s(α−1) , p

= 2α
3(α−1)(s−3) , 那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

注 2.16 我们注意到定理 2.15 中的 α、β 和 p 满足 1/α+ 2/β + 2/p = 2, 这意味着当 s > 3 时,

我们可得到 ∂3u3 的临界条件.

下面给出当 u3 和 ∂3u3 都带有时间可积性时的正则性标准.

定理 2.17 令 u0 ∈ V , u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解. 假设 u 满足

u3 ∈ Lq(0, T ;Ls(R3)), ∂3u3 ∈ Lp(0, T ;Lβx1,x2
(Lαx3

)), (2.37)

其中 s、q、α、β 和 p 满足

3

s
+

2

q
< 1,

1

α
+

2

β
+

2

p
= 2,

3

2
< β < 2,

β

2β − 2
< α 6 β,

11αβ − 10β − 2α

3(α− 1)β
6 s 6 ∞, (2.38)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

定理 2.18 令 u0 ∈ V , u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解. 假设 u 满足

u3 ∈ Lq(0, T ;Ls(R3)), ∂3u3 ∈ Lp(0, T ;Lβx1,x2
(Lαx3

)), (2.39)

其中 s、q、α、β 和 p 满足

3

s
+

2

q
= 1;

1

α
+

2

β
+

2

p
< 2,

3

2
6 β 6 2,

β

2β − 2
< α 6 β, 3 6 s 6 9αβ − 6β − 6α

(α− 1)β
, (2.40)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

注 2.19 如引言中所述, 文献 [28] 中的结果是

u3 ∈ Lγ(0, T ; Ḣσ(R3)), γ ∈ (4, 6). (2.41)

u3 的导数阶数是 σ = 1
2 + 2

γ ∈ ( 56 , 1), 且由 Sobolev 嵌入 Ḣ
1
2+

2
γ (R3) ↪→ Lη(R3) 可知 η = 3γ

γ−2 满足

η ∈ [ 92 , 6]. 我们发现定理 2.17或定理 2.18与 (2.41)之间存在着有趣的联系.在定理 2.17中, ∂3u3 的条

件是临界的, 且 p 的范围 p ∈ [4,∞] 比 (2.41) 中 γ 的范围 γ ∈ [4, 6] 大. 由嵌入关系 Lγ(0, T ; Ḣσ(R3))

↪→ Lγ(0, T ;Lη(R3)) 易知, 条件 (2.37) 比 (2.41) 弱. 我们看到 u3 的条件 (2.37) 是几乎临界的, 并且

(s, q) 的范围比 (2.41) 中 (γ, η) 的范围大, 特别是 q 范围是扩大到 [3,∞], 因为对于任何 ϵ > 0, 存在 α
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和 β 满足 (2.38) 使得 0 < 11αβ−10β−2α
3(α−1)β − 3 < ϵ. 定理 2.18 给出了关于 u3 正则性标准的另一个描述,

我们看到 u3 的条件是临界的, 而且 ∂3u3 的条件是几乎临界的, 并且其相应的范围也得到拓展. 最后,

我们指出定理 2.17 和 2.18 也是文献 [27] 结论的一种推广, 在文献 [27] 中仅考虑了定理 2.17 和 2.18

在 α = β 时的特殊情形.

本节所叙述的结果是基于 Cao 和 Titi [24] 的方法的改进而得到, 我们证明了下面的关键引理:

引理 2.20 令 1 6 α, β, s, a, t 6 ∞, 2 < r 6 ∞, 0 6 θ 6 1, 1
a + 1

t = β−1
β , 1

(r−1)α + θ
α = 1−θ

s(α−1) ,

则有 ∣∣∣∣ ∫
R3

ϕfgdx1dx2dx3

∣∣∣∣ 6 C∥∥∂3ϕ∥Lα
x3
∥

1
r

Lβ
x1,x2

∥∥∂3ϕ∥Lα
x3
∥

θ(r−1)
r

L
θ(r−1)t
x1,x2

∥∥ϕ∥Ls
x3
∥

(1−θ)(r−1)
r

L
(1−θ)(r−1)a
x1,x2

× ∥f∥
r−2
r

L2 ∥∂1f∥
1
r

L2∥∂2f∥
1
r

L2∥g∥L2 .

利用该引理, 我们同样先对水平方向进行估计, 在此过程中一个关键的地方就是选取适当的参数.

例如, 对于定理 2.12(i), 取 s = 2, r = β(3α−2)
α(β+1)−β , θ = β−α

2αβ−α−β , a = αβ+α−β
αβ−β , t = β(αβ+α−β)

β−α . 对于定

理 2.12(ii), 取 s = 3, r = β(4α−3)
α(β+1)−β , θ = β−α

3αβ−α−2β , a = αβ+α−β
αβ−β , t = β(αβ+α−β)

β−α . 然后利用这些参数和

第 2 节所述的方法完成定理的证明. 对于其他的几个定理, 我们也可以用同样的方法实现, 这里不再

一一列举, 详细的证明参见文献 [41].

2.4 Besov 框架下的判别标准

在介绍 Besov 框架下的结论之前, 我们先给出几个在证明中常用的不等式. 对于 1 6 q < p < ∞
和 α > 0, 存在常数 C 使得

∥f∥Lp 6 C∥f∥1−θ
Ḃ−α

∞,∞
∥f∥θ

Ḃβ
q,q
, β = α

(
p

q
− 1

)
, θ =

q

p
. (2.42)

特别地, 若取 β = 1, q = 2, p = 4, 则 α = 1 且

∥f∥L4 6 C∥f∥1/2
Ḃ−1

∞,∞
∥f∥1/2

Ḣ1
. (2.43)

取适当的 β、q、p 和 α 时也可得

∥f∥L6 6 C∥f∥2/3
Ḃ

− 1
2

∞,∞

∥f∥1/3
Ḣ1
, ∥f∥L3 6 C∥f∥1/3

Ḃ−2
∞,∞

∥f∥2/3
Ḣ1
. (2.44)

令 s1 和 s2 满足 s1 < s2, θ ∈ (0, 1), 则存在常数 C 使得对任何的 (p, r) ∈ [1,∞]2 和 f ∈ Ḃs1p,r ∩ Ḃs2p,r, 有

∥f∥
Ḃ

θs1+(1−θ)s2
p,r

6 C∥f∥θ
Ḃ

s1
p,r

∥f∥(1−θ)
Ḃ

s2
p,r

. (2.45)

限于篇幅, 我们同样只给出下面结论大概的证明思路, 其具体的细节过程可参见文献 [40].

定理 2.21 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V . 假

设下面的任何一条成立:

(i) Leray-Hopf 弱解 u 满足 ∇hu ∈ L
8
3 (0, T ; Ḃ−1

∞,∞(R3));

(ii) u 满足 ∇u3 ∈ L
8

5−2s (0, T ; Ḃ−s
∞,∞(R3)), 0 < s < 1,

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.
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沿用上面的证明思想, 这里也先得到对水平方向的估计, 利用 (2.43) 可得

1

2

d

dt
∥∇hu∥2L2 + ν∥∇h∇u∥2L2 6 C

∫
R3

|∇u||∇hu|2dx 6 ∥∇hu∥2Ḃ−1
∞,∞

∥∇u∥2L2 +
ν

2
∥∇h∇u∥2L2 .

然后利用下面的估计可以完成定理 2.21(i) 的证明:

1

2

d

dt
∥∇u∥2L2 + ν∥∆u∥2L2 6 C∥∇hu∥L2∥∇u∥

1
2

L2∥∇h∇u∥L2∥∆u∥
1
2

L2 . (2.46)

推论 2.22 令 u 是 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的一个 Leray-Hopf 弱解, 其初值满足 u0 ∈ V .

如果 u 满足 u ∈ L
8
3 (0, T ; Ḃ0

∞,∞(R3)); 或者 u3 ∈ L
8

5−2s (0, T ; Ḃ−s+1
∞,∞ (R3)), 0 < s < 1, 那么弱解 u 在

(0, T ]× R3 上是正则的.

在 Lebesgue 框架下, 基于 ∇u3 的正则性标准得到了广泛的研究. 注意到嵌入关系

Lp(R3) ↪→ Ḃ
3
r−

3
p

r,q (R3) ↪→ Ḃ
− 3

p
∞,∞(R3), (2.47)

其中 2 6 p < r, q 6 ∞. 一个自然的想法是将这些结果推广到 Besov 框架下. 下面是一个关于 ∂1u3、

∂2u3 和 ∂3u3 的各向异性的正则性标准.

定理 2.23 令 u0 和 u 如定理 2.21 所述. 假设 u 满足

∂3ui ∈ L2(0, T ; Ḃ−1
∞,∞(R3)), i = 1, 2, ∂3u3 ∈ L

4
−5s+2 (0, T ; Ḃ−s

∞,∞(R3)), 0 < s <
2

5
, (2.48)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

最后给出一个只是基于 ∂3u3、在 Besov 框架下的正则性标准.

定理 2.24 令 u0 和 u 如定理 2.21 所述. 假设 u 满足

∂3u3 ∈ L
24

−29s+8 (0, T ; Ḃ−s
∞,∞(R3)), 0 < s <

8

29
, (2.49)

那么弱解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

对于定理 2.23, 我们注意到

1

2

d

dt
∥ω∥2L2 + ν∥∇ω∥2L2 6 C

∫
R3

|∂3u2|2|∇u|dx+ C

∫
R3

|∂3u1|2|∇u|dx+ C

∫
R3

|u3||∇u||∆u|dx.

应用 (2.43),可以得到 ∂3u1 和 ∂3u2 的临界条件,对于 u3,我们采用定理 2.2(ii)的方法,最后结合 (2.13)

得到定理结论. 而定理 2.24 的证明是完全类似于定理 2.2(ii), 我们省略具体细节, 详细证明可参见文

献 [40].

3 轴对称的 Navier-Stokes 方程组

首先给出轴对称解的定义. 如果方程组 (1.1) 的解 (u, p) 满足

u(t, x) = ur(t, r, x3)er + uθ(t, r, x3)eθ + u3(t, r, x3)e3, p(t, x) = Π(t, r, x3), (3.1)

则称 u 是轴对称的, 其中 er = (x1

r ,
x2

r , 0), eθ = (−x2

r ,
x1

r , 0), e3 = (0, 0, 1), r =
√
x21 + x22. 另外可以定

义 D̃
Dt = ∂t + ur∂r + u3∂3, b = urer + u3e3. 这样, 我们把 (3.1) 代入到方程组 (1.1), 就可以得到轴对
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称方程组 

D̃

Dt
ur −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r −

1

r2

)
ur − (uθ)2

r
+ ∂rΠ = 0,

D̃

Dt
uθ −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r −

1

r2

)
uθ +

uθur

r
= 0,

D̃

Dt
u3 −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r

)
u3 + ∂3Π = 0,

∂ru
r +

1

r
ur + ∂3u

3 = 0,

(ur, uθ, u3) |t=0 = (ur0, u
θ
0, u

3
0).

(3.2)

同理, 我们可以考虑旋量 ω = ∇× u. 我们容易发现, ω 同样是轴对称的, 并且有

ω = ∇× u = ωrer + ωθeθ + ω3e3,

其中 ωr = −∂3uθ, ωθ = ∂3u
r − ∂ru3, ω

3 = ∂ru
θ + uθ

r . 故类似地可以得到关于 ω 的轴对称方程组

D̃

Dt
ωr −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r −

1

r2

)
ωr − (ωr∂r + ω3∂3)u

r = 0,

D̃

Dt
ωθ −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r −

1

r2

)
ωθ − 2uθ∂3u

θ

r
− urωθ

r
= 0,

D̃

Dt
ω3 −

(
∂2r + ∂23 +

1

r
∂r

)
ω3 − (ωr∂r + ω3∂3)u

3 = 0,

(ωr, ωθ, ω3) |t=0 = (ωr0, ω
θ
0 , ω

3
0).

(3.3)

另外,从方程组 (3.2)和 (3.3)可以导出两个重要的结构方程. 事实上,可以看到关于 (Θ,Γ) = (ruθ, ω
θ

r )

的方程组 
(
∂t + b · ∇ −∆+

2

r
∂r

)
Θ = 0,(

∂t + b · ∇ −∆− 2

r
∂r

)
Γ− ∂3

(
uθ

r

)2

= 0.

(3.4)

这是我们研究三维轴对称 Navier-Stokes 方程组的关键方程组. 特别地, 由 (3.4)1 可以得到, 对任意的

t > 0, 有

∥ruθ(t)∥Lq 6 ∥ruθ0∥Lq , 1 6 q 6 ∞. (3.5)

我们称 uθ 为旋涡 (swirl). 若 uθ = 0, 则称方程组 (1.1) 的解是无旋涡的 (without swirl). 当初值是无

旋涡时,即 uθ0 = 0, Ukhovskii和 Iudovich [42], Ladyz̆enskaja [43] 和 Leonardi等[44] 分别给出了整体适定

性的结论. 事实上, 对于轴对称的初值 u0, 我们可以期待方程组 (1.1) 有轴对称的解. 特别地, 若初值

uθ0 = 0, 由 (3.5), 我们可以不妨假设 uθ = 0. 另外, 注意到方程 (3.4)2, 我们可以得到, 对任意的 t > 0,

不等式

∥Γ(t)∥2L2 6 ∥Γ0∥2L2 (3.6)

成立. 接下来只需直接利用方程 (3.3)2, 我们就可以得到关于 ωθ 的 L2(R3) 估计,

1

2
∥ωθ∥2L2 + ∥∇ωθ∥2L2 +

∥∥∥∥ωθr
∥∥∥∥2
L2

6 ∥ur∥L3∥Γ∥L2∥∇ωθ∥L6 6 C∥u∥L2∥∇u∥L2∥Γ∥2L2 +
1

2
∥∇ωθ∥2L2 .
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所以容易看到, 存在常数 C = C(u0), 对任意的时间 T > 0, 有

sup
t6T

∥ω(t)∥2L2 = sup
t6T

∥ωθ(t)∥2L2 6 C + CT,

即解在 [0,∞) 上存在. 所以易证系统 (3.2) 是整体适定的.

在本文中, 我们考虑的是非平凡情形的适定性, 即 uθ ̸= 0. 轴对称系统 (1.1) 在非平凡情形的整体

适定性最近十多年来受到持续的关注. 首先介绍下关于轴对称方程组的适定性的一些研究结果.

Chae 和 Lee [45] 说明了, 若 ωθ ∈ Lp((0, T ), Lq(R3)), 2
p + 3

q 6 2, 3
2 < q < ∞, 则弱解在 (0, T ] × R3

上是正则的. Chen和 Zhang [46] 考虑了端点 q = ∞的情形,即若把条件替换成 ωθ ∈ L1((0, T ); Ḃ0
∞,∞),

结论依然成立. 另外, Neustupa 和 Pokorný [47]、Kreml 和 Pokorný [48] 和 Kubica 等[49] 讨论了关

于 ur 和 uθ 分量的 Prodi-Serrin 条件. 特别地, Kubica 等[49] 证明了, 如果 ruθ0 ∈ L∞(R3), 且 rd(ur)−

∈ Lp((0, T ), Lq(R3)), 那么系统 (1.1) 的轴对称解在 (0, T ] × R3 上光滑, 其中 (d, p, q) 满足 (d, p, q)

∈ {(−1, 1)× (1,∞)× ( 32 ,∞), 2p +
3
q 6 1− d}, 或 {(−1, 1)×{∞}× ( 32 ,∞], 3q < 1− d}, 或 {{−1}× (1,∞)

×( 32 ,∞), 2p +
3
q 6 2}.

另外, Kubica等[49]也证明了,若 ruθ0 ∈ L∞(R3), uθ分量满足正则型条件 rduθ ∈ Lp((0, T ), Lq(R3)),

则 (1.1)的轴对称解在 (0, T ]×R3 上光滑,其中 (d, p, q) ∈ {[0, q−4
2q )× (4,∞]× (2,∞], 2p +

3
q < 1− d}, 或

{[0, 56 )× {∞} × {∞}}. 我们看到文献 [49] 中关于 uθ 分量的 Prodi-Serrin 条件并不是保持标尺度变换

不变的, 即 2
p +

3
q = 1− d. 但文献 [50] 中找到了一个特殊的临界 Prodi-Serrin 条件: 若 uθ ∈ L4((0, T ),

L6(R3)),则弱解 u在 (0, T ]×R3 上是正则的. 这就表明,临界条件下的正则性准则极大可能是可行的.

幸运的是, 我们的确找到了这样的 Prodi-Serrin 条件, 得到如下定理:

定理 3.1 设 u0 ∈ H2(R3) 且 divu0 = 0, 令 u 是系统 (1.1) 的轴对称弱解. 若

rduθ ∈ Lp((0, T ), Lq(R3)), 且
2

p
+

3

q
6 1−d, 0 6 d < 1,

3

1− d
< q 6 ∞,

2

1− d
6 p 6 ∞, (3.7)

或者

rduθ ∈ L∞(0, T ;L
3

1−d (R3)), 存在 α > 0 和充分小 ε > 0 使得 ∥rduθ1r6α∥
L∞(0,T ;L

3
1−d (R3))

6 ε,

则解 u 在 (0, T ]× R3 上是正则的.

现在来简述主要想法, 具体的定理证明可参见文献 [51]. 注意到, 若 uθ ̸= 0, 则估计 (3.6) 不是直

接成立的. 但是, 我们发现关于 (Φ,Γ) = (ω
r

r ,
ωθ

r ) 的方程组
∂tΦ+ (b · ∇)Φ−

(
∆+

2

r
∂r

)
Φ− (ωr∂r + ω3∂3)

ur

r
= 0,

∂tΓ + (b · ∇)Γ−
(
∆+

2

r
∂r

)
Γ + 2

uθ

r
Φ = 0

(3.8)

具有重要的结构. 事实上, 我们有
1

2

d

dt
Φ2 +

1

2
(b · ∇)Φ2 +

(
∆+

2

r
∂r

)
Φ · Φ = (ωr∂r + ω3∂3)

ur

r
Φ,

1

2

d

dt
Γ2 +

1

2
(b · ∇)Γ2 +

(
∆+

2

r
∂r

)
Γ · Γ = −2

uθ

r
ΓΦ.

(3.9)

Hou 和 Li [52] 引入了一个一维方程来一次逼近 Navier-Stokes 方程组. 我们后来发现文献 [52] 中系统

就是 (3.9) 中取 r = 0 的逼近. 特别地, 在其逼近方程组[52] 中, 右端两项之和等于 0. 当然本文中仅讨
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论三维情形下的结果. 把 (3.9) 在 R3 上积分, 并且两式相加, 我们不难得到

1

2

d

dt
(∥Φ∥2L2 + ∥Γ∥2L2) + ∥∇̃Φ∥2L2 + ∥∇̃Γ∥2L2 6

∫
R3

uθ
(
∂r
ur

r
∂3Φ− ∂3

ur

r
∂rΦ

)
− 2

uθ

r
ΓΦdx, (3.10)

其中 ∇̃ = (∂r, ∂3). 我们可以证明, 若 k = 1 或 k = 2, 1 < q <∞, 则 ∥∇̃k ur

r ∥Lq 能被 ∥∇̃k−1Γ∥Lq 控制.

然后利用 Sobolev-Hardy 不等式, 我们就能证明在 (3.7) 条件下, 存在常数 C, 使得

∥Γ(t)∥2L2 + ∥Φ(t)∥2L2 6 C, 对任意的 0 6 t < T, (3.11)

即我们可以证明 (1.1) 的弱解在 (0, T ] × R3 上是正则的. 关键点是, 基于条件 (3.7), 系统 (3.8) 关于

(Φ,Γ) 几乎是一个线性系统. 这个方法的应用贯穿文献 [51] 整篇文章.

另外, 在前人的基础上, 我们整理并归纳了大部分我们所了解的正则性准则, 其内容可以概括成

这样一条线:

rdur ∈ Lp,qT

⇓

∇u ∈ L∞,2
T ⇐ ωθ ∈ Lp,qT ⇐ uθ

r
∈ L4,4

T ⇔ Γ ∈ L∞,2
T ⇐ rduθ ∈ Lp,qT ⇐ rdu3 ∈ Lp,qT .

⇑

ω3 ∈ Lp,qT , 且 ruθ0 ∈ L∞(R3). (3.12)

这里记 Lp,qT 为空间 Lp((0, T ), Lq(R3)),且对于上式中的 B ⇐ A,简单来讲,我们可以认为,若条件 A成

立,则条件 B 也成立,即意味着可以用正则性准则 B 来诱导出正则性准则 A. 另外具体的 Prodi-Serrin

条件为

ωθ ∈ Lp,qT ,
2

p
+

3

q
6 2,

3

2
< q 6 ∞, 1 6 p 6 ∞,

rduθ ∈ Lp,qT ,
2

p
+

3

q
6 1− d, 0 6 d < 1,

3

2(1− d)
< q 6 ∞,

2

1− d
6 p 6 ∞,

rdur ∈ Lp,qT ,
2

p
+

3

q
6 1− d, −1 6 d < 1,

3

2(1− d)
< q 6 ∞,

2

1− d
6 p 6 ∞,

rdu3 ∈ Lp,qT ,
2

p
+

3

q
6 1− d, 0 6 d < 1,

3

2(1− d)
< q 6 ∞,

2

1− d
6 p 6 ∞,

ω3 ∈ Lp,qT ,
2

p
+

3

q
6 2,

3

2
< q <∞, 1 < p 6 ∞.

当然, 推导出正则性条件 Γ ∈ L∞,2
T 的过程并不是唯一的. (3.12) 仅给出了一个比较简单清晰的方式,

并且使我们能对轴对称方程组的解的 Prodi-Serrin 条件有个大致的印象.

注 3.2 由 (3.5), 我们看到关于 uθ 存在极大值估计

∥ruθ(t)∥L∞ 6 ∥ruθ0∥L∞ , 对任意的 t > 0.

但遗憾的是,由于 Hardy不等式在二维时是不成立的,我们注意到在关于 uθ 的 Prodi-Serrin条件 (3.7)

中, d 是不能取 1 的.
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另外, 由文献 [6,7] 知, 轴对称 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的适当弱解的奇性都在对称轴 x3 轴上.

利用这个性质, Chen 等[53, 54] 和 Koch 等[55] 用不同方法证明了, 如果 u 满足

r|u| 6 C <∞, (t, x) ∈ (0, T )× R3, (3.13)

则 (1.1)的适当弱解在 (0, T ]×R3上是光滑的. 另外,若 (3.13)局部成立, Seregin和 S̆verák [56]讨论了其

部分正则性 (local regularity)的结论.文献 [57,58]在 ruθ0 ∈ L∞(R3)条件下,得到了估计 |b| 6 C| ln r|
1
2

r2 ,

0 6 r 6 1
2 . 另外, Lei 和 Zhang [59] 得到了在 ruθ0 ∈ L∞(R3) 且 b ∈ L∞((0, T ),BMO−1) 条件下的正则

性结论. 利用这个结论, 我们可以把条件 (3.13) 减弱到 r|ur|+ r|u3| 6 C.

令 (3.7) 中 p = q = ∞, 我们得到正则性准则

ruθ 6 Cr1−d, 对任意给定的 0 6 d < 1. (3.14)

故人们转而去寻找含有对数函数的临界 Prodi-Serrin 条件, 即存在常数 C,α > 0, 使得对任意的 t > 0,

ruθ 6 C| ln r|−α. Lei和 Zhang [60] 给出了 α = 2情形的回答.假设初值 u0 ∈ H
1
2 (R3)且 ruθ0 ∈ L∞(R3),

u 是初值 u0 对应 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 的轴对称局部强解, 若存在正常数 C∗ > 0 和常数

δ0 ∈ (0, 12 ), 使得对任意的 t > 0, 解满足

|ruθ| 6 C∗| ln r|−2, r 6 δ0, (3.15)

则解 u 整体适定. 另外, Wei [61] 把系数 α 改进到了 3
2 , 即若把条件 (3.15) 替换为

|ruθ| 6 | ln r|− 3
2 , r 6 δ0, (3.16)

则 u 同样整体适定.

另外考虑一个由 (1.1) 导出的简化方程组

∂tu1 − ν

(
∆+

2

r
∂r

)
u1 = 2∂3ψ1u1,

∂tω1 − ν

(
∆+

2

r
∂r

)
ω1 = ∂3u

2
1,

−
(
∆+

2

r
∂r

)
ψ1 = ω1,

(3.17)

其中 ν > 0 且 u1 = uθ

r , ω1 = ωθ

r , ψ1 = ψ
r , 这里 ψ 是势函数. 文献 [62–69] 说明了方程 (3.17) 的解与轴

对称的三维 Navier-Stokes 方程 (1.1) 的解在各方面性质上有很大相似.

文献 [50] 讨论了 uθ0 在不同类型小初值的情形下解的整体适定性. Hou 等[70] 说明了在各向异性

的初值条件下解的整体适定性. 利用估计 (3.10) 和连续性方法, 我们也讨论了方程组 (1.1) 的解关于

漩涡 uθ 的小初值整体解, 得到如下的定理, 证明参见文献 [51].

定理 3.3 设轴对称初值 u0 ∈ H2(R3) 且 divu0 = 0, 初始旋转速度 uθ 满足如下小性条件:

∥rduθ0∥ 3
1−d

exp(A ) 6 1

2C0
, (3.18)

其中 0 6 d < 1, A = C2∥u0∥22(∥ωθ0∥22 + C1(∥ω0

r ∥2 + ∥∂3 u
θ
0

r ∥2)
4
3 ∥u0∥22), C0、C1 和 C2 是正常数, 则系

统 (1.1) 存在唯一的整体解 u ∈ C(R+;H2(R3)) ∩ L2
loc(R+; Ḣ3(R3)).
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3.1 轴对称的非均质 Navier-Stokes 方程组

考虑非均质 Navier-Stokes 方程组

∂tρ+ div(ρu) = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)−∆u+∇Π = 0,

divu = 0,

(ρ,u) |t=0 = (ρ0,u0),

(3.19)

其中 ρ、u = (u1, u2, u3) 和 Π 分别代表密度、速度和压力项. Lions [30] 和 Simon [71] 给出了上述系统

整体弱解的存在性. 另外, 许多不同类型的适定性结果不断地被人们发现和证明. 例如, 如果 ρ 非真

空, 且在区域有界的情形下, Ladyz̆enskaja 和 Solonnikov [72] 给出了系统 (3.19) 的初边值问题的唯一

性结论. 在全空间 Rd 情形下, Dachin [73,74] 建立了系统 (3.19) 关于小初值的整体适定性结果. 在初值

u0 ∈ H1(R3) 条件下, Abidi 等[75] 和 Paicu 等[76] 给出了 (3.19) 的解的适定性结果. 具体来说, 若设存

在常数 m,M > 0, 使得

m 6 ρ0 6M, ∇ · u0 = 0, u0 ∈ H1(R3),

则方程组 (3.19) 的解 ρ 和 u 局部适定, 并且满足

ρ ∈ L∞([0, T ],R3), u ∈ C([0, T ],H1(R3)), 且 ∇u ∈ L2((0, T ), H1(R3)). (3.20)

我们在文献 [77] 中考虑方程组 (3.19) 的轴对称解. 同样可以定义, 如果 (ρ,u,Π) 满足

ρ(t, x) = ρ(t, r, x3), Π(t, x) = Π(t, r, x3), u(t, x) = ur(t, r, x3)er + uθ(t, r, x3)eθ + u3(t, r, x3)e3,

则称方程组 (3.19) 的解 (ρ,u) 轴对称, 其中

er =

(
x1
r
,
x2
r
, 0

)
, eθ =

(
− x2

r
,
x1
r
, 0

)
, e3 = (0, 0, 1), r =

√
x21 + x22.

我们可以得到方程组 (3.19) 的轴对称系统

∂tρ+ u · ∇ρ = 0,

ρ∂tu
r + ρu · ∇ur −

(
∆− 1

r2

)
ur − ρ

(uθ)2

r
+ ∂rΠ = 0,

ρ∂tu
θ + ρu · ∇uθ −

(
∆− 1

r2

)
uθ + ρ

uθur

r
= 0,

ρ∂tu
3 + ρu · ∇u3 −∆u3 + ∂3Π = 0,

∂ru
r +

1

r
ur + ∂3u

3 = 0,

(ur, uθ, u3) |t=0 = (ur0, u
θ
0, u

3
0).

(3.21)
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关于旋量 ω 的轴对称方程组为

∂tω
r + u · ∇ωr + ∂3

(
1

ρ

(
∆− 1

r2

)
uθ

)
− (ωr∂r + ω3∂3)u

r = 0,

∂tω
θ + u · ∇ωθ − ∂3

(
1

ρ

((
∆− 1

r2

)
ur − ∂rΠ

))
+ ∂r

(
1

ρ
(∆u3 − ∂3Π)

)
−2uθ∂3u

θ

r
− urωθ

r
= 0,

∂tω
3 + u · ∇ω3 −

(
∂r +

1

r

)(
1

ρ

(
∆− 1

r2

)
uθ

)
− (ωr∂r + ω3∂3)u

3 = 0,

(ωr, ωθ, ω3) |t=0 = (ωr0, ω
θ
0 , ω

3
0).

(3.22)

令 a0 = 1
ρ0

− 1. 若初值 u0 无旋涡, 即 uθ0 = 0, 且假设 ∥a0r ∥L∞ 充分小, Abidi 和 Zhang [78] 证明了轴对

称解整体适定. 我们在此基础上, 引入 (Φ,Γ) 的方程组, 并且我们的结果推广到了 uθ0 ̸= 0 的情形, 得

到如下定理:

定理 3.4 设初值 (ρ0,u0)是轴对称的, a0 = 1
ρ0

−1 ∈ L2∩L∞ 且 a0
r ∈ L∞, u0 ∈ H1, Γ0,Φ0 ∈ L2,

0 < m 6 ρ0 6M , 其中 m 和 M 是正常数. 若初值 (a0, u
θ
0) 满足小性条件,

∥uθ0∥L3 +

∥∥∥∥a0r
∥∥∥∥
L∞

∥u0∥2L2 6 η1,

∥∥∥∥a0r
∥∥∥∥2
L∞

(∥(uθ0)2∥2L2 + ∥∇u0∥2L2) 6 η1(∥Γ0∥2L2 + ∥Φ0∥2L2), (3.23)

其中 η1 = 1
2C exp(−C∥u0∥32(∥Γ0∥2 + ∥Φ0∥2)), 则系统 (3.19) 存在唯一的整体强解 u.

下面简要介绍我们的想法. 首先, 我们可以像均质的 Navier-Stokes 方程组 (1.1) 一样得到关于 uθ

的守恒估计

∥ruθ(t)∥Lq 6 C∥ruθ0∥Lq , 1 6 q 6 ∞. (3.24)

另外, 由 (3.22), 可以导出关于 (Φ,Γ) 的方程组
∂tΦ+ u · ∇Φ+

1

r
∂3

(
1

ρ

(
∆− 1

r2

)
uθ

)
− (ωr∂r + ω3∂3)

ur

r
= 0,

∂tΓ + u · ∇Γ− 1

r
∂3

(
1

ρ

((
∆− 1

r2

)
ur − ∂rΠ

))
+

1

r
∂r

(
1

ρ

(
∆u3 − ∂3Π

))
+ 2

uθ

r
Φ = 0.

(3.25)

但是, 当 ρ ̸= 1 时, 方程组 (3.25) 变得很复杂. 即使是无旋涡的情形下, 我们也不能得到像 (3.6) 这么

简单的估计. 一种想法是把密度 ρ 和旋涡 uθ 分别看成是在 1 和 0 附近的小扰动. 并且与上一节证明

均质的轴对称 Navier-Stokes 方程组的整体适定想法类似 (参见文献 [51]), 利用 (Φ,Γ) 的方程组和连

续性方法来说明整体适定性.

在实际证明过程中, 需要估计对流项 ∥b · ∇ur∥L2 和 ∥b · ∇u3∥L2 , 使得我们能控制 ∥∇u∥L∞,2
T

. 文

献 [78] 给出了一个可行的方法来估计对流项, 使得最后 ∥∇u∥L∞,2
T
能被 ∥Γ∥L∞,2

T
控制. 我们改进了这

个估计, 使得最后的结果更加清晰:

∥∇u∥2
L∞,2

T

+ ∥urt∥2L2,2
T

+ ∥u3t∥2L2,2
T

+ ∥∇Π∥2
L2,2

T

+ ∥∆u∥2
L2,2

T

6 C(∥(uθ0)2∥2L2 + ∥∇u0∥2L2 + ∥u0∥4L2∥Γ∥2L∞,2
T

) exp(C∥u0∥3L2∥Γ∥L∞,2
T

). (3.26)

另外, 我们知道对于 Navier-Stokes 方程组来讲, 存在使得方程组的解保持不变的标尺度变换

uλ(t, x) = λu(λ2t, λx), ρλ(t, x) = ρ(λ2t, λx), Πλ(t, x) = λ2Π(λ2t, λx).
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而我们看到小性条件 (3.23) 也是关于尺度变换不变的.

更进一步地, Abidi 和 Zhang [78] 说明了, 若初值 u0 ∈ L1(R3), 则方程组 (3.19) 的整体解有衰减

估计,

∥u(t)∥2L2 + ⟨t⟩∥∇u(t)∥2L2 + t⟨t⟩∥(ut,∆u)(t)∥2L2 6 C⟨t⟩− 3
2 , (3.27)

其中 ⟨t⟩ =
√
1 + t2.

这个结论适用于一般的 Navier-Stokes方程组. 但我们发现,对于轴对称方程组来说,方程组 (3.19)

的整体解关于分量 uθ 有更好的衰减估计. 我们的结果表明, 如果 u0 ∈ L1 且 ruθ0 ∈ L1 ∩ L2, 那么,

∥ruθ(t)∥2L2 6 C⟨t⟩− 3
2 , ∥uθ(t)∥2L2 + ⟨t⟩∥∇(uθeθ)(t)∥2L2 + t⟨t⟩(∥uθt (t)∥2L2 + ∥∆(uθeθ)(t)∥2L2) 6 C⟨t⟩− 5

2 .

4 超耗散广义 Navier-Stokes 方程组

众所周知, 当初值相对黏性系数 ν 充分小时, 三维不可压缩 Navier-Stokes 系统 (1.1) 存在唯一的

整体解, 参见文献 [2, 4, 5]. 若要对大初值得到整体适定性结论, 人们尝试研究如下超耗散广义 Navier-

Stokes 方程组:

∂tu+ (u · ∇)u+∇P = D2u, x ∈ Rd, d > 3, (4.1)

∇ · u = 0, (4.2)

u(0, x) = u0(x), (4.3)

其中, Fourier 乘子 D 的象征是 N : Rd → R+. Tao [79] 指出 Navier-Stokes 系统的整体正则性问题

的困难主要是, 相对于能量 E(u(t)) :=
∫
Rd |u(t, x)|2dx, Navier–Stokes 系统是超临界的. 众所周知, 当

N(ξ) := |ξ|α, α > d+2
4 (或 α = d+2

4 ) 时, 超耗散 Navier–Stokes 方程是次临界 (或临界) 的, 具有

整体正则解, 参见文献 [80] 等. 进一步, Tao [79] 在更弱的条件 N(ξ) > |ξ|(d+2)/4/f(|ξ|) (非递减函数

f : R+ → R+,
∫∞
1

ds
sf4(s) = +∞) 下, 证明了正则解的整体存在性. 对于 1 6 α < d+2

4 的情形, 只有很少

的研究结果, 参见文献 [80]. 这些结果说明, 对于大初值的系统, 若黏性系数 ν 充分大或黏性项具有更

高阶导数, 就可以保证存在唯一的整体正则解.

在研究地球物理学中, 有一类各向异性的不可压缩 Navier-Stokes 方程组 (参见文献 [81])
∂u

∂t
− νh∆hu− ν3∂

2
x3
u+ (u · ∇)u+∇p = 0,

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0, (x, t) ∈ R3 × (0, T ),

(4.4)

其中 νh > 0, ν3 > 0, 这里 ν3 可以取零. Chemin等[81] 证明了, 当初值相对水平黏性系数 νh 充分小时,

此各向异性系统 (4.4) 具有整体正则解. 文献 [82] 证明了, 当 u0 ∈ B
−1+ 2

p ,
1
2

p , p > 2, 并且

[u0]Ep
T
:= ∥u0∥

B
−1+ 2

p
, 1
2

p

+ ∥uF · ∇uF ∥
L1

T (B0, 1
2 )

6 cνh,

其中 ∥f∥
L1

T (B0, 1
2 )

:=
∫ T
0

∑
j∈Z 2

j
2 ∥∆v

jf∥L2(R3)dt, uF := eνht∆h+ν3t∂
2
3u0hh, u0hh :=

∑
k>l−1 ∆

h
k∆

v
l u0, 此

各向异性系统 (4.4) 具有整体适定性. 后来, 文献 [83] 考虑了一类大初值,

Cν−1
h ∥uh0∥B0, 1

2
exp{Cν−8

h ∥u30∥8
B0, 1

2
+ 1} 6 1,
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即初始垂直速度可以很大的, 则各向异性系统 (4.4) 具有整体正则解. 这里 B0, 12 是各向异性的 Besov

空间, 其中垂直方向具有 1
2 阶可导性. 换而言之, 对于大初值的系统, 若水平黏性系数 νh 充分大, 就

可以保证存在唯一的整体正则解.自然就会产生一个问题,如果水平黏性项具有更高阶导数,也应该可

以保证系统存在唯一的整体正则解. 所以, 我们研究了如下一类各向异性的超耗散广义 Navier-Stokes

方程组: 
∂tu+ u · ∇u+ νhD

2α
h u+ ν3D

2β
3 u+∇Π = 0,

divu = 0,

u |t=0 = u0,

(4.5)

其中 D2α
h 和 D2β

3 是两个 Fourier乘子, 其象征分别是 h(ξh) = |ξh|2α 和 m(ξ) = |ξ3|2β , ξh ∈ R2, ξ3 ∈ R.
这个系统的解也具有保持不变的标尺度变换:

uhλ(t, x) = λ2−
1
αuh(λ2t, λ

1
αxh, λ

1
β x3), u3λ(t, x) = λ2−

1
β u3(λ2t, λ

1
αxh, λ

1
β x3).

那么, 其 L2 范数是

∥uhλ(t, x)∥L2(R3) = λ2−
2
α− 1

2β ∥uh(t, x)∥L2(R3), ∥u3λ(t, x)∥L2(R3) = λ2−
1
α− 3

2β ∥u3(t, x)∥L2(R3).

若希望 uh 的 L2 能力具有临界性质, 则要求 2− 2
α − 1

2β = 0. 类似地, 对于 u3, 则要求 2− 1
α − 3

2β = 0.

这就要求 α = β = 5
4 , 也就是文献 [80] 中的结果. 如果 β = 1, 则 (α, β) = ( 43 , 1) 对于水平速度 uh 而言

是临界的, (α, β) = (2, 1) 对于垂直速度 u3 而言是临界的.

在文献 [84]中,通过不可压缩条件 divhu
h = −∂3u3 和能量估计方法,我们证明了在 (α, β) = ( 32 , 1)

的情形下, 系统 (4.5) 存在唯一的整体正则解.

定理 4.1 设 s > 1
2 , α > 3

2 , β = 1, u0 ∈ H0,s(R3) 且 divu0 = 0, 则系统 (4.5) 存在唯一的整体解,

并且对于任意 T > 0, 解满足 u ∈ C([0, T ];H0,s), ∇α
hu ∈ L2(0, T ;H0,s), ∂3u ∈ L2(0, T ;H0,s).

注 4.2 这里, (α, β) = (32 , 1)对于垂直速度 u3 而言是超临界的,对于水平速度 uh 而言是次临界

的. 系统有如下的能量等式:

∥u(t)∥2L2 + 2νh

∫ t

0

∥Dα
hu∥2L2dτ + 2ν3

∫ t

0

∥∂3u∥2L2dτ = ∥u0∥2L2 . (4.6)

定理中函数空间 H0,s 的范数定义为 ∥f∥2H0,s =
∫
(1 + |ξ3|2s)|f̂ |2dξ, 参见文献 [81].

基于文献 [84] 中的方法, 我们还可以得到如下更好的结果.

定理 4.3 设 α > 4
3 , β = 1, u0 ∈ H0,1(R3) 且 divu0 = 0, 则系统 (4.5) 存在唯一的整体解, 并且

对于任意 T > 0, 解满足 u ∈ C([0, T ];H0,1), ∇α
hu ∈ L2(0, T ;H0,1), ∂3u ∈ L2(0, T ;H0,1).

注 4.4 这里 (α, β) = ( 43 , 1)对于垂直速度 u3 而言是超临界的,对于水平速度 uh 而言是临界的.

其证明方法主要是利用能量估计, 我们简要介绍 α = 4
3 情形的证明. 系统 (4.5) 有如下能量等式:

∥u(t)∥2L2 + 2νh

∫ t

0

∥D
4
3

h u∥
2
L2dτ + 2ν3

∫ t

0

∥∂3u∥2L2dτ = ∥u0∥2L2 (4.7)

和

∥∂3u(t)∥2L2 +2νh

∫ t

0

∥D
4
3

h ∂3u∥
2
L2dτ+2ν3

∫ t

0

∥∂23u∥2L2dτ = ∥∂3u0∥2L2 −2

∫ t

0

3∑
i,j=1

∂3ui∂iuj∂3ujdxdτ. (4.8)
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在非线性项的估计中, 要充分利用水平区域的超耗散性, h(ξh) = |ξh|
3
2 . 具体来讲, 对于对流项,我们分

解为∫ t

0

3∑
i,j=1

∂3ui∂iuj∂3ujdxdτ =

∫ t

0

2∑
i=1

3∑
j=1

∂3ui∂iuj∂3ujdxdτ −
∫ t

0

3∑
j=1

(∂1u1 + ∂2u2)∂3uj∂3ujdxdτ.

其关键点是利用不可压缩条件, ∂3u
3 = −divhu

h, 把一部分 ∂3 转换为 divh 进行处理. 利用 Hölder 不

等式和 Sobolev 不等式, 我们可以估计如下:∣∣∣∣2 ∫ t

0

3∑
i,j=1

∂3ui∂iuj∂3ujdxdτ

∣∣∣∣ 6 C

∫ t

0

∥∂3u∥L6
xh

(L4
x3

)∥∂hu∥L3
xh

(L4
x3

)∥∂3u∥L2dτ

6 C

∫ t

0

∥D
4
3

h ∂3u∥
1
2

L2∥∂3u∥
1
4

L2∥∂23u∥
1
4

L2∥D
4
3

h u∥
3
4

L2∥D
4
3

h ∂3u∥
1
4

L2∥∂3u∥L2dτ

6 νh

∫ t

0

∥D
4
3

h ∂3u∥
2
L2dτ + ν3

∫ t

0

∥∂23u∥2L2dτ

+ C

∫ t

0

(∥D
4
3

h u∥
2
L2 + t∥∂3u∥2L2)∥∂3u∥2L2dτ. (4.9)

由 (4.7)–(4.9), 利用 Gronwall 不等式, 可以得到先验估计

∥∂3u(t)∥2L2 + νh

∫ t

0

∥D
4
3

h ∂3u∥
2
L2dτ + ν3

∫ t

0

∥∂23u∥2L2dτ 6 ∥∂3u0∥2L2 exp{C∥u0∥2L2}.

利用文献 [84] 中的类似证明, 易得定理 4.3 的结论.
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Supér (4), 2016, 49: 131–167

29 Zheng X. A regularity criterion for the tridimensional Navier-Stokes equations in term of one velocity component. J

Differential Equations, 2014, 256: 283–309

30 Lions P L. Mathematical topics in fluid mechanics, vol. 1. Incompressible Models. New York: The Clarendon Press;

Oxford University Press, 1996

31 Chae D, Lee J. Regularity criterion in terms of pressure for the Navier-Stokes equations. Nonlinear Anal, 2001, 46:

727–735
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Some problems on the regularity of solutions for the 3D
Navier-Stokes equations

Daoyuan Fang & Ting Zhang

Abstract In this paper, we review some recent work on the Cauchy problem of the three-dimensional incom-
pressible Navier-Stokes equations in recent years. It is well known that the three-dimensional incompressible
Navier-Stokes system has the global Leray-Hopf weak solutions. When the weak solution satisfies the Prodi-
Serrin condition, the solution is regular. We obtain some new results in the regularity conditions. Especially, for
axisymmetric system, when the rotation speed is zero, it is well known that the system is globally well-posed.
We find a new conserved quantity, and obtain some new advances in the regularity conditions of axisymmet-
ric solutions with nonzero swirl, also get the global well-posedness results with the small initial rotating speed.
Furthermore, we also get the similar result for the inhomogeneous system. In the end, we consider the global
well-posedness of a class of generalized Navier-Stokes systems with the higher order horizontal viscosity D2α

h ,
α > 4

3
.
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