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摘要 提 出了数值求解对流占优问题的一种无条件 U 稳定和误差 刀 指数地趋于

零的分步预估校正有限差分— 拟谱杂交方法 ; 对非线性的对流占优问题
,

在数学

上严格证明了这种格式的稳定性和收敛性
,

给 出了解的误差估计式
,

并通过数值实

验考核了方法的优越性
.

关健词 对流占优问题 分步方法 预估校正方法 拟谱方法

对流占优的对流扩散问题的数值解法是当今学术界的热点
,

大多数数值解法都不那么令

人满意
,

其中一些高精度的方法
,

稳定性不太好
,

解严重振荡 ; 另一些方法则数值耗散大
.

众

所周知
,

在对流占优的对流扩散过程中
,

由双曲算子决定的对流作用较之由抛物算子决定的

扩散作用更为重要
,

如对这些项用显式处理
,

那 么一阶导数项用中心差分近似则会使数值振

荡
,

甚至产生不稳定 l[, 刀
.

70 年代末
,

人们通过对上游效应的考虑
,

建立了一些迎风有 限元法

(如 P e tor v 一

aG le r k in 有限元法 )
,

其结果仍然是引人数值粘性为代价而消除数值振荡的〔,一习
.

自

60 年代末至 70 年代初 aY
n en k。 等人提 出了求解多变量的分步方法以后网

,

70 年代和 80 年代
,

计算流体中经常采用分步方法
.

但分步以后
,

都是采用通常的有限差分
,

有限元和有限分析

方法求解
,

收敛速度和计算精度并没有提高
,

收敛速度仍然是代数地收敛
,

尤其对非线性项处

理还是采用显式方法门
.

由于快速 F o u ir e r 变换的推广
,

80 年代末期和 90 年代初期
,

谱方法蓬

勃地发展起来
,

为数值求解偏微分方程提供了又一个强有力的工具
.

在文献 l8[ 中作者用拟谱

方法算了一个具体问题
,

发现稳定性特别好
,

收敛得也很快
,

计算速度和精度比有 限差分有明

显提高
.

对于非线性发展型方程
,

谱方法对于时间方向的积分一般仍然采用各种有限差分法

来计算
,

因此差分方法中成熟的优 良格式如何与谱方法结合是发展谱方法 的一种有效途径
.

本文应用分步方法将对流扩散方程分解成单纯的对流与扩散方程
,

利用杂交方法
,

对对流方程
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非线性项的处理采用预估校正拟谱方法
,

利用迭代方法很好地保持了原对流 占优的非线性性

质
.

对扩散方程用拟谱方法求解
,

由于求解对流与求解扩散的配置点位 置未 变
,

在处理对流

项时未进行线性化与插值
,

避免了数值粘性的引人
.

又由于成功应用函数与其各阶导数间关系

式
,

预估校正处理对流项时在空间方向没有带来新误差
.

本文除了给出分步预估校正 (差分 )

与拟谱结合的杂交格式外
,

在数学上对非线性的杂交格式的稳定性和收敛性进行了严格 的证

明
,

给出了解 的误差估计式
,

从估计式看出此格式指数地收敛
,

而其它 方法代数地收敛
,

并且

通过数值实验考核了此方法的优越性
.

、 性夕产、 .少、 .,产,1,̀内j了、̀、了.、了.几

数值求解对流扩散方程的分步预估校正— 拟谱杂交格式

考虑下列二维对流扩散方程构成的混合问题 :
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上述对流扩散方程可以用来模拟大气
、

海洋及江河的污染
,

也可以用来描述化工
、

冶金 中

的传热
、

传质和湍流运动与大气
、

海洋环流以及海洋中强温跃层变化间题
.

按照 aY
n e n k o 提出的求解多变量的分步方法回

,

可将初边值 问题 ( l) 一 ( 3) 式 的解化 为依

次求解下列问题
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其中
n = 0

,

1
,

…
,

价
,

价△t = T, △ t为时间步长
.

经过分步以后
,

就可以通过求解 ( 4)
,

( 5) 式来建立分步预估校正— 拟谱杂交格式
.

谱方法取整体无限光滑的函数作基函数
,

基函数所张成的空 间具有 良好的逼近性质
.

本

文取 C h e bys h e v 多项式为基函数
.

拟谱方法是以无限光滑的函数系作 为基底的配置法
.

为了

保证方法的稳定性和收敛性网
,

应该在能化为〔一 1
,

1]
x 【一 1

,

11 的子区域 D 内求解
.

对于复杂

区域的问题
,

若将整个区域映照成一个规则 区域求解
,

可能增加问题的复杂性并带来较大

误差
.

更好的方法是借助区域分裂技巧
,

即近来发展 的多 区域谱方 法
,

将区域划分为若干
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子区域
,

再将子区域映照成规则区域
,

相邻区域上的解通过交接面上的条件
,

例如函数本身或

其导数连续性条件来连接
.

基于谱方法和拟谱方法分别称谱元素法和拟谱元素法
.

经过以上

分析
,

方程 ( 4)
,

( 5) 最终可变为若干个标准区域!一 1
,

11 xl 一 1
,

l] 内求解
.

在子区域内原定解问

题可化为 9I]
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1 计算对流的预估校正拟谱格式

求解 ( 9 ) 一 ( 1 1)方程组

对于非线性问题
,
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先解 出 功溉
·

告的值
,

然后开始迭代
,
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,
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( 15)
,

( 17) 式右端项空间方 向的积分采用拟谱方法计算
,

下面我们用 C he bys hve 多项式展

开来计算 函数及其导数之值
.
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将 ( 19 ) 一 ( 2 1)式代人 ( 1 5 ) 一 ( 18 )式求解出讨华合
,在 aG US s 点上的值

,

利用快速 F o u

ierr 变

换求出其谱展开式系数
,

进而求出其导数值
,

进入下一次迭代
.

1 2 求解扩散的拟谱格式
为消除附加 的数值粘性

,

求解扩散的配置点位置应与求解对流的配置点位置一致
.

用拟谱法求解 ( 12) 一 ( 14) 式
.
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将 (22 )一 ( 24) 式代人 ( 12) 一 ( 14 )式
,

利用配置法
,

在配置点上离散方程
,

离散化以后方程变

为求解 (L + 1 ) (M 十 l) 个一阶常微分方程组
,

由于 ( 12 )式是线性方程
,

求解一阶线性常微分方

程组可以做到非常准确 (如高阶 R u n ge -] ` u t a 有法 )求解出 a : ,
, 。

((n + 1协 )t 的值
,

代人 (2 2) 式利用

快速 F o

~
变换求解出 价

:
在 (n + 1) △t 时刻 aG uss 点上的值

,

利用插值求出所有点上的值
.

2 分步预估校正有限差分— 拟谱杂交格式的稳定性和收敛性

分步预估校正— 拟谱杂交格式的稳定性和收敛性主要取决于时间方向差分格式 的选

取和空间方 向配置点的选取
.

定理 1 由 ( 15) ~ ( 18) 式迭代求解格式无条件稳定
.

且有误差估计式
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,
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.
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定解问题的精确解为
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.
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如表 1
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R 。
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我们的计算是在 BI M 486 微机上完成
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表 1 误差分布
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.

(X旧 3 1 0
.

0 10 29 0乃10 6 3 0刀10 92 0刀1 1 56 0
.

0 15 55 0
,

0 16 2 111

从表 1可以看出
,

当配置点数目 L 和 M 增加时
,

误差迅速减小
,

反映在理论部分是负指数

地收敛
.

当配置点数目固定时
,

随着 R e
数的增大

,

近似解误差 只有微小增大
,

不象其 它一 些

高精度方法
,

解严重振荡
.

图 1是用 玫嗯
e n d er 谱方法求解一维 B u gr e sr

2
.

泛
认
ù味、

声人
.

1

` .0

沙贫
“ 二

飞
翻 `盛

】 工1
l 几

一 1
.

0 一 0
.

5 0 0
.

5 1
.

0

图 1 B Llgr e sr 方程 玫g e n血 谱方法近似解

l

— eR = 100
,

2

—
R e 二 10

,

3

— eR = 1

方程解的情况
,

可以看出 R e
数达到 100 时

,

解严

重振荡
,

在我们的计算 中 R 。
数 已经达到 200 00

,

解还很稳定
.

这是由于成 功地应用 了分步预估

差分 与拟谱法相结合
,

求解对流与求解扩 散 的

配置点位置不 变的结 果
.

我们在处理 对流项

时
,

未进行线性化处理 与插值
,

从而避免了数值

粘性的引人 ; 又 由于我们成功地应用 了函数 与

其各 阶导数 的关 系式
,

预估 校 正 处理 对 流 项

时
,

在空间方向上没有带来新的误差
.

从表 l 还

可以看 出
,

当计算 时间增 大 时
,

误差 略有 所增

大
,

与理论分 析结果 ( 3 7) 式一致
.

当计算 时间
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增大时
,

我们可以根据 ( 37 )式通过增加配置点数和减小 时间步长来减小误差
,

从 而达到所要

求的误差范围
.

4 结论

理论分析和数值实验都证明了分步预估 (差分 )与拟谱法结合
,

是一种有效的计算方法
,

尤

其对高 R e y l l o lds 数
.

将对流扩散方程按不同性质的算子进行分步
,

然后分别用预估校正有限差分和拟谱方 法

求解
,

整个过程无条件 厂稳定
,

对线性和非线性方程
,

格式收敛
,

且有误差估计式 (4 1)
.

如问

题的解无限可微
,

则其误差 的 刀 范数趋于零 的速度快于 配置点数 的任何次幂
,

而有限差分

法
、

有限元法和有限分析法均为有限阶的收敛速率
.
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