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摘要: 设 G= ( V , E)是一个连通图. 如果 �3 (G) = �3 ( G) ,则 G 是�3 �最优或者极大 3�限制性边连通的, 其中�3 ( G)= min

{ | [ X , Y ] | : X � V , | X | = 3, G[ X ]连通} . G 的逆度是指R (G) = � v � V

1
d( v )

. 本文主要研究 R (G)与顶点数 n, 最小度 �

及�3 的关系, 并由此得到一函数, 用这一函数来限制 R( G) ,使 G 是�3 �最优的.
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1 � 预备知识

本文我们只考虑简单无向连通图. 除非特别说

明, 对术语和定义我们参考文献[ 1] . 设 G= ( V , E )是

一个连通图.一个点 v � V 的度 d ( v)就是和 v 相邻的

点的数目, �( G)是 G 的最小度. 对于 v � V , N ( v )是所

有和 v 相邻的点集. 我们将 G- { v}记做 G- v , �( G )=

min{ d( x ) + d( y ) - 2: x y � E}是最小边度.

一个网络经常模拟成一个图 G.衡量网络容错性

的一个经典的参数就是边连通度 �( G) . 一般地, �( G)

越大,网络越稳定. 我们知道 �( G) � �( G ) . 如果图 G

满足 �( G)= �( G) ,则 G 是极大边连通的或��最优.边

连通度没有对图的分支进行限制, 因此限制性边连通

度就被提出.

边集 S � E, 如果 G- S 不连通且 G- S 的每个连

通分支至少有 2个点, 则称 S 是一个限制性边割. 限制

性边连通度 ��( G)就是 G 的最小限制性边割的基数.

Esfahanian等证明了限制性边割的存在性及限制性边

连通度的上界
[ 2]

.

定理 1
[ 2] � G 是至少有 4 个点且不同构于星

K 1, n- 1的连通图, 则限制性边割是存在的, 并且 ��( G)

� �( G ) .

如果 ��( G) = �( G) ,则称G 是���最优的.边集 S �
E,如果 G- S 不连通且G- S 的每个连通分支至少有

3个点, 则称 S 是一个 3�限制性边割. 3�限制性边连
通度 �3( G)就是 G 的最小 3�限制性边割的基数.如果

3�限制性边割存在,则称 G 是 �3�连通的.如果 S 是一

个 3�限制性边割且| S | = �3 ( G) , 我们称 S 是一个 �3 �
割.对于 3�限制性边连通度 �3( G) ,有如下定理.
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� � 定理 2
[ 3] � 如果 G 是 �3 �连通的 , 则 �3 ( G ) �

�3( G) .

如果 �3( G) � �3 ( G) ,则称 G 是 �3 �最优或者极大
3�限制性边连通的,其中 �3 ( G) = min{ | [ X , Y ] | : X �
V, | X | = 3, G[ X ]连通} , G[ X ]是由 X 导出的子图, Y

= V- X , [ X , Y ]是一个端点在 X 中另一个在 Y 中的

边集.如果 G 是围长g ( G) �4的图,那么

�3( G) = m in {d ( x ) + d ( y ) + d ( z ) - 4: x y z 是 G

的一条 2长路} .

G是一个没有孤立点的图, 定义逆度 R ( G) =

� v � V

1
d( v)

, 逆度最早是在文献[ 4]中提出,许多学者

对它进行了研究 [ 5�7] � � ,给出了 ���最优图及�3�最优图
的一些充分条件 [ 8�9]

. 本文我们将给出 �3�最优图的一
些充分条件.

2 � 主要结果

首先,对于不含三角形图有如下结果.

定理 3 � 设 G是 �3 �连通的不含三角形的 n阶图,



S= [ X , Y ]是一个 �3 �割( | X | � | Y | )且对任意的路

xy z � G [ X ]及 u � N ( x ) �N ( z ) �X - y , 均有| N ( u)

�Y | �2,如果 n � 4�+ 1, 则 G是 �3�最优的.

证明 � 假设 �3( G)< �3( G) . S= [ X , Y ]是一个 �3 �
割且 3 � | X | � | Y| , X 中的至少和[ X , Y ]的一条边关

联的点集记为 X 1 , X 0= X- X 1 .

情形 1 � X 0= � .
因此 X 中的每个点至少和[ X , Y ]的一条边关联.

选取一条路 xy z � G [ X ] , 我们有

�3( G) � d( x )+ d ( y )+ d( z )- 4 �

� | N ( x ) \ { y } | + | N ( y ) \ { x , z } | +

� | N ( z ) \ { y } | = | ( N ( x ) �X ) \ { y } | +

� | N ( x ) �Y | + | ( N( y ) �X ) \ { x , z } | +

� | N ( y ) �Y | + | ( N ( z ) �X ) \ { y } | +

� | N ( z ) �Y | �

� | [ { x , y , z } , Y ] | + | ( N( y ) �X ) \ { x , z } | +

� | ( N( x ) �X ) \ N ( z ) | + | ( N ( z ) �X ) \

� N ( x ) | + 2| ( N ( x ) �N ( z ) �X ) \ { y } | �

� | [ { x , y , z } , Y ] | + | [ X \ { x , y , z } , Y ] | =

� | [ X , Y ] | = �3( G) .

这样,我们得到矛盾.

情形 2 � X 0 � � .
情形 2. 1 � G[ X 0 ]是独立集.设 x � X 0 , y , z � X 1 ,

x y z � G [ X ]是一条路, 则 N ( x ) �X 1 . 类似于情形 1,

也可以得到矛盾.

情形 2. 2 � 选取一条边 xy � G[ X 0 ] , x y z � G[ X ]

是一条路.因此 N ( x ) �X , N ( y ) �X , 又 G 不含三角

形,我们有

| X | = | X 1 | + | X 0 | �| N ( x ) �N ( y ) � N ( z ) -

� { x , y , z } | + 3�min{ d( x ) - 1, d( z ) - 1} +

� d( y ) - 1+ 3�2�+ 1, ( N ( x ) �N ( y )= �) ,

因此, | Y | �| X | �2�+ 1,所以 n�4�+ 2,矛盾.

类似于定理 3的证明,我们得到如下引理.

引理 1 � 设 G是 �3 �连通的围长大于等于 5的图.

如果 �3( G) < �3( G) ,则存在一个 �3 �割S = [ X , Y ] , X ,

Y � V( G) , X �Y= V( G) , 使得| X | , | Y | ��3+ 3.

推论 1 � 设 G是 �3 �连通的围长大于等于 5的图.

如果 n � 2�3 + 5, 则 G是 �3 �最优的.

引理 2
[ 6]

( i) 设 a1 , �, ap , A 为正实数且有 �
p

i= 1
a i � A , 则

�
p

i= 1
( 1/ ai ) � p

2
/ A .

( ii) 另外,如果 a1 , �, ap , A 是正整数, a, b 是整

数满足A = ap + b, 0 � b � p .那么 �
p

i= 1
(1/ a i ) � ( p -

b) / a + b/ ( a + 1) . 等式成立的充要条件是 p- b 个a i

等于a 且其余的a i 等于 a+ 1.

( iii) 设 f ( x )是在区间 [ L , R ]的连续凸函数, 并

且l , r � [ L , R] , l+ r= L+ R,则 f ( L) + f ( R) �f ( l )+

f ( r ) .

定理 4 � 设 G是 �3 �连通的围长大于等于 5的图,

如果

R( G) � 2+ 1
�
-

�3- 1
(3�- 1) (3�- 2)

+

� n- 3�- �3+ 2
( n- 3�+ 1) ( n- 3�)

,

则 G是 �3 �最优的.

证明 � 设 G 不是 �3�最优的,则 �3( G) < �3( G) .由

引理 1, 存在一个 �3�割 S = [ X , Y ] , 使得| X | , | Y | ��3

+ 3�3�- 1, 即 3�- 1 � | X | , | Y | � n- 3�+ 1.

因此,我们有 �
y � Y

d ( y ) < | Y | ( | Y | - 1) + �3 .根

据引理 2( ii) ,我们有

�
y � Y

1
d( y )

>
| Y | - �3
| Y | - 1

+
�3

| Y |
= 1+

1
| Y | - 1

-

� �3
| Y | ( | Y | - 1)

.

G有一个最小度为 �的点 v , 不妨假设 v � X . 那

么

�
x � X- v

d ( v) < ( | X | - 1)
2
+ �3 .

根据引理 2( ii) , 我们有

�
x � X

1
d( x )

>
1
�

+
| X | - 1- �3

| X | - 1
+
�3

| X |
= 1 +

� 1
�

-
�3

| X | ( | X | - 1)
.

因为 1/ ( | Y | - 1) �1/ ( n- 3�) ,则

R( G)> 2+
1
�
+

1
n- 3�

-
�3

| Y | ( | Y | - 1)
-

� �3
| X | ( | X | - 1)

.

考虑函数 g( t)=
1

t ( t- 1)
.容易验证 g�( t) > 0( t>

1) ,因此 g 是凸函数.又| X | , | Y | �3�- 1, | X | + | Y |

= n.根据引理 2( iii) , 我们有

1
| X | ( | X | - 1)

+ 1
| Y | ( | Y | - 1)

�

� 1
( 3�- 1) (3�- 2)

+
1

( n- 3�+ 1) ( n- 3�) .

又由于 �3 � �3- 1,则
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R( G)> 2+
1
�
+

1
n- 3�

-
�3- 1

(3�- 1) (3�- 2)
-

� �3- 1
( n- 3�+ 1) ( n- 3�)

= 2+
1
�
-

� �3- 1
( 3�- 1) (3�- 2)

+
n- 3�- �3+ 2

( n- 3�+ 1) ( n- 3�)
,

矛盾.
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Abstract: Let G= ( V , E) be a connected g r aph. A graph G is called �3�optimal, if �3 ( G) , w here �3 (G) = min{ | [ X , Y ] | : X � V , | X | =

3, G[ X ] is connected} . In this paper , we study the r elation bet ween R( G) and vertex number n, minimum degree �,�3 , and obtain a

function. If R(G) is not mo re than the function, then G is �3�opt imal.
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