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摘要 本文讨论了格中基子集、依次最短无关组及 Minkowski 约化基之间的向量长度关系, 利用无关

组与基之间的一些制约性质, 给出了 Minkowski 约化基达到依次最短长度, 以及依次最短无关组成为

Minkowski 约化基的一些充分条件.
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1 引言

欧氏空间 Rm 中一个 n维格 Λ是线性无关向量组 B = {b1, . . . , bn}的整系数线性组合的集合,即

Λ = Zb1 ⊕ · · · ⊕ Zbn = {∑n
i=1 xibi | xi ∈ Z, 1 6 i 6 n}, B 称为 Λ 的一组基. 当 n > 1 时，格 Λ 有无穷

多组基, 它们之间的变换矩阵构成了整系数一般线性群 GLn(Z).

近年来, 随着对格中计算问题的研究不断深入, 格模型越来越广泛地应用于计算科学的众多领域

之中. 例如在计算代数、计算数论以及密码学中, 一些困难问题的构造与求解都基于对格的性质的深

刻理解 (详见 [1–3]等). 其中的核心问题之一,就是寻找具有较好性质的格基 (即格基约化), 通常是选

择基向量长度较短以及基向量之间接近正交的格基.

为方便讨论, 下面列出文中涉及的有关格的一些重要概念和基本事实.

依次最短长度 (Successive Minima) n 维格 Λ 的依次最短长度 λ1(Λ), . . . , λn(Λ) 定义为 (可

参见 [4] 或 [1, 第 1 章])

λi(Λ) := inf {r > 0 | B(0, r)中包含Λ的线性无关向量组S,满足|S| > i}, 1 6 i 6 n,

即 λi(Λ) 是以原点为中心的包含 Λ 中至少 i 个线性无关向量的闭球的最短半径. 依次最短长度是格

Λ 的主要特征之一. 由定义可得, λ1(Λ) 6 · · · 6 λn(Λ).

依次最短无关组 (SMIV) n 维格 Λ 中的一个有序线性无关组 S = {s1, . . . , sk} 称为依次最短
无关组, 如果

‖si‖ = min {‖s′i‖ | s′i ∈ Λ且与s1, . . . , si−1线性无关}, 1 6 i 6 k.
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由定义易知, ‖s1‖ 6 · · · 6 ‖sk‖. 并且, 显然有

λi(Λ) 6 max{‖s1‖, . . . , ‖si‖} = ‖si‖.

另一方面, 对 ∀ ε > 0, 取 r = λi(Λ) + ε, 由 λi(Λ) 的定义, B(0, r) 中包含线性无关的向量组 {t1, . . . , ti},
其中必有某个 tj 与 s1, . . . , si−1 线性无关. 由 SMIV 的定义, 可知 ‖si‖ 6 ‖tj‖ 6 r = λi(Λ) + ε. 令

ε → 0, 我们得到 ‖si‖ 6 λi(Λ), 从而有

命题 1.1 SMIV 中向量的长度是唯一确定的. 若 {s1, . . . , sk} 是格 Λ 的一组 SMIV, 则

‖si‖ = λi(Λ), 1 6 i 6 k.

基子集 格 Λ 中线性无关向量组 B′ = {b1, . . . , bk} 称为基子集, 如果 B′ 能扩张为 Λ 的一组基.

在 [4]中, 基子集也被称为本原 (primitive)的向量组. 值得注意的是, Λ中的线性无关向量组未必构成

基子集.

依次最短基子集长度 类似于依次最短长度, 我们定义依次最短基子集长度为

µi(Λ) := inf {r > 0 | B̄(0, r)中包含Λ的基子集S,满足|S| > i}, 1 6 i 6 n.

这也是格 Λ 的重要特征, 并且显然有 µ1(Λ) 6 · · · 6 µn(Λ).

Minkowski 约化基 类似于 SMIV 的定义, n 维格 Λ 的一组有序基 B = {b1, . . . , bn} 称为
Minkowski 约化基 (简称为 M- 基), 如果

‖bi‖ = min{‖b′i‖ | b′i ∈ Λ且{b1, . . . , bi−1, b
′
i}构成基子集}, 1 6 i 6 n.

M- 基的前 k 个向量, 称为 M- 基子集. 由定义易见, ‖b1‖ 6 · · · 6 ‖bn‖, 并且

λi(Λ) 6 µi(Λ) 6 ‖bi‖, 1 6 i 6 n.

在 M-基的构造过程中,基向量 bi 的选择可能不唯一,所以格 Λ的 M-基是不唯一的. 不过,文献

[5] 中给出的下述结果表明, Λ 的 M- 基中前 4 个向量的长度是唯一确定的, 就是 λ1(Λ), . . . , λ4(Λ).

命题 1.2 设 B = {b1, . . . , bn} 是格 Λ 的一组 M- 基, 则

‖bi‖ = λi(Λ) = µi(Λ), 1 6 i 6 min{4, n}.

但当 i > 5 时, 三个长度却不是无条件相等的 (例 1.3, 见 [1, 第 7 章]). 而且, Ryskov 的工作表明,

当维数 > 7 时, 存在格 Λ, 其不同 M- 基中对应向量的长度也是不一致的 (详见 [6]).

例 1.3 设 n > 4, Λ 是欧氏空间 Rn 中由 bi = 2ei (1 6 i 6 n− 1) 和 bn = (1, . . . , 1)T 张成的 n

维格. 易知 B′ = {2e1, . . . , 2en} 是 Λ 中达到 λi(Λ) = 2 (1 6 i 6 n) 的一组 SMIV, 但却不是 Λ 的基. 另

一方面, Λ 的任一组基中必有一个坐标全为奇数的向量 b, 当 n > 5 时, ‖b‖ > √
n > λn(Λ) = 2.

事实上, 当 i > 5 时, 格 Λ 中 M- 基中向量 bi 的长度达到 λi(Λ) 的条件以及 SMIV 成为基子集的

条件都是开放性的问题. 本文通过对格中的线性无关组与相关基子集之间关系的研究, 证明了一个关

键引理 (Key Lemma). 利用这一结果, 我们给出了 i > 5 时 M- 基中向量 bi 能够达到 λi(Λ) 的一些充

分条件. 同样基于该引理, 我们讨论了 SMIV 成为 M- 基子集的条件, 证明了由 3 个向量组成的 SMIV

一定是 M- 基子集, 而 4 个向量的 SMIV 若不构成 M- 基子集, 只能是极特殊的一种情况, 并给出了多

于 4 个向量的 SMIV 成为 M- 基子集的充分条件. 最后, 综合起来给出 SMIV 与 M- 基子集等价的几

个充分条件.
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2 关键引理

关键引理的证明中需要用到下面两个引理. 首先, 通过对整系数矩阵做初等行变换, 应用带余除

法可得

引理 2.1 ([7, 第 2 章], 满秩整系数方阵的 Hermite 正规型 HNF) 设 M ∈ Zn×n 是一个满秩方

阵, 则存在 U ∈ GLn(Z), 使得 M = UH, 这里 H = (hij) 是一个非负整数系数上三角方阵, 其非对角

元均小于所在列的对角元. 这样, 若对某个 i 有 hii = 1, 则其所在列为 Rn 的第 i 个单位列向量 ei. 这

样的 H 称为 (方阵 M 的) Hermite 正规型.

引理 2.2 设 B = {b1, . . . , bn} 是欧氏空间中一组线性无关向量, B∗ = {b∗1, . . . , b∗n} 是对 B 作

Gram-Schmidt 正交化后得到的正交向量组, 则对任意 x ∈ spanR(B), 存在格点 a ∈ spanZ(B), 使得

x− a =
n∑

i=1

βib
∗
i , βi ∈ R,

满足 |βi| 6 1/2 对所有 1 6 i 6 n 都成立.

证明 设 x =
∑n

i=1 αib
∗
i ∈ spanR(B), 令 an = dαnc 为距 αn 最近的整数, x′ = x − anbn =∑n

i=1 α′ib
∗
i , 由于 b∗n 是 bn 在 spanR{b∗1, . . . , b∗n−1}⊥ 上的投影, 故有

|α′n| =
∣∣∣∣
〈x′, b∗n〉
‖b∗n‖2

∣∣∣∣ = |αn − an| 6 1
2
.

依次对下标 i = n− 1, n− 2, . . . , 1 实施上述逼近, 便得引理结果. 2

这种逐步改变目标向量使得它对 Gram-Schmidt 正交基的系数的绝对值 6 1/2 的方法, 一般叫做

规模约化 (size-reduction). 许多格基约化算法中, 例如著名的 LLL 算法, 都需利用该方法对格基进行

约化.

下面的引理是证明本文主要结果的基础.

引理 2.3 (关键引理) 设 Λ 是一个 n 维格, S = {s1, . . . , sk} 是 Λ 中线性无关的向量组, 则存在

Λ 的一个基子集 R = {r1, . . . , rk} 和对角元为正整数的整系数上三角方阵 T ∈ Zk×k 使得 S = RT . 进

一步, 设 S∗ = {s∗1, . . . , s∗k} 和 R∗ = {r∗1 , . . . , r∗k} 分别是 S 和 R 做 Gram-Schmidt 正交化得到的正交

向量组, 则有 s∗i = tiir
∗
i , 并且对任意的 1 6 i 6 k,

(1) 若 tii = 1, 则 ri = si;

(2) 否则 tii > 2, 并且

‖ri‖ 6

√√√√
i−1∑

j=1

‖s∗j‖2
4

+
‖s∗i ‖2

t2ii
6

√∑i
j=1 ‖s∗j‖2

2
6

√∑i
j=1 ‖sj‖2

2
.

证明 只需证明 k = n 的情形. 当 k < n 时, 将 S 扩展为 Λ 中 n 个线性无关向量即可.

首先, 任取格 Λ 的一组基 R′ = {r′1, . . . , r′n}, 则存在整系数矩阵 T ′ ∈ Zn×n 使得 S = R′T ′. 由于

S 是线性无关的, det(T ′) 6= 0, 即 T ′ 是满秩的. 根据引理 2.1, 存在 U ∈ GLn(Z), 使得 T ′ = UT , T 为

方阵 T ′ 的 Hermite 正规型. 令 R = R′U , 则 R = {r1, . . . , rn} 也是格 Λ 的基, 并且有

S = R′T ′ = R′UT = RT.

这样,

spanR{s1, . . . , si} = spanR{r1, . . . , ri}, 1 6 i 6 n.
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而 S∗ 和 R∗ 是由 S 和 R 做 Gram-Schmidt 正交化得到的, 所以

spanR{s∗1, . . . , s∗i } = spanR{r∗1 , . . . , r∗i }, 1 6 i 6 n.

由于 s∗i 和 r∗i 分别为 si 和 ri 在 spanR{r∗1 , . . . , r∗i−1}⊥ 中的投影, 故对所有的 1 6 i 6 n, 有 s∗i = tiir
∗
i .

依次对 i = 1, . . . , n, 根据 T 的对角元的情况, 调整基向量 ri 如下:

(1) 当 tii = 1 时, 由引理 2.1, T 的第 i 列为单位向量 ei, 即 ri = si. 此时不做调整.

(2) 否则, 便有 tii > 2. 设 u = ri − r∗i , 则 u ∈ spanR{s1, . . . , si−1}. 由引理 2.2, 存在格点

v ∈ Zs1 ⊕ · · · ⊕ Zsi−1 ⊆ Zr1 ⊕ · · · ⊕ Zri−1,

使得 u− v =
∑i−1

j=1 βjs
∗
j , 满足 |βj | 6 1/2. 从而

‖u− v‖2 =
i−1∑

j=1

β2
j ‖s∗j‖2 6

i−1∑

j=1

‖s∗j‖2
4

.

令 r′i = ri − v, 由 r∗i⊥(u− v) 知

‖r′i‖2 = ‖r∗i + u− v‖2 = ‖u− v‖2 + ‖r∗i ‖2 6
i−1∑

j=1

‖s∗j‖2
4

+
‖s∗i ‖2

t2ii
.

用 r′i 代替 ri, 则 {r1, . . . , ri−1, r
′
i, ri+1, . . . , rn} 仍然是 Λ 的一组基, 不妨仍记为 R. 此时, S 对 R 的坐

标矩阵 T 中只有从 i 列起的前 i − 1 行的元素可能发生变化, 且第 i 列以后的单位向量所在列不变.

因此, 整系数矩阵 T 对指标 j 6 i, 都满足了引理结论.

依次而为, 逐步调整基向量, 最终便构造出对所有的 i 都满足条件 (1) 和 (2) 的 Λ 的一组基. 2

推论 2.4 在关键引理中, 若向量组 S = {s1, . . . , sk} 的前 k − 1 个向量构成基子集, 则可取基子

集 R = {s1, . . . , sk−1, rk} 和前 k − 1 列为单位向量的矩阵 T , 使得 S = RT , 并满足相应的结论. 进一

步地, 若 S 不是基子集, 则

‖rk‖ 6

√√√√
k−1∑

i=1

‖s∗i ‖2
4

+
‖s∗k‖2
t2kk

6

√∑k
i=1 ‖s∗i ‖2

2
6

√∑k
i=1 ‖si‖2
2

6
√

k

2
max{‖si‖ | 1 6 i 6 k}.

证明 在关键引理证明中, 取向量 r′k 使得 R = {s1, . . . , sk−1, r
′
k} 是格 Λ 的初始基子集, 则 S 关

于 R 的坐标矩阵的前 k− 1列已经是单位向量. 因此, 只需要把最后的 r′k 调整为 rk. 这样, 当 S 不是

基子集时, tkk > 2, 得到的 rk 便满足结论. 2

注记 由推论 2.4, 即可推得命题 1.2.

3 Minkowski 约化基的向量长度达到 λi 的充分条件

由例 1.3 可知, n > 5 时 M- 基的向量不一定能达到依次最短长度. 而本节的讨论表明, 如果格的

依次最短长度有较显著的递增变化, 其 M- 基的向量长度便能达到依次最短长度.

定理 3.1 设 n > 5, 如果 n 维格 Λ 满足
∑j−1

i=1 λi(Λ)2 6 3λj(Λ)2 (记为条件 Cj), 对 5 6 j 6 k 都

成立, 则对 Λ 的任一 M- 基子集 {b1, . . . , bk}, 有

‖bj‖ = λj(Λ) = µj(Λ), 1 6 j 6 k.
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证明 应用归纳法. 由命题 1.2,当 1 6 j 6 4时,结论成立. 假设结论对 1 6 j 6 k− 1都成立,此

时 {b1, . . . , bk−1} 是一组 SMIV, 取 b′k ∈ Λ, 使得 {b1, . . . , bk−1, b
′
k} 也构成一组 SMIV, 则 ‖b′k‖ = λk(Λ).

(1) 如果 {b1, . . . , bk−1, b
′
k} 是一个基子集, 则有

‖bk‖ 6 ‖b′k‖ = λk(Λ) 6 µk(Λ) 6 ‖bk‖.

(2) 否则, 由推论 2.4 及条件 Ck, 存在基子集 {b1, . . . , bk−1, rk} 使得

‖rk‖ 6

√∑k−1
i=1 ‖bi‖2 + ‖b′k‖2

2
=

√∑k
i=1 λi(Λ)2

2
6

√
4λk(Λ)2

2
= λk(Λ),

因此, 由 M- 基的定义得

‖bk‖ 6 ‖rk‖ 6 λk(Λ) 6 µk(Λ) 6 ‖bk‖.

综合 (1) 和 (2), 当 j = k 时, 结论也成立. 由归纳法可得定理成立. 2

进一步, 我们可得更简洁的充分条件如下.

定理 3.2 对 n > 5, 如果 n 维格 Λ 满足 λj−1(Λ)
λj(Λ) 6

√
3

2 , 对 5 6 j 6 k 都成立, 则对 Λ 的任一 M-

基子集 {b1, . . . , bk}, 有
‖bj‖ = λj(Λ) = µj(Λ), 1 6 j 6 k.

证明 首先, 当 j = 5 时, 有

4∑

i=1

λi(Λ)2 6 4λ4(Λ)2 6 3λ5(Λ)2,

即条件 C5 是成立的. 归纳假设当条件 Cj−1 成立时, 由 λj−1(Λ)
λi(Λ) 6

√
3

2 可以推出

j−1∑

i=1

λi(Λ)2 =
j−2∑

i=1

λi(Λ)2 + λj−1(Λ)2 6 3λj−1(Λ)2 + λj−1(Λ)2 = 4λj−1(Λ)2 6 3λj(Λ)2,

即条件 Cj 也成立. 这样条件 Cj 对 5 6 j 6 k 都成立, 由定理 3.1 可得结论. 2

4 依次最短无关组成为 M- 基子集的充分条件

本节我们讨论格中依次最短无关组 SMIV 在什么条件下能成为一个基子集. 首先有下面的简单

事实.

命题 4.1 设 {b1, . . . , bk}是 n维格 Λ的一组 SMIV,如果 {b1, . . . , bk}是基子集,则它一定是 M-

基子集, 即是某个 M- 基的前 k 个向量, 并且有

‖bi‖ = λi(Λ) = µi(Λ), 1 6 i 6 k.

证明 首先 b1 是 Λ 中最短的非零向量, 它是某组 Minkowski 约化基中第 1 个向量. 假设

{b1, . . . , bi−1} 已经是某个 Minkowski 约化基的前 i − 1 个向量, 取 b′i ∈ Λ 使得 {b1, . . . , bi−1, b
′
i} 是

某个 Minkowski 约化基的前 i 个向量, 显然它们线性无关. 由于 ‖bi‖ = λi(Λ), 可知

‖bi‖ = λi(Λ) 6 µi(Λ) 6 ‖b′i‖.
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又因 {b1, . . . , bi} 是基子集, 由 Minkowski 约化基的定义, 上式表明 {b1, . . . , bi} 也是一个 M- 基子集,

且 ‖bi‖ = λi(Λ) = µi(Λ) = ‖b′i‖. 归纳得到结论. 2

下面的定理是本节的主要结论.

定理 4.2 设 {b1, . . . , bk} 是 n 维格 Λ 的一组 SMIV, 则

(1) 当 1 6 k 6 3 时, {b1, . . . , bk} 是 M- 基子集, 此时 ‖bi‖ = λi(Λ) = µi(Λ) (1 6 i 6 k).

(2) 当 k = 4 时, 存在格向量 b′4 ∈ Λ, 使得 {b1, b2, b3, b
′
4} 构成 M- 基子集, 并且有正整数 d, 使得

b4 ∈ db′4 + spanZ{b1, b2, b3}.

(i) 若 d = 1, 则 {b1, b2, b3, b4} 是 M- 基子集, 此时 ‖b4‖ = λ4(Λ) = µ4(Λ);

(ii) 若 d > 1, 则 {b1, b2, b3, b4} 不是 M- 基子集. 此时 b1, b2, b3, b4 是互相正交的等长向量, 且

b′4 =
1
2

( 3∑

j=1

xjbj + b4

)
,

其中 xj = ±1, ‖b′4‖ = λj(Λ) = µj(Λ), 1 6 j 6 4.

(3) 当 k > 4 时, 如果 Λ 满足
∑j−1

i=1 λi(Λ)2 < 3λj(Λ)2 (条件 C ′j) 对 4 6 j 6 k 成立, 则 {b1, . . . , bk}
是 M- 基子集, 且有 ‖bj‖ = λj(Λ) = µj(Λ) (1 6 j 6 k).

证明 (1)当 1 6 k 6 3时,若结论不成立,则有 j 6 k使得 {b1, . . . , bj−1}是基子集,而 {b1, . . . , bj}
不是基子集, 根据推论 2.4 可知, 必有基子集 {b1, . . . , bj−1, rj} 满足

‖rj‖ 6
√

j

2
‖bj‖ < ‖bj‖.

另一方面, 显然有 ‖bj‖ = λj(Λ) 6 ‖rj‖, 得出矛盾.

(2) 由 (1) 知, {b1, b2, b3} 是 Λ 的一个基子集. 对于 {b1, . . . , b4}, 由关键引理, 存在基子集 {b1, . . . ,

b3, b
′
4} 和正整数 t44, 使得 b4 ∈ t44b

′
4 + spanZ{b1, . . . , b3}. 令 d = t44, 则有:

(i) 若 d = 1, 则有 b′4 ∈ db4 + spanZ{b1, b2, b3}, 故 {b1, . . . , b4} 也是基子集, 结论成立.

(ii) 若 d > 1. 此时, 由 ‖b1‖ 6 ‖b2‖ 6 ‖b3‖ 6 ‖b4‖, 得到

‖b4‖ = λ4(Λ) 6 ‖b′4‖ 6

√√√√
3∑

j=1

‖b∗j‖2
4

+
‖b∗4‖2

d2
6

√∑4
j=1 ‖b∗j‖2

2
6

√∑4
j=1 ‖bj‖2

2
6 ‖b4‖.

因此, 上面不等式中的每一项都相等, 这意味着 ‖b′4‖ = ‖b1‖ = · · · = ‖b4‖, 并且 d = 2, ‖b∗j‖ = ‖bj‖, 对
1 6 j 6 4都成立,这里 {b∗1, . . . , b∗4}是 {b1, . . . , b4}做 Gram-Schmidt正交化得到的向量组. 因此,对每

个 1 6 j 6 4, b∗j = bj . 这样得到, b1, . . . , b4 是彼此正交的等长向量. 由于 d = 2, 不妨设

2b′4 =
3∑

j=1

xjbj + b4, xj ∈ Z.

计算模长可得,

4‖b′4‖2 =
3∑

j=1

x2
j‖bj‖2 + ‖b4‖2,

即 x2
1 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 3, 从而 x2
j = 1, xj = ±1, 1 6 j 6 3. 结论获证.
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(3) 同样由推论 2.4, 若 {b1, . . . , b4} 不是基子集, 则存在基子集 {b1, . . . , b3, b
′
4}, 使得

‖b4‖ = λ4(Λ) 6 ‖b′4‖ 6

√∑3
j=1 ‖bj‖2 + ‖b4‖2

2
<

√
3‖b4‖2 + ‖b4‖2

2
= ‖b4‖,

得到矛盾. 因此 {b1, . . . , b4} 是 M- 基子集. 对 5 6 j 6 k, 利用条件 C ′j 和同样的推理, 由归纳法可得

{b1, . . . , bk} 是 Λ 的 M- 基子集. 2

注记 定理 4.2(2) 的 (ii) 表明, 由 4 个向量组成的 SMIV 如果不是基子集, 本质上只能是第 1

节中给出的例子. 当 n = 4 时, {2e1, 2e2, 2e3, 2e4} 是格 Λ 的一组 SMIV, 但却不是 Λ 的基. 而格基

{2e1, 2e2, 2e3,1} 中 1 = (1, 1, 1, 1)T 恰好是 1
2

∑4
i=1 2ei.

类似于定理 3.2, 我们有

定理 4.3 设 n > 5, 若 5 维格 Λ 满足
∑3

i=1 λi(Λ)2 < 3λ4(Λ)2, 并且 λj−1(Λ)
λj(Λ) 6

√
3

2 对 5 6 j 6 k

都成立, 则 Λ 中的 SMIV{b1, . . . , bk} 必是 M- 基子集, 且有 ‖bj‖ = λj(Λ) = µj(Λ), 1 6 j 6 k.

证明 根据定理 4.2(3), 我们只需验证条件 C ′j 对 5 6 j 6 k 都成立. 当 j = 5 时,

4∑

i=1

λi(Λ)2 =
3∑

i=1

λi(Λ)2 + λ4(Λ)2 < 4λ4(Λ)2 6 3λ5(Λ)2,

即条件 C ′5 成立. 假设条件直到条件 C ′j−1 成立, 则

j−1∑

i=1

λi(Λ)2 =
j−2∑

i=1

λi(Λ)2 + λj−1(Λ)2 < 4λj−1(Λ)2 6 3λj(Λ)2,

由归纳得到, 条件 C ′j 对 5 6 j 6 k 都成立. 2

最后, 结合上一节中定理 3.1 和 3.2, 我们得到格中 SMIV 与 M- 基子集等价的充分条件.

定理 4.4 设 B = {b1, . . . , bk} 是 n 维格 Λ 中的线性无关向量组,

(1) 当 1 6 k 6 min{3, n} 时, 则 B 是 SMIV⇔ B 是 M- 基子集;

(2) 当 k > 4 时,

(i) 条件 (C ′j) 对 4 6 j 6 k 都成立, 则 B 是 SMIV⇔ B 是 M- 基子集.

(ii) 若条件 (C ′4) 成立, 并且若
λj−1(Λ)
λj(Λ)

6
√

3
2

对 5 6 j 6 k 成立, 则 B 是 SMIV⇔ B 是 M- 基子集. 2
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Some sufficient conditions of the equivalence between successive
minimal independent vectors and Minkowski-reduced basis in lat-
tices
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Abstract In this paper, we discuss the relationship of vector length among the subsets of basis, successive

minima independent vectors and Minkowski-reduced basis. We get some sufficient conditions under which the

length of Minkowski-reduced basis reaches successive minima. Furthermore, some sufficient conditions are given

under which successive minima independent vectors become Minkowski-reduced basis.

Keywords: lattice, successive minima, successive minimal independent vectors, Minkowski-reduced basis

MSC(2000): 11H50, 11H55

730


