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摘要 本文提出一种基于 Fiducial推断的模型不确定度量, 给出基于 Fiducial边际似然的高维线性回

归变量选择方法改进 ε- 容许集 (ε-admissible set, EAS) 方法. 在传统的稀疏性假设下, 本文证明该方

法所选择的最优模型具有相合性. 此外, 本文还建议使用一种快速的算法来挑选阈值参数. 本文通过

模拟研究验证了所提出方法的优越性, 并使用所提出的方法分析了一个真实数据案例.
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1 引言

变量选择是统计学习中的一个重要步骤, 主要分为两大类: (1) 以优化理论为支撑的正则化变量

选择; (2) 构建候选模型的概率描述. 第二类中最具代表性的是 Bayes 变量选择.

正则化变量选择因其计算速度快和对超高维度数据具有良好的适应性而得到迅速发展.最具代表

性的方法包括最小绝对值收敛和选择算子 (least absolute shrinkage and selection operator, LASSO) [22]、

平滑剪切绝对偏差 (smoothly clipped absolute deviation, SCAD)惩罚 [6]、弹性网 (elastic net, EN) [29]、

自适应 LASSO [28]、极小极大凹惩罚 (minimax concave penalty, MCP) [26] 和 spike-and-slab LASSO [19]

等. 众所周知, 正则化方法不能给出所选模型是最优模型的概率保证, 并且这些方法普遍缺乏一些重

要的统计性质 (参见文献 [11]).

Bayes变量选择方法包括基于边际似然的最高模型后验准则和偏差信息准则 (deviance information

criterion, DIC) [21]. 前者通过 Bayes 后验概率对候选模型进行概率描述, 并选择后验概率最大的模型

作为最优模型. 该方法克服了正则化方法的不足. 与 Bayes 信息准则 (Bayesian information criterion,

BIC) [20] 相关的 Bayes 因子 [2–5,15] 也可以通过后验概率来构造. DIC 包含模型的拟合优度和对模型

复杂度的惩罚两部分. 该准则可以通过基于抽样的方法来估计, 并且在各种 Bayes 软件包中很容易获
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得. Johnson 和 Rossell [14] 通过模型参数的非局部先验密度将 Bayes 变量选择方法推广到高维情形.

然而, Bayes变量选择方法仍然面临着诸多挑战.一方面是模型和参数先验分布的选择问题;另一方面,

Maity 等 [18] 指出, DIC 不能对数据生成模型和过拟合模型进行渐近区分.

为了弥补这些不足, Hannig等 [9] 提出了基于 Fiducial推断的 Fiducial变量选择范式,以便在不给

定主观先验信息的情形下获得参数空间的有意义的概率描述. 然而当 p较大时,由于此方法需要遍历整

个候选模型集合,导致计算量极大.此外,在高维情形下需要考虑的候选模型太多,通常会导致包括真实

模型在内的所有候选模型均被分配一个任意小的模型概率 [7],以至于真实模型所反映的信号十分微弱,

并不能达到变量选择的目的. 为了减少候选模型的个数,从而减轻计算负担, Williams和 Hannig [23] 引

入了容许集的概念,极大地压缩了候选模型集合.这项工作带来了一种新的 Fiducial变量选择方法,被

称为 ε-容许集 (ε-admissible set, EAS).随后 EAS方法得到了迅速的发展, Koner和Williams [16]不仅将

EAS方法推广到了多响应变量的高维线性回归问题中,还改善了 EAS的实现算法,并且描述了如何挑

选一个调优参数 ε 的更新版本. 最近, Williams 等 [25] 进一步将 EAS 方法推广到了向量自回归模型.

EAS 需要对真实模型的模型长度 po 进行估计. 模拟研究表明 EAS 对 po 的选择是敏感的: 当 po

被低估时, EAS 的表现非常好; 但当 po 被准确估计或高估时, EAS 的错误识别率会增加, 从而导致过

拟合现象. 这可能会引起一些担忧, 因为在高维问题的研究中, 真实模型的稀疏度往往是被高估的. 此

外当样本量比较大时, EAS 的表现性能良好; 而当样本量比较小时, EAS 的效果还有待提高. 值得注

意的是, 当 p > n 时, 高维回归模型的回归系数并不存在唯一的最小二乘估计. 事实上, 现有文献的各

种变量选择策略主要都是施加一定的稀疏性假设, 使得高维问题在数学上可处理. 尽管稀疏性假设实

际上并不一定正确, 但就目前而言这是必要的. 为了方便在数学框架下讨论高维变量选择问题, 本文

在一定的稀疏性假设下进行研究.

本文尝试使用充分统计量代替样本来构建参数的 Fiducial分布,并提出一种基于 Fiducial推断的

模型不确定性度量新方法, 该方法同时考虑了参数的 Fiducial 分布和似然函数. 进一步地, 将所提出

的模型概率度量整合到 EAS中,提出了一个 Fiducial变量选择准则.该准则可以很好地处理高维甚至

超高维的情形. 第 2 节提出一种新的模型不确定性度量方法, 以此构建 Fiducial 边际似然函数, 并简

要介绍 EAS方法, 最后给出一种新的 Fiducial变量选择准则 (Fiducial model selection criteria, FMC).

第 3 节提出一种有效的算法来解决所提出的变量选择准则的实现问题, 并讨论阈值参数 po 的选择问

题. 第 4 节相比于已有变量选择方法, 通过数值模拟试验来研究本文所提出的方法的数值表现. 第 5

节通过分析核黄素产量的真实数据案例进一步说明本文所提出的方法. 第 6 节对全文进行总结并讨

论未来的研究方向. 相关假设和技术证明在附录 A 中.

2 FMC 变量选择方法

本节首先基于充分统计量的结构方程给出回归模型参数的 Fiducial分布,然后引入一种模型不确

定性度量, 并将其与 EAS 相结合, 提出一个基于 Fiducial 边际似然的变量选择准则.

考虑 n 个独立的观测 (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n), 其中 xi ∈ Rp, yi ∈ R. 令 y = (y1, . . . , yn)
T 以及

X = (x1, . . . , xn)
T, 其中 xi 为 p 维列向量. S = {M | M ⊂ {1, 2, . . . , p}} 是所有模型所构成的集合, 则

集合 S 中包含 2p 个候选模型. 对于候选模型 M , 记 |M | 是模型 M 的模型长度. 本文考虑回归系数

为 βM、误差项为 εM ∼ Nn(0, σ
2
MIn) 的多元正态线性模型

Y = XMβM + εM , (2.1)

840



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 6 期

其中设计矩阵 XM 定义为仅由 M 对应的 X 的那些列组成的矩阵, βM 是由 M 对应的 β 的那些元素

所构成的 |M | 维向量. 令 θM = (βM , σM ) ⊂ ΘM , 其中 ΘM 是第 M 个模型的参数空间. 令 Mo ∈ S 为

真实模型, 变量选择的目标是在 2p 个候选模型中识别出真实模型 Mo.

2.1 基于充分统计量的结构方程

Fiducial 推断的目的是在没有先验信息的情形下构造参数空间的有意义的概率描述. 考虑结构

方程

Y = G(M,U, θM ), M ∈ S, θM ∈ ΘM , (2.2)

其中 U 的分布是完全已知的. 如果 Y = y 被观测, 并且关于 θM 的逆 G−1 存在, 则 θM 的分布可

以通过反解结构方程 (2.2) 获得, 即 θM = G−1(M,y, u). 如果 U 被重复抽样, 通过结构方程的逆可以

得到一组关于 θM 的随机样本, 该随机样本称为 θM 的 Fiducial 样本. 记 r(θM | y) 表示 θM 对应的

Fiducial 密度. 若对似然函数 f(y, θ) 施加一定的光滑性假设, 则 r(θM | y) 可以表示为 (参见文献 [9])

r(θM | y) = f(y, θM )JM (y, θM )∫
ΘM

f(y, θM )J(y, θM )dθM
, (2.3)

其中, JM (y, θM ) = D( d
dθM

G(M,u, θM ) |u=H(M,y,θM )), D(A) = (detATA)1/2, y 和 u分别满足 y = G(M,

u, θM ) 和 u = H(M,y, θM ). 基于 (2.3) 的推断无论是在理论上还是在模拟上都取得了很好的结果 (参

见文献 [9]). 给定 (2.3), Hannig [8] 定义了模型 M 的概率度量为

r(M | y) =
∫
ΘM

r(θM | y)dθM∑
M ′∈S

∫
ΘM′

r(θM ′ | y)dθM ′
=

∫
ΘM

f(y, θM )J(y, θM )dθM∑
M ′∈S

∫
ΘM′

f(y, θM ′)J(y, θM ′)dθM ′
, (2.4)

将其命名为模型 M 的 Fiducial 密度. 针对模型 (2.1), 上述结果可以简化为

r(θM | y) ∝ |XT
MXM | 12RSS

1
2

Mσ
−(n+1)
M exp

{
− RSSM

2σ2
M

}
, (2.5)

从而模型 M 的 Fiducial 密度为 r(M | y) ∝ π
|M|
2 Γ(n−|M |

2 )RSS
−n−|M|−1

2

M , 其中 RSSM = ∥Y −XM β̂M∥22.
直接使用 M̂ = argmaxM∈S r(M | y) 作为变量选择准则会导致过拟合现象, 即会倾向于选择一个更大

的模型. 一个自然的想法是通过引入适当的惩罚来解决这个问题, 如最小描述长度原则 [10] 或者 EAS

方法 [23] (后面会详细介绍).

值得注意的是, 在 (2.4) 中使用的表达式 r(θM | y) 是通过样本推导出来的, 并且涉及偏导数
d

dθM
G(M,u, θM ) 的计算. 为了避免这种计算, 本文从充分统计量的结构方程入手推导 θM 的 Fiducial

分布.

对于模型 (2.1), (βM , σ2
M ) 的充分统计量为

(β̂M , σ̂2
M ) =

(
(XT

MXM )−1XT
MY,

RSSM
n− |M |

)
. (2.6)

注意到 β̂M ∼ N|M |(βM , σ2
M (XT

MXM )−1), (n−|M |)σ̂2
M ∼ σ2

Mχ2
n−|M |. 令 Z ∼ N|M |(0, I|M |), U ∼ χ2

n−|M |,

并且两者相互独立, 则有

β̂M = βM + σM (XT
MXM )−

1
2Z, (n− |M |)σ̂2

M = σ2
MU.
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当给定观测值 y 和 (z, u) 时, 该结构方程的逆存在唯一解

βM = β̂M − σM (XT
MXM )−

1
2 z 和 σ2

M =
(n− |M |)σ̂2

M

u
. (2.7)

于是参数 βM 和 σM 的密度函数为

rnew(βM | σM ) = (2πσ2
M )−

|M|
2 |(XT

MXM )| 12 exp
{
− ∥XM (βM − β̂M )∥22

2σ2
M

}
,

rnew(σM ) =
RSS

n−|M|
2

M

2
n−|M|

2 −1Γ(n−|M |
2 )

σ
−(n−|M |+1)
M exp

{
− RSSM

2σ2
M

}
.

因此参数向量 θM = (βM , σ2
M ) 的密度为

rnew(θM | y) = π− |M|
2

2
n
2 −1Γ(n−|M |

2 )
RSS

n−|M|
2

M |XT
MXM | 12σ−(n+1)

M exp

{
− ∥y −XMβM∥22

2σ2
M

}
. (2.8)

上述密度称为 θM 的 Fiducial 密度, 与 (2.5) 略有不同. 它可以用于推断或构造变量选择准则, 并发挥

着类似于 Hannig 等 [9] 提出的 (2.5) 的作用.

2.2 一种度量模型不确定性的新方法

在 Bayes 推断中, Bayes 边际似然被用来构建 Bayes 变量选择准则. 对于模型 (2.1), 其 Bayes 边

际概率为

P(y | M) ,
∫
ΘM

f(y | θ,M) · π(θM )dθM ,

其中 f(y | θ,M) 和 π(θM ) 是模型 (2.1) 的似然函数和先验分布. 则模型 (2.1) 的后验概率由下式给出:

P(M | y) = P(y | M)π(M)∑
M ′∈S P(y | M ′)π(M ′)

∝ P(y | M)π(M),

其中 π(M)是模型 (2.1)在模型空间 S 中的先验概率.由此可知, Bayes变量选择的表现性能在很大程

度上依赖于先验概率 π(M). 本文将 Bayes边际似然中的 π(M)替换为 rnew(θM | y),后者称为 Fiducial

边际似然函数, 定义如下:

定义 2.1 令 f(y | θ,M) 为第 M 个模型下观测样本的似然函数, rnew(θM | y) 为 θM 的 Fiducial

密度, 则

Pr(y | M) ,
∫
ΘM

f(y | θ,M) · rnew(θM | y)dθM (2.9)

称为 Fiducial 边际似然 (Fiducial marginal likelihood, FML) 函数.

假设所有模型的先验分布 π(M) 为均匀分布, 则有

Pr(M | y) = Pr(y | M)π(M)∑
M ′∈S Pr(y | M ′)π(M ′)

∝ Pr(y | M). (2.10)

Fiducial 边际似然函数和 Bayes 边际似然的不同在于, 用 rnew(θM | y) 替换了 P(M | y) 中的
π(M), 即参数的先验分布被参数的 Fiducial 分布所代替. 由于 rnew(θM | y) 允许试验者以客观的角度

842



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 6 期

获取参数的信息, 并且这使得研究其大样本性质成为可能. 进一步, 因为 Pr(M | y) 反映了观测样本更
可能来自哪个模型, 所以 Pr(M | y) 可以被用于推断或者构建变量选择准则. 类似的思想被 Williams

等 [24] 用于构造广义 Fiducial 因子, 它可以作为 Bayes 因子的有效替代. 但二者关注的问题不同: 本文

旨在解决试验者基于观测数据寻找最优拟合模型的问题,而文献 [24]则是解决基于观测数据进行预测

的问题, 所以二者有所区别. 进一步地, 与直接使用 Fiducial 分布 r(M | y) 的变量选择准则相比, 基于

Fiducial边际似然函数的准则综合了 Fiducial分布 (2.8)和似然函数的优点, 从而更具优势. 基于这种

模型不确定性度量 (2.10), 本文提出一种新的 Fiducial 变量选择准则.

2.3 EAS 方法的介绍

为了压缩候选模型集, 应使任何一个候选模型都是非冗余的, 以便候选的真实模型包含解释或预

测观测数据所需的最少信息. 这个动机启发了 Williams 和 Hannig [23] 提出如下的 ε- 容许集的定义.

定义 2.2 给定 ε > 0, 当一个带有指标集 M ⊂ {1, 2, . . . , p} 的系数向量 βM 满足 h(βM ) = 1 时,

该系数向量称为 ε- 容许的, 其中

h(βM ) := I

{
1

2
∥XT(XMβM −Xbmin)∥22 > ε

}
,

bmin 是条件 ∥b∥0 6 |M | − 1 下优化问题 minb∈Rp
1
2∥X

T(XMβM −Xb)∥22 的解.

值得注意的是, 候选模型集的压缩依赖于 ε, 选取合适的 ε 在执行 EAS 的过程中起着关键作用.

本文建议使用以下规则来确定 ε:

ε = ΛM σ̂2
M

(
n0.51

9
+ |M | log(pπ)

1.1

9
+ 1− p0

)
+

, (2.11)

其中, ΛM := ∥HMX∥2Frobenius, HM := XM (XT
MXM )−1XT

M , σ̂2
M := RSSM

n−|M | . 易见 EAS 的表现受阈值参

数 po 的影响. 阈值参数 po 反映了试验者对真实模型 Mo 的稀疏程度的认知, 它可以直接被指定或通

过数据驱动的方法来获得. 值得注意的是, 由 (2.11) 知, po 与 ε 成反比, 这从侧面反映出较小的 ε 会

导致较大的 po, 较大的 po 对概率描述准则的识别能力要求更高. 本文将在后面详细讨论如何给出阈

值参数 po 的合理估计.

Williams 和 Hannig [23] 将 θM 的 Fiducial 分布限制在容许的集合上, 推导出相应的 Fiducial 概率

密度

rε(M | y) ∝ π
|M|
2 Γ

(
n− |M |

2

)
RSS

−n−|M|−1
2

M E(h(βM )), M ∈ S, (2.12)

其中期望是相对于 βM 的 Fiducial 分布而言的. 具有最高 Fiducial 概率 rε(M | y) 的模型作为最优模
型, 此方法称为 EAS.

2.4 基于 Fiducial 边际似然的变量选择准则

受到 EAS 的启发, 本文也将参数 θM 的 Fiducial 密度 (2.8) 限制到容许的集合上, 即

rεnew(θM | y) , rnew(θM | y) · h(βM ). (2.13)

限制后的结果可以推导出对应的 Pε
r(M | y), 具体结果由命题 2.1 中给出.
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命题 2.1 对于模型 M , 参数 βM 的 Fiducial 分布满足

tn−|M |

(
β̂M ,

RSSM
n− |M |

(XT
MXM )−1

)
, (2.14)

所以基于 Fiducial 密度 (2.13) 的 Fiducial 边际似然函数具有下述的具体形式:

Pε
r(y | M) ∝ E{h(βM )[∥y −XMβM∥22]−

n
2 },

其中期望是相对于参数 βM 的 Fiducial 分布而言的. 进一步地, 假设所有模型的先验分布 π(M) 都是

均匀分布, 则有

Pε
r(M | y) ∝ E{h(βM )[∥y −XMβM∥22]−

n
2 }. (2.15)

综上所述, 基于 Fiducial 边际似然的变量选择准则最终被给出, 即

M̂ = arg max
M∈S

Pε
r(M | y). (2.16)

该变量选择方法简称为 FMC. 通过 ε- 容许集方法极大地压缩了候选模型集, 使得本文提出的变量选

择方法 (2.16) 能够应用于高维甚至超高维设置. 观察 (2.13) 和 (2.15), 可以得知模型的概率描述是建

立在所有候选模型集上的, 然而对于那些不被容许的集合, 被分配的模型概率可以忽略不计. 相应地,

真实模型的信号所反映的信号变得更强. 进一步地, 定理 2.1 表明在一定条件下, 即便是 p ≫ n, 这些

可忽略的概率也会随着样本量的增大而逐渐趋于 0, 即当 n → ∞ 时, Pε
r(Mo | y) 渐近收敛于 1.

对于模型 (2.1), XM 是一个 n × |M | 的矩阵, 其各列的长度为 1. Mo 指的是真实模型所具有的

积极变量集, 且 β0
M = (XT

MXM )−1XT
MXMoβ

0
Mo

. 对于 j ∈ {1, . . . , p}, 定义下面的子集类 Mj := {M
̸= Mo : |M | = j}.
定理 2.1 假设附录 A 中的条件 A.1–A.4 均成立. 则真实模型 Mo 满足, 当 n → ∞ 时,

Pε
r(Mo | y)∑nα

j=1

∑
M :|M |=j P

ε
r(M | y)

Py−→ 1.

定理 2.1 表明, 当 n 足够大时, 真实模型的 Fiducial 密度 Pε
r(M | y) 与满足 |M | 6 nα 的所有

其他协变量子集 M 的 Fiducial 密度总和之比在概率上收敛于 1. 在条件 A.1–A.4 下, Fiducial 密度

Pε
r(M | y) 集中于真实模型 Mo, 即本文提出的准则所选择的最优模型具有相合性.

Ghosh和 Ghattas [7] 认为协变量子集的联合概括统计量对共线性更稳健. 与基于正则化的变量选

择方法相比, FMC 提供了协变量子集上 Fiducial 分布的估计以及足够的理论保证. 在实践中, 候选模

型的这种保证是非常重要的. 另外, 本文所提出的准则包括两个组成部分: 拟合优度和模型复杂度惩

罚, 并以乘法的形式存在. 相对于 (2.12), (2.15) 的表达式更简单, 且更容易计算.

3 FMC 的实现

3.1 算法

实现变量选择准则 FMC的关键在于如何有效地从 Fiducial密度 Pε
r(M | y)中抽取 M . 由于无法

获得概率质量函数的封闭形式, 本文采用基于分组独立 Metropolis-Hastings 算法 [16] 从伪边缘分布中
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生成样本. 该算法在文献 [23] 中成功地解决了 (2.12) 的实现问题. 简单地讲, 首先通过 (2.14) 引入潜

变量从而得到一个解析表达式. 然后抽取一个模型 M , 并从 M 对应的多元 t 分布中抽取 NMC 样本

来计算期望的 Monte Carlo估计,记为 B. 经过上述过程可以得到一个联合的 Markov链 (M,B), 通过
仅关注 M 部分, 便可从 M 的伪边际分布中获取样本. 通过计算模型在稳定后的 Markov 链中的后验

概率, 选择后验概率最大的模型 M 作为最优模型即可实现变量选择准则 FMC. 算法 1 中给出了具体

的实现步骤.

初始模型M0通常用最小二乘估计来选择,正如文献 [23]中所说,这样的选择可以减少计算 h(βM )

时的迭代次数. 算法 1 中的步骤 4 涉及的 h(βj
M ) 将使用显示 L0 最小化算法来计算.

算法 1 FMC 算法

输入:

y、X、Nstep、Nburnin 和 NMC, 一个初始的模型 M0, 一个提议概率函数 q(M̃ | M0).

SMCMC = {∅} 是一条 Markov 链以及默认的 ε.

输出:

最优模型 Mbest.

对于 i = 1, . . . , Nstep, 执行

步骤 1 自 M0 开始通过随机游走的方式搜索下一个模型 M ∈ S, 记为 M̃ ,

M̃ =



M0 ∪ {一个新的协变量}, ω =
1

3
,

M0 \ {一个已存在的协变量}, ω =
1

3
,

M0 \ {一个已存在的协变量} ∪ {一个新的协变量}, ω =
1

3
.

步骤 2 通过 (2.6) 对 (βM0 ,σM0 ) 和 (βM̃ ,σM̃ ) 进行估计, 分别记为 (β̂M0 , σ̂M0 ) 和 (β̂M̃ , σ̂M̃ ).

步骤 3 分别从分布 (2.14) 中抽取样本 βi
M0 和 βi

M̃
(i = 1, 2, . . . , NMC), tn−|M|(β̂M , σ̂2

M (XT
MXM )−1), 其中 M ∈

{M0, M̃}.

步骤 4 对于所有的 j = 1, 2, . . . , NMC, 计算 Hj
M , h(βj

M )[∥y − XMβj
M∥22]

−n
2 ; M ∈ {M0, M̃}, 其中 h(βj

M ) 可由显式

L0 最小化算法计算.

步骤 5 计算 (2.15) 的 Monte Carlo 估计, P̂ε
r(M | y) ∝ 1

NMC

∑NMC
j=1 Hj

M ; M ∈ {M0, M̃}.

步骤 6 如果 min{ P̂ε
r(M̃|y)q(M0|M̃)

P̂ε
r(M

0|y)q(M̃|M0)
, 1} > u∗, u∗ ∼ U(0, 1), 那么 M0 = M̃ 并且 SMCMC = {SMCMC, M̃}.

否则 M0 = M0 并且 SMCMC = {SMCMC, ∅}.

终止循环

步骤 7 舍弃 Markov 链 SMCMC 上前 Nburnin 个样本. 计算所有模型在剩余 Nstep − Nburnin 个样本上的后验概率.

选择具有最高后验概率的模型作为最优模型 Mbest.

输出 最优模型 Mbest.

3.2 po 的选择问题

(2.11) 中的阈值参数 po 在平衡计算负担和选择精度方面起着关键作用. 这个量反映的是真实模

型 Mo 的稀疏程度,它代表了试验者对数据生成机制的理解. Williams和 Hannig [23] 建议采用 BIC法

或者 10 折交叉验证法来选择 po, 并认为后者的表现优于前者. 然而, 基于交叉验证的 EAS 方法计算

成本较高. 考虑到在变量选择的初始阶段,应当尽可能地节省计算资源,为此,本文借鉴了由 Zhu等 [27]
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提出的自适应最佳子集选择 (adaptive best subset selection, ABESS) 算法来获得真实模型 Mo 的稀疏

度估计. ABESS算法采用序列拼接的思想,在模型的稀疏程度固定但未知的情形下,能够在有限步内达

到稳定解. 该算法已被证明在一定的条件下能够给出一致的估计, 并且可以通过 R 包 abess 来实现.

4 数值模拟

本节通过数值模拟试验来评估本文所提出方法的数值性能, 并将其与已得到充分研究的方法 (如

EAS、SCAD、MCP 和 EN) 在估计精度、模型复杂性和处理共线性的能力方面进行比较.

首先介绍本文所用到的评价指标. 真实模型中包含的变量称为积极效应, 否则称为消极效应. 设

Mo 和 M c
o 为真实模型 Mo 中包含的积极效应和消极效应所构成的集合, Mi 为第 i 次试验中选择的

最优模型, N 为重复试验次数. 通过稀疏度水平误差 (sparsity level error, SLE)、均方根误差 (root

mean square error, RMSE)、积极效应识别率 (active effect identification error, AEIR) 和消极效应识别

率 (inactive effect identification error, IEIR) 来评估性能, 各个指标的定义如下:

SLE =
1

N

N∑
i=1

{|Mi| − |M0|}, RMSE =

√√√√ 1

ntest

ntest∑
i=1

(yi − ŷi)2,

AEIR =
1

N

N∑
i=1

|Mi ∩Mo|
|Mo|

× 100%, IEIR =
1

N

N∑
i=1

|Mi ∩M c
o |

|M c
o |

× 100%,

其中 RMSE 是在大小为 ntest = 30 的测试样本上获得的. 当 SLE 接近 0 且 RMSE 很小时, 所选模型

更接近真实模型 (可能比真实模型更简单), 但仍能提供足够准确的预测. 当 SLE 和 IEIR 都接近 0 且

AEIR 接近 1 时, 所选模型接近真实模型, 说明所选模型具有较好的可解释性.

对于每个数据集抽取 Nstep = 10,000个 MCMC (Markov chain Monte Carlo)样本来实现本文所提

出的方法, 并舍弃前 Nburnin = 5,000个抽样结果.采用弹性网 (使用 scikit-learn)对系数的平方进行估

计, 其结果加上 n−2 作为 MCMC 中协变量的建议权重. 算法中每一步用于估计 (2.15) 的重要性抽样

数设为 NMC = 100. 以上两个设置与文献 [23] 中的设置相同. 在给定或通过数据驱动方法获取 po 之

后, ε 由 (2.11) 给出. 将上述设置应用于本文所提出的方法和 EAS. 另外 MCP、SCAD 和 EN-LASSO

由现有的 R 包 ncvreg 和 glmnet 来实现, 其中所需的设置均采用 R 包中的默认设置.

例 4.1 [23] 从模型 (2.1) 中生成数据, 其中设计矩阵 Xn×p 服从多元正态分布 Np(0p,Σ). 真实模

型为 βMo = (−1.5,−1,−0.8,−0.6, 0.6, 0.8, 1, 1.5,0p−8), 其中 p ∈ {40, 60, 80, 100, 120}. Σ (= (σij)p×p)

被设定为对角矩阵或者 AR (auto-regressive) 相关矩阵, 即对于 i, j ∈ {1, . . . , p}, σij = I{i = j} 或
σij = 0.5|i−j|. 样本量 n 设定为 50 或者 100. 误差项的方差 σ2 固定为 1. 在这个例子中, 通过比较

SLE、RMSE、AEIR 和 IEIR 4 个方面来评价 FMC、EAS、SCAD、MCP 和 EN 的数值表现.

借助例 4.1, 首先来验证 ABESS 算法的有效性和快速性. 在生成 20,000 组数据集后, 对每个数据

集应用 ABESS 算法来获得 po 的一个估计值. 对于不同的参数设定, 绘制出 po 估计值的密度曲线, 结

果展示在图 1, 其中, (a) σij = I(i = j), n = 50; (b) σij = 0.5|i−j|, n = 50; (c) σij = I(i = j), n = 100;

(d) σij = 0.5|i−j|, n = 100. 可以看出, 当协变量之间相互独立时, ABESS 算法能以最大概率获得真实

模型稀疏度的一致估计; 当协变量之间呈现 AR 相关时, ABESS 也可以提供一个合理的估计值. 另外,

对于每个数据集, ABESS的平均计算时间仅为 1.19× 10−2 秒. 而 10折交叉验证的平均运行时间远远

超过了它. 由此可见, 与交叉验证相比, ABESS 的效率是非常有吸引力的. 因此在接下来的模拟研究
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图 1 (网络版彩图) ABESS 对 po 的估计密度曲线图

中, 均先采用 ABESS 算法得到 po 的合理估计.

例 4.1 的数值模拟结果见图 2. 图 2 的第一行为稀疏度估计误差, 第二行为均方根误差, 第三行

为积极效应识别率, 第四行为消极效应识别率. 左侧两列代表 n = 50; 右侧两列代表 n = 100; 列 (a)

和 (c) 代表协变量之间相互独立; 列 (b) 和 (d) 表示协变量之间 AR 相关两种情形. 根据数值模拟结

果可知, 基于正则化的方法都存在不同程度的过拟合, 其中表现最好的是 MCP. 然而正则化变量选择

方法和参数估计均依赖于系数真实大小的量级, 因此当样本量较小时, 它们的性能会受到一定的影响.

由图 2 可知, 在样本量较小时, 正则化方法的 RMSE 会随着维数的增加而增大, 远高于 FMC 和 EAS

的 RMSE; 随着样本量的增加, 正则化方法的 RMSE 变化趋于平稳, 与 FMC 和 EAS 的 RMSE 相当.

而 FMC 和 EAS 的表现差别不大. 此外, FMC 和 EAS 非常有效地控制了模型的长度, 在较小的模型

下也能获得足够准确的预测结果. 特别是 FMC, 当其 SLE 接近于 0 时, 其 RMSE 在大多数情形下都

是最小. 此外, 从被选模型的识别效果或可解释性方面来看, FMC 和 EAS 的表现优于竞争对手. 具体

而言, 当两种方法的 AEIR 基本相同时, FMC 和 EAS 都能对消极效应进行更精确的压缩, 且在各种

情形下, FMC 的 IEIR 值几乎最小. 综合而言, 本文提出的 FMC 在预测和识别方面都更胜一筹.

例 4.2 本例主要关注小样本下 FMC 和 EAS 方法的差异性. 采用与文献 [23] 中模拟设定 2 相

同的数据生成方式, 其中 n = 30. 数据 Y 服从正态分布, 即 Y ∼ Nn(1 · x(1) + 1 · x(2) + · · · + 1 · x(9),

In), 其中 x(1), x(2), x(3) ∼i.i.d. Nn(0, In), x(4) ∼ Nn(0.25 · x(1), 0.12In), x
(5) ∼ Nn(0.50 · x(2), 0.12In),

x(6) ∼ Nn(−0.75 · x(3), 0.12In), x
(7) ∼ Nn(1 · x(1) + 1 · x(3), 0.12In), x

(8) ∼ Nn(1 · x(2) − 1 · x(3), 0.12In),

x(9) ∼ Nn(1 · x(1) + 1 · x(2) + 1 · x(3), 0.12In). 由于 x(4), . . . , x(9) 均可以表示成 x(1)、x(2) 和 x(3) 的线性

组合, 因此例 4.2 的数据生成模型是缺乏唯一性的, 仅需要少数的协变量就可以到达足够精确的预测

效果. 另外, 为了探索 FMC 和 EAS 两种方法对于阈值参数 po 的敏感程度, 设定 po ∈ {2, 3, . . . , 9}, 并

847



赵勇超等: 高维回归模型的 Fiducial 变量选择
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图 2 (网络版彩图) 例 4.1 的数值模拟结果

2 4

(b)

6 8

10

4

6

8

1.20

1.10

1.15

2 4 6 8
p
o

p
o

(a)

FMC
EAS

R
M
S
E

模
型
长
度

图 3 (网络版彩图) 例 4.2 的数值模拟结果

且对于每一种 po 的取值, 均随机生成 N = 1,000 组数据集. 通过模型长度和 RMSE 两项指标来比较

FMC 和 EAS 的数值表现.

数值模拟结果见图 3, 其中 (a) 是模型长度相对于 po 的变化, (b) 是 RMSE 相对于 po 的变化. 可

以看出, 当真实模型 Mo 的稀疏度被低估时, 即 po 较小时, FMC 和 EAS 都可以有效地压缩共线性的

变量; 而当真实模型 Mo 的稀疏度被较好地估计或者高估 (即 po > 4) 时 FMC 的表现要比 EAS 好得

多. 在各个情形下, FMC 都可以稳定地压缩共线性的变量, 并取得可观的预测效果. 这表明 FMC 对

po 的选择具有更强的鲁棒性. 此外, FMC可以用一个更简单的模型获得足够准确的预测效果,这在高

维回归问题中通常是被鼓励的.

848



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 6 期

5 真实数据案例

本节分析影响核黄素 (维生素 B2) 生产率的潜在重要基因. 核黄素产量的真实数据集来自于文

献 [1], 数据集包含 71 个观测值和 4,088 个基因表达, 其中响应变量为枯草芽孢杆菌的核黄素生产速

率的对数. Bühlmann 等 [1] 以及 Javanmard 和 Montanari [13] 均采用线性回归模型来探索响应变量与

协变量之间的关系, 并确定了 YXLD at 为影响核黄素 (维生素 B2) 产量的重要基因表达, 因此本文在

模型中直接保留 YXLD at 基因, 分别用 FMC、EAS、MCP、SCAD 和 EN 来识别影响核黄素产量的

重要基因表达.

首先用 ABESS 算法得到 po 的估计值 p̂o = 6, 然后用 BESS (best subset selection) 算法进行初筛

并保留 p = 71 个基因表达进行分析. 需要注意的是, BESS 和 ABESS 算法都源自文献 [27], 区别在于

前者需要指定稀疏度 (在这里稀疏度指定为 p = 71),而后者是依靠数据驱动的自适应版本. 在表 1中,

表 1 5 种方法所选的重要基因及其显著性水平

指标 基因名称 FMC EAS MCP SCAD EN

1 YXLD at X∗∗∗ X× X∗∗∗ X∗∗∗ X×

2 CARA at X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗

3 XHLA at X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗

4 YHDS r at X∗ X∗ X∗∗ X∗∗ X∗

5 YOAB at X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗

6 YHDZ at X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗ X×

7 LACA at X◦ X× X× X×

8 YFHB at X∗∗∗

9 YXLG at X× X×

10 SPOVAA at X∗∗∗ X∗∗∗ X∗∗∗

11 USD i at X∗∗ X∗

12 CYSE at X× X◦ X×

13 YEBC at X∗∗∗ X∗∗ X∗

14 YTSA at X∗ X× X∗

15 YSHB at X× X×

16 YDDJ r at X× X×

17 MUTL at X×

18 SPOIID at X◦

19 YACN at X×

20 YCLB at X×

21 YDGI at X×

22 YJZB at X×

23 YQHI at X×

模型长度 7 7 12 14 21

调整后的 R2 0.9981 0.9977 0.9989 0.9989 0.9989

RMSE 0.2950 0.3310 0.2190 0.2290 0.2130

***、**、* 和 ◦ 分别代表显著性水平小于 10−5、0.001、0.01 和 0.05, × 表示系数显著为 0.
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列出了各个方法所选择的重要基因, 以及所选模型对应的模型长度. 表 1 中还标注了各系数的显著性

检验结果、调整后的 R2 和 RMSE.

根据表 1 可知, EN 选择的模型最大, 其次是 SCAD 和 MCP, FMC 和 EAS 最小, 且 FMC 和

EAS 选择的模型长度远小于其他. 虽然 FMC 和 EAS 选择的模型长度相同, 与 EAS 选择模型中有

YXLD at、CARA at、XHLA at、YHDS r at 和 YOAB at 等 5 个基因重叠, 但 EAS 选择的 YFHB at

是其他方法没有识别的, 另外 EAS 还选择了只有 EN 选择的基因 YXLG at. 此外, FMC 选择的模型

的 RMSE 略小于基于 EAS 选择的模型的 RMSE. 用这些方法得到的模型调整后的 R2 都高于 0.99,

即所有的被选模型都几乎完美地解释了响应变量与解释变量之间的变化趋势.

接下来讨论 FMC 所选模型的优越性. 根据表 1 可以得出, 其他方法选择的模型至少包含一个

在统计学意义上不显著的基因表达, 如 EAS 方法选择的 YXLG at, MCP 方法选择的 LACA at 和

CYSE at, 以及 SCAD 和 EN 方法选择的 LACA at、YTSA at、YSHB at 和 YDDJ r at. 进一步地, 为

了研究某些基因表达之间是否存在共线性问题, 图 4 绘制了这些 “显著” 变量并集的相关系数图. 通

过观察图 4 可以立即识别出协变量 17 至 23 之间的相关性大于其余变量. 这一发现表明, EN 并没有

很好地区分协变量之间的共线性问题. 对于 1 至 16 之间的非显著协变量, 采用线性回归模型将这些

非显著协变量与其他 “显著非零”协变量进行回归. 作为说明,表 2给出了 4种回归的结果.由表 2可

以看出, 4 个线性模型的 F 检验和 t 检验均显著, 调整后的 R2 也接近于 1. 这些结果均表明, 协变量

8 至 16 之间或协变量 8 至 16 与协变量 1 至 7 之间存在较强的共线性问题. 有趣的是, FMC 所选的

模型巧妙地避免了这些共线性问题, 并且所选模型仍然具有可观的预测精度. 由于选择了更高质量的

协变量集, 因此所选模型的可解释性也非常令人印象深刻.
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图 4 (网络版彩图) 显著变量之间的相关系数图

850



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 6 期

表 2 4 种线性回归模型的拟合结果汇总. 图例的说明与表 1 保持一致

(M1): YFHB at ∼ XHLA at+CARA at+YOAB at+YHDZ at+ LACA at−1

调整后的 R2: 0.9997 F- 统计量: 5.332E+04, 自由度为 (5, 66), p- 值: < 2.2E−16

基因名称 估计值 标准误 t- 值 Pr(> |t|)

XHLA at 0.08175 0.02194 3.726 0.000405 ***

CARA at 0.08418 0.02104 4.001 0.000162 ***

YOAB at 0.32868 0.04661 7.052 1.31E−09 ***

YHDZ at 0.47233 0.06609 7.147 8.87E−10 ***

LACA at 0.06921 0.02469 2.804 0.006629 **

(M2): YXLG at ∼ YXLD at−1

调整后的 R2: 0.9998 F- 统计量: 2.944E+05, 自由度为 (1, 70), p- 值: < 2.2E−16

基因名称 估计值 标准误 t- 值 Pr(> |t|)

YXLD at 0.944858 0.001741 542.6 <2E−16 ***

(M3): YTSA at ∼ SPOVAA at+YDDJ-r at−1

调整后的 R2: 0.9988 F- 统计量: 2.955E+04, 自由度为 (2, 69), p- 值: < 2.2E−16

基因名称 估计值 标准误 t- 值 Pr(> |t|)

SPOVAA at 0.9795 0.0949 10.322 1.24E−15 ***

YDDJ r at 0.3294 0.0811 4.062 0.0001***

(M4): YDDJ at∼ USD i at+CYSE at−1

调整后的 R2: 0.9983 F- 统计量: 2.054E+04, 自由度为 (2, 69), p- 值: < 2.2E−16

基因名称 估计值 标准误 t- 值 Pr(> |t|)

USD i at 0.21959 0.04842 4.535 2.36E−05 ***

CYSE at 0.60363 0.03675 16.426 < 2E−16 ***

6 讨论

本文提出了一种基于 FML 的变量选择方法. 该方法有效地避免 EAS 方法潜在的计算复杂的问

题, 并建议使用一种更有效的算法来选择用于生成 ε- 容许集的阈值参数. 本文所提出的方法 FMC 在

继承了 EAS方法良好的大样本性质的同时,还具有计算方便的特点和良好的有限样本性能,并且进一

步增强了高维数据分析所需的冗余变量压缩能力.

借鉴部分线性模型和部分线性可加模型的主要工作,本文工作可通过以下两个步骤扩展到高维半

参数模型的范畴: (1) 采用样条逼近非参数或半参数函数, 从而得到一个近似线性模型; (2) 将所提出

的方法应用于近似线性模型, 建立参数的 Fiducial 密度, 得到相应的 FML, 然后推导出每个候选模型

的 FMC. 虽然这些扩展在框架和实现上都很简单, 但是理论上的论证可能会带来很大的困难. 对这些

问题进行细致研究很有意义, 但超出了本文的范围.

另外, 正如文献 [27] 在总结部分所讨论的, 当模型不满足稀疏性假设, 即存在大量有较小系数的

候选模型时, ABESS 的效果还有待提高. 稀疏性假设便于能够在数学的框架下研究高维问题, 本文是

在稀疏性假设下来研究高维回归下的 Fiducial变量选择问题.对于非稀疏情形下的 po 的估计问题,还

有待进一步研究.

851



赵勇超等: 高维回归模型的 Fiducial 变量选择

致谢 作者感谢审稿人所提出的宝贵建议.

参考文献
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附录 A.1 正则性条件

本小节列出了定理 2.1 所需的正则性条件:

条件 A.1 对于较大的 n 和 p, 真实模型 Mo 满足 |Mo| 6 log(n)γ ,

lim
n→∞
p→∞

min

{
∆M

|Mo| log(p)
: M ̸= Mo, |M | 6 |Mo|

}
= ∞, lim inf

n→∞
p→∞

n1−α

log(p)
> 2, log(p) <

n

4 log(n)γ
,

其中 ∆M := ∥XMoβ
0
Mo

−HMXMoβ
0
Mo

∥22 [17].

值得注意的是, 对于条件 A.1中的参数 γ, 它表示即使真实模型的增长速度快于 log(n), 但只要不

快于 log(n) 的幂次, 渐近结果仍然成立. 而常数 α ∈ (0, 1) 是 2p 个子集的样本空间满足最终渐近性质

所需要的唯一明确限制. 在稀疏性假设下, 忽略一些候选模型是合理的. 对于较小的 α, 备选模型收敛

到真实模型 Mo 的速度更快, 因为更少的模型需要被考虑; 然而过于小的 α 可能会导致真实模型 Mo

也被排除在外.

条件 A.2 下列等式成立:

lim
n→∞
p→∞

min
|M |6nα

ε
18ΛM σ̂2

M
− φ(M,n, p)

log(n)
= ∞,

其中 φ(M,n, p) := 4e2nα + (1 + 4e2)|M | log(p) + log( |M |
1− 1

n−|M|
). 另外, 对于所有满足 |M | 6 nα 的模型

M , 都成立 ε
9ΛM σ̂2

M
< n−|M |

2 .

条件 A.3 与文献 [23, 条件 3.1] 一致.

条件 A.4 与文献 [23, 条件 3.3] 一致.

简单而言, 条件 A.1 和 A.3 确保了真实模型 Mo 是可识别的. 条件 A.2 和 A.4 表示为实现定

理 2.1 的一致结果, ε 所需要满足的条件. 上述条件与 Williams 和 Hannig [23] 建立其主要结论时所施

加的正则性条件相似但有所区别: 对于条件 A.1, Williams 和 Hannig [23] 对 log(p) 施加的边界与本文

不同; 条件 A.2 关于 ε 的收敛要求也比文献 [23] 中的更精简.

附录 A.2 初步引理

为证明定理 2.1, 首先需要一些初步的引理. 引理 A.2 在证明定理 2.1 时起到了关键作用. 不失一

般性, 固定真实模型的误差项的未知标准差为 σMo = 1.

引理 A.1 情形 1 当 |M | 6 |Mo| 时, 有

Py

( |Mo|∩
j=1

∩
Mj

{
Y :

(
RSSMo

RSSM

)n
2

6 e−2 log(n)γ log(p)

})
> 1− V1,

其中Mj := {M ̸= Mo : |M | = j}, Py 表示与 Y 的抽样分布相关的概率测度, 并且

V1 := max
M ̸=Mo

|M|6|Mo|

{
12|Mo| exp[−∆M

72 + |Mo| log(p)]√
2π∆M

+ |Mo| exp
[
− ∆M

12
+

|Mo|
2

+ |Mo| log(p)
]

+ |Mo| exp
[
− ξn

48

n∆M

log(n)γ log(p)
+

n− |Mo|
2

+ |Mo| log(p)
]}

,

其中 ξn = 1− 2 log(n)γ log(p)
n/2 → 1.
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情形 2 当 |Mo|+ 1 6 |M | 6 nα 时, 有

Py

( nα∩
j=|Mo|+1

∩
M :|M |=j

{
Y :

(
RSSMo

RSSM

)n
2

6 exp[4e2(nα + j log(p))]

})
> 1− V2,

其中

V2 := nα exp

{
− 2

n− nα − |Mo|
n

nα +

(
1− 2

n− nα − |Mo|
n

)
(|Mo|+ 1) log(p) +

nα + |Mo|
2

}
+

nα exp{−n−nα−|Mo|
2 + nα log(p)}√

π(n− nα − |Mo|)
.

引理 A.1与Williams和 Hannig [23]提出的引理 A.1相似,不同之处在于本文关注的是 (
RSSMo

RSSM
)n/2,

而他们关注的是 (
RSSMo

RSSM
)(n−j−1)/2,这也导致了收敛概率 V1 和 V2 的差异.考虑到证明方法与文献 [23,

引理 A.1] 的证明过程类似, 因此这里仅陈述证明的不同之处, 详细证明可参见文献 [23].

引理 A.1 的证明 情形 1 M ∈ Mj , 其中 j 6 |Mo|. 不同于文献 [23], 取 ξn = 1− 2 log(n)γ log(p)
n/2 ,

当 n 和 p 较大时, 由条件 A.1 可知, ξn 介于 0 和 1 之间. 易得文献 [23, 引理 A.1] 的证明过程将 ξn,j

替换成 ξn 依旧成立, 因此有

Py

( |Mo|∪
j=1

∪
Mj

{(
RSSMo

RSSM

)n
2

> ξ
n
2
n

})

6
|Mo|∑
j=1

max
Mj

{
12 exp[−∆M

72 + j log(p)]
√
2π∆M

+ exp

[
− ∆M

12
+

|Mo|
2

+ j log(p)

]

+ exp

[
− ξn

48

n∆M

log(n)γ log(p)
+

n− |Mo|
2

+ j log(p)

]}
.

根据条件 A.1, 当 ξn → 1 时, 该界限趋近于 0. 因此对于所有满足 |M | 6 |Mo| 的模型 M , 均有(
RSSMo

RSSM

)n
2

6
(
1− 2 log(n)γ log(p)

n/2

)n
2

6 exp{−2 log(n)γ log(p)}.

情形 2 同样地, 用 an , ξn 代替 ξn,j , 则文献 [23, 引理 A.1] 的情形 2 的证明过程依旧成立, 因

此有

Py

(
RSSMo

RSSM
> an

)
6 exp

{
−
(
n− j − l

e2

)
an − 1

4
+

j + l

2

}
+

exp(−n−j−l
2 )√

π(n− j − l)
.

不同于文献 [23], 取

an = 1 +
4e2(nα + j log(p))

n/2
.

则对于满足 |Mo| < |M | 6 nα 的模型 M , 有

Py

( nα∪
j=|Mo|+1

∪
M :|M |=j

{(
RSSMo

RSSM

)n
2

> a
n
2
n

})

6
nα∑

j=|Mo|+1

exp

{
− 2

n− j − l

n
nα +

(
1− 2

n− j − l

n

)
j log(p) +

j + l

2

}
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+
exp{−n−j−l

2 + j log(p)}√
π(n− j − l)

6 V2.

注意到当条件 A.1 满足时, 上述界限趋近于 0. 因此, 对于所有满足 |Mo| < |M | 6 nα 的 M 都有(
RSSMo

RSSM

)n
2

6
(
1 +

4e2(nα + j log(p))

n/2

)n
2

6 exp{4e2(nα + j log(p))}.

引理得证.

引理 A.2 假定模型 Mo 和 βMo 的 Fiducial 分布满足 (2.14), 则当 n → ∞ 时, 有

E

(
h(βM0)

[
1 +

∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22
RSSMo

]−n
2
)

−→ E(h(βM0)),

其中期望部分是相对于参数 βM 的 Fiducial 分布而言的.

证明 若无特别说明, 本证明所涉及的所有依概率收敛都是基于 βM 的 Fiducial 分布. 首先证明

∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22
RSSMo

· n
2

p−→ 0. (A.1)

根据 βMo 的 Fiducial 分布可知,

T ,
√

n− |Mo|
RSSMo

(XT
Mo

XMo)
1
2 (βMo − β̂Mo) ∼ tn−|Mo|(0, I|Mo|).

记 A = XMo(X
T
Mo

XMo)
− 1

2 , 它的奇异值分解结果为 A = QDWT, 其中 Q 和 W 是正交矩阵. 于是

∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22/RSSMo = ∥AT∥22/(n− |Mo|) = ∥QDWTT∥22/(n− |Mo|), 因此有

T =

√
n− |Mo|

V
· Z ⇒ WTT =

√
n− |Mo|

V
WTZ ,

√
n− |Mo|

V
Z̃ , T̃ ,

其中 V ∼ χ2
n−|Mo| 以及 Z, Z̃ ∼ N|Mo|(0, I|Mo|). 所以有

∥AT∥22 = T̃TDTDT̃ =

|Mo|∑
i=1

T̃ 2
i λi 6 max T̃ 2

j

|Mo|∑
i=1

λi = |Mo| ·max T̃j
2
,

其中
∑|Mo|

i=1 λi = tr(ATA) = |Mo| 并且 λi 是 ATA 的第 i 个特征值. 由此可得

P

(
∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22

RSSMo

> 2ε

n

)
= P

(
∥AT∥22 > 2ε · n− |Mo|

n

)
6 P

(
max T̃ 2

j > 2ε · n−Mo

n|Mo|

)
= P

(
max |Zj | >

√
2εv

n|Mo|

)
.

又因为 V ∼ χ2
n−|Mo|, 故

P

(
∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22

RSSMo

> 2ε

n

)
6

∫ ∞

0

P

(
max |Zj | >

√
2εv

n|Mo|

)
· fχ2

n−|Mo|
dv
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6
∫ ∞

0

|Mo|∑
j=1

2 · P
(
Zj 6 −

√
2εv

n|Mo|

)
· fχ2

n−|Mo|
dv

6
∫ ∞

0

|Mo|3/2
√
n√

επ
v−

1
2 · exp

(
− εv

n|Mo|

)
· fχ2

n−|Mo|
dv

6 |Mo|3/2√
επ

(
n|Mo|

n|Mo|+ 2ε

)n−|Mo|−1
2

√
n(n− |Mo|)

n− |Mo| − 1
,

其中第 3 个不等式成立是因为对于 x > 0, 有 Φ(−x) 6 1
x
√
2π

e−
x2

2 成立, 其中 Φ是标准正态分布; 最后

一个不等式成立是因为 Jameson [12] 建立的不等式:

Γ(n− |Mo| − 1)

Γ(n− |Mo|)
6

√
2(n− |M0|)

n− |Mo| − 1
.

对于任意 ε > 0, 均有 n|Mo|
n|Mo|+2ε < 1 成立. 综上所述, (A.1) 得证.

记 F , ∥XMo (βMo−β̂Mo )∥
2
2

RSSMo
, 则 F p−→ 0, F · n

2

p−→ 0, 从而有

h(βM0)

[
1 +

∥XMo(βMo − β̂Mo)∥22
RSSMo

]−n/2
p−→ h(βM0). (A.2)

又因为 (A.2) 左侧可被常数 1 控制住, 由 Lebesgue 控制收敛定理可知, 对 (A.2) 两侧同时取期望, 引

理得证.

附录 A.3 命题 2.1 的证明

易得 ∥y −XMβM∥22 = ∥XM (βM − β̂M )∥22 +RSSM . 由 (2.8) 可知, βM 的 Fiducial 分布为

rnew(βM | y) =
∫ ∞

0

π− |M|
2

2
n
2 −1Γ(n−|M |

2 )
RSS

n−|M|
2

M |XT
MXM | 12σ−(n+1)

M exp

{
− ∥y −XMβM∥22

2σ2
M

}
dσM

=
Γ(n2 )RSS

n−|M|
2

M

π
|M|
2 Γ(n−|M |

2 )
|XT

MXM | 12 [∥y −XMβM∥22]−
n
2

=
Γ(n2 )RSS

− |M|
2

M

π
|M|
2 Γ(n−|M |

2 )
|XT

MXM | 12

×
[
1 +

1

n− |M |
(βM − β̂M )T

(
n− |M |
RSSM

(XT
MXM )−1

)−1

(βM − β̂M )

]−n
2

.

所以 βM 服从多元 t 分布 tn−|M |(β̂M , RSSM

n−|M | (X
T
MXM )−1). 因此直接计算可得

Pε
r(y | M) =

∫
R|M|

∫ ∞

0

f(y | θ,M) · rnew(θM | y)h(βM )dσMdβM

=

∫
R|M|

∫ ∞

0

h(βM )
RSS

n−|M|
2

M

2n−1π
n+|M|

2 Γ(n−|M |
2 )

|XT
MXM | 12σ−2n−1

M exp

{
− ∥y −XMβM∥22

σ2
M

}
dσMdβM

=

∫
R|M|

h(βM ) ·
RSS

n−|M|
2

M Γ(n)

2nπ
n+|M|

2 Γ(n−|M |
2 )

|XT
MXM | 12 (∥y −XMβM∥22)−ndβM
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=
Γ(n)

Γ(n2 )
2−nπ−n

2

∫
R|M|

h(βM )[∥y −XMβM∥22]−
n
2 rnew(βM | y) dβM

∝ E{h(βM )[∥y −XMβM∥22]−
n
2 },

其中期望部分是相对于 βM 的 Fiducial 分布而言的.

附录 A.4 定理 2.1 的证明

当模型的先验信息取为均匀分布时, P ε
r (M | y) ∝ P ε

r (y | M). 所以只需要关注 P ε
r (y | M). 首先需

要证明的是, 对于任意协变量子集 M , 若 M ̸= Mo, 则当 n 趋近于无穷时,
P ε

r (y |M)
P ε

r (y |Mo)
趋近于 0.

对于任意 M ∈ Mj , 有

Pε
r(y | M)

Pε
r(y | Mo)

∝ E{h(βM )[∥y −XMβM∥22]−
n
2 }

E{h(βMo)[∥y −XMoβMo∥22]−
n
2 }

6 RSS
−n

2

M E{h(βM )}

RSS
−n

2

M0
E{h(βMo)[1 +

∥XMo (βMo−β̂Mo )∥2
2

RSSMo
]−

n
2 }

→
(
RSSMo

RSSM

)n
2 E{h(βM )}
E{h(βMo)}

, H, (A.3)

其中的收敛是由引理 A.2 保证的.

文献 [23, 定理 3.8] 保证以超过 1− V3 概率使得下式成立:

H 6
(
RSSMo

RSSM

)n
2 E{h(βM )}
1− g1(Mo, n, p)

,

其中

g1(M,n, p) :=
23/23jσ̂M

√
ΛM√

πε(1− 1
n−j )

exp

{
− ε

18ΛM σ̂2
M

}
.

根据条件 A.2, 对于一个给定的 A1 ∈ (0, 1), 可以选择一个充分大的 n 使得 g1(Mo, n, p) < A1 成

立. 当 j 6 |Mo|时,应用引理 A.1给出的界控制残差平方和比的部分,并且期望部分放大至 1. 从而有

超过 1− V1 − V3 的概率保证, H 可由下述的界控制住:

H 6
(
RSSMo

RSSM

)n
2 E(h(βM ))

1−A1
6

(
RSSMo

RSSM

)n
2 1

1−A1
6 exp{−2 log(n)γ log(p)}

1−A1
.

当 |Mo| < j 6 nα 时, 应用文献 [23, 定理 3.7] 给出的界来放大期望部分, 并且应用引理 A.1 给出

的界来控制残差平方和比的部分. 则有超过 1− V2 − V3 − V4 的概率保证 H 可由下述的界控制住:

H 6 exp{4e2(nα + j log(p))}
1−A1

g1(M,n, p) =
23/23jσ̂M

√
ΛM exp{− ε

18ΛM σ̂2
M

+ 4e2(nα + j log(p))}
√
πε(1− 1

n−j )(1−A1)
,

其中 V4 =
∑nα

j=1

∑
M∈Mj

3|M |σM

√
ΛM√

επ
exp(− ε

9σ2
MΛM

). 根据条件 A.2, 上面的结果可以由

nα∑
j=1

max
Mj

3|M |σM

√
ΛM√

επ exp{ ε
9σ2

MΛM
+ j log(p)}

→ 0

857



赵勇超等: 高维回归模型的 Fiducial 变量选择

进一步控制. 这里应用了文献 [23, 定理 3.7], 但 c1n 被替换成了 nα. 这样的替换并不影响结论的正确

性, 因为对于任意 α 和 c1 ∈ (0, 1), nα 的增长速度都要慢于 c1n.

接下来证明, 当 n → ∞ 时, 有
∑nα

j=1

∑
M∈Mj

Pε
r(y |M)

Pε
r(y |Mo)

→p 0. 将求和项分解为两部分, 即

nα∑
j=1

∑
M∈Mj

Pε
r(y | M)

Pε
r(y | Mo)

6
|Mo|∑
j=1

(
p

j

)
max

M∈Mj

Pε
r(y | M)

Pε
r(y | Mo)

+

|nα|∑
j=|Mo|+1

(
p

j

)
max
|M |=j

Pε
r(y | M)

Pε
r(y | Mo)

=: S1 + S2.

有超过 1− V1 − V3 的概率保证下列不等式成立:

S1 6 1

1−A1

|Mo|∑
j=1

exp{−2 log(n)γ log(p) + j log(p)} 6 |Mo| exp{−(2 log(n)γ − |Mo|) log(p)}
1−A1

,

上式用到了二项式系数部分被放大. 类似地, 对于任意常数 A2 > 0, 有超过 1− V1 − V2 − V3 − V4 的概

率保证下列不等式成立:

S2 6 A2

nα∑
j=|Mo|+1

j
1− 1

n−j

max|M |=j(
σ̂2
MΛM

ε )
1
2

exp{min|M |=j{ ε
18ΛM σ̂2

M
− 4e2(nα + j log(p))− j log(p)}}

6 A2

n1−α
max

|Mo|<|M |6nα

(
σ̂2
MΛM

ε

) 1
2

,

最后一个不等式成立是因为条件 A.2.

综上所述, 有超过 1− V1 − V2 − V3 − V4 的概率保证, 下述不等式成立:

nα∑
j=1

∑
M∈Mj

Pε
r(y | M)

Pε
r(y | Mo)

6 |Mo| exp−(2 log(n)γ − |Mo|) log(p)
1−A1

+
max|Mo|<|M |6nα(σ̂2

MΛM/ε)1/2

A−1
2 n1−α

.

在条件 A.1–A.4 成立的前提下, 当 n → ∞ 时, 上式右侧部分趋近于 0. 由此可知

Pε
r(Mo | y) ∝ Pε

r(y | Mo) =
Pε
r(y | Mo)∑nα

j=1

∑
M :|M |=j P

ε
r(y | M)

=
1

1 +
∑nα

j=1

∑
Mj

Pε
r(y |M)

Pε
r(y |Mo)

.

定理得证.
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fiducial marginal likelihood-based variable selection procedure to improve the EAS (ε-admissible set) method.
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