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一类 Riccati方程特解的探析**
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（安康学院数学与统计学院，陕西 安康 725000）

摘要：Riccati方程在物理学和力学等学科有着广泛的应用，但由于 Riccati方程存在的不可积性，使

其求解异常困难。现利用 Riccati方程的不变量关系，给出一类 Riccati方程的解析解，使 Riccati方程

的不变量解法成为 Riccati方程求解的重要路径。
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Analysis of the special solutions of a class of Riccati equations*
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（School of Mathematics and Statistics，Ankang University，Ankang Shaanxi 725000）

Abstract：The Riccati equation is widely used in physics，mechanics and other disciplines，but due to

the non integrability of Riccati equation，it is very difficult to solve it. In this paper，the analytic

solution of a kind of Riccati equation is given by using the invariant relationship of Riccati equation，

which makes the invariant solution of Riccati equation an important path to solve Riccati equation.
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0 引 言

2010 年，哈尔滨工程大学核科学与技术学院博

士研究生幸奠川，在研究力学问题时，遇到了一个

形式看起来很简单的 Riccati 方程，但很难求出其解

析解，请求给予解答。

问题 对于 Riccati 方程 y' = py2 + a + bsinωt，

t = 0，y ( 0 ) = y0，求特解 y = y (1)，其中 p、a、b、ω为

非零常数。

客观上本题有一定难度。作者经过长期思考

与研究，直今才对该问题研究有所突破，现给出相

关结果。

1 Riccati方程研究简况

1841 年，Liouville考虑了二次 Riccati方程

L [ y ] =− y' + P ( x ) y2 + Q ( x ) y + R ( x )， （1）

式中 P ( x )Q ( x ) ≠ 0，P ( x )、Q ( x ) 为连续函数。

一般不能通过初等积分法求得方程（1）的初等

函数解［1］。但在实际中，需要得到方程（1）的精确

解，即本文引言面临的问题。

Riccati 方程在某些条件下，可以获得其初等函

数解。1724 年，威尼斯学者 Jacopo Francesco Ricca‐

ti，对一般 Riccati方程给出结论：Riccati方程在已知

一个特解的条件下，可以求其解［2］。因此，Riccati方

程的精确解研究，成为人们讨论的重要问题。刘玉
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堂和辛祥鹏［2］对 2010—2016 年的相关文献进行了

分析和总结。2014 年：Bougoffa［3］提出了解决满足

特定条件方程（1）的直接方法，即如果方程（1）的系

数函数满足一定关系，使其成为变量分离方程，就

可得到解；王明建等［4］研究了与方程（1）等价的一类

微分方程，给出了简单方程的解；段锋等［5］讨论了方

程（1）与某个可分离变量微分方程等价的充分必要

条件，给出了等价方程的形式；李松桦和张泽川［6］通

过函数变换简化方程（1），分析得到了一类特殊 Ric‐

cati 方程的通解公式。2015 年：魏帅帅等［7］通过齐

次平衡原理和 G’/G 展开法对方程（1）进行求解，得

到了满足一定条件的 G’/G 解；何雨蔚［8］求得方程

（1）特殊形式的解；张玮玮［9］给出了一类特殊的方程

（1）的通解；唐晓等［10］利用积分因子法给出方程（1）

有相关的充分必要条件。2016 年：王明建等［11］给出

复常数系数的方程（1）存在相关通解的充分必要条

件；段峰［12］求解方程（1）的 3 种特殊形式，给出了这

些解之间的关系式。2017 年：凌云和李满枝［13］研究

了一类不能用初等积分法求解的特殊方程（1）的解

性，并求出相关方程的通解；Pala 和 Ertas［14］通过新

的变换探求方程（1）级数解，不断拓展方程（1）初等

解的形式。

2017—2022 年，有 10 余篇文献讨论 Riccati 方

程的精确解，其主要思路和方法是按照 Bougoffa 的

直接方法，探寻 Riccati 方程可积的类型。赵临龙［15］

将具有代表性的文献［16-18］统一到不变量解法之

中，显示不变量解法的优势。现再用不变量方法，

研究本文的问题。

2 主要定义及定理

1998 年，赵临龙提出 Riccati 方程的不变量概

念 ，并 且 利 用 不 变 量 概 念 ，给 出 Riccati 方 程 的

解法［19-20］。

定义［21-22］ 对于Riccati方程（1）称 I1=P ( x ) R ( x )，

I2 =
P' ( x )

P ( x )
+ Q ( x ) 为方程（1）的不变量。

引理 1［23］ 在方程（1）中，如果存在常数 α、β、γ，

以及函数 y0 ( x ) 和可导函数 G ( x )（≠ 0），满足不变

量关系

I1 = P ( x ) L [ y0 ( x ) ] = αγG 2 ( x )， （2）
I2 =

P' ( x )

P ( x )
+ Q ( x ) + 2P ( x ) y0 ( x ) =

G ' ( x )

G ( x )
+ βG ( x )。

（3）

则方程（1）经线性变换

y =
αG ( x )

P ( x )
z ( x ) + y0 ( x )， （4）

化成积分形式

∫ dz ( x )

αz2 ( x ) + βz ( x ) + γ
= ∫G ( x ) dx + c，（c为任意常数）。

（5）
3 问题探索

本文利用引理 1，对于问题中的 Riccati方程

y' = py2 + a + bsinωt， （6）
解的探求，是将引理 1 中函数 y0 ( x ) 的求法转化为一

元四次代数方程求解，从而给出方程（6）的解。

令 ωt = x，则方程（6）化为

dy

dx
=

p

ω
y2 +

a

ω
+

b

ω
sinx ( pabω ≠ 0 )， （7）

即
p

ω

dy

dx
= ( )p

ω

2

y2 +
a

ω

p

ω
+

b

ω

p

ω
sinx

( pabω ≠ 0 )， （8）
作变换

p

ω
y → y，

a

ω

p

ω
→ a，

b

ω

p

ω
→ b，（9）

其中，pabω ≠ 0。

方程（7）化为方程

y' = y2 + a + bsinx。 （10）
取函数 y = y0 ( x ) = mcosx（m 为待定常数），使

方程（10）满足

L [ y0 ( x ) ] = msinx + m2 cos2 x + a + bsinx =

− m2 sin2 x + ( m + b ) sinx + a + m2 = 0，（11）
对于特殊的待定常数 m，使其满足

( m + b )2 =− 4m2 ( a + m2 ) ⇔ 4m4 + ( 4a + 1) m2 +

2bm + b2 = 0。 （12）
这是关于 m 的一元四次方程求解。

1545 年 ，意 大 利 数 学 家 费 拉 里（Ferrari

Lodovico）给出了一元四次方程的求根公式（见网

页：https：//www. doc88. com/p-3099162059900. html，

更加具体的文献可参见［24-26］）。

引理 2［24-26］ 对于方程

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0， （13）
记

Δ 1 = c2 − 3bd + 12ae， （14）
Δ 2 = 3c3 − 9b cd + 27ad 2 + 27b2 e − 72ace， （15）
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Δ =
23 Δ 1

3a Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3
+

Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3

3 23 a
。

（16）
则方程（13）的根为

x =− b

4a
±

1

2

b2

4a2
− 2c

3a
+ Δ ±

1

2

b2

2a2
− 2c

3a
− Δ ±

− b3

a3
+

4bc

a2
− 8d

a

4
b2

4a2
− 2c

3a
+ Δ

。（17）

此时，对于方程（12），有

Δ 1 = c2 − 3bd + 12ae = ( 4a + 1)2 + 48b2，（18）
Δ 2 = 3c3 − 9b cd + 27ad 2 + 27b2 e − 72ace =

3 ( 4a + 1)3 + 432b2 − 288 ( 4a + 1) b2， （19）

Δ =
23 Δ 1

3a Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3
+

Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3

3 23 a
。

（20）
则方程（12）的根为

m = ±
1

2
− ( 4a + 1)

6
+ Δ ±

1

2
− ( 4a + 1)

6
− Δ ±

− b

− ( 4a + 1)

6
+ Δ

。（21）

此时，对于一元二次方程（11）有重根时，待定常数 m

满足

|| sinx =
|
|
|

|
|
| m + b

2m2
≤ 1。 （22）

即

2m2 + m + b ≥ 0 或 2m2 − m − b ≥ 0。 （23）
按照初等数学相关求解过程，给出不等式（23）成立

的条件为

|| b ≥ 1

8
，m <− 1

4
− 1 − 8b

4
，m >

1

4
+

1 + 8b
4

。

（24）
即方程（12）在条件（24）下有解（21）。于是，由变换

（9）得到方程（12）的解 m。

Δ 1 = ( 4
aP

ω2
+ 1)2 + 48 (

bP

ω2
)2， （25）

Δ 2 = 3 ( 4
aP

ω2
+ 1)3 + 432 (

bP

ω2
)2 −288 ( 4

aP

ω2
+ 1) (

bP

ω2
)2，

（26）

Δ =
23 Δ 1

3a Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3
+

Δ 2 + − Δ 3

1
+ Δ 2

2

3

3 23 a
。

（27）
m = ±

1

2
− ( 4aP/ (ω2 ) + 1)

6
+ Δ ±

1

2
− ( 4aP/ (ω2 ) + 1)

6
− Δ ±

− bP/ (ω2 )

− ( 4aP/ (ω2 ) + 1)

6
+ Δ

。

（28）
其中，

|
|
|

|
|
| bP

ω2
≥ 1

8
，m <− 1

2
− 1 − 8

bP

ω2
，m >

1

2
+ 1 + 8

bP

ω2
。

（29）
由引理 1 得到

I1 = P ( x ) L [ y0 ( x ) ] = 0 = αγG 2 ( x )， （30）
I2 =

P' ( x )

P ( x )
+ Q ( x ) + 2P ( x ) y0 ( x ) =

2mcosx =
G ' ( x )

G ( x )
+ βG ( x )。 （31）

取 α = 1，β = γ = 0，由 2mcosx =
G ' ( x )

G ( x )
，求 得

G ( x ) = e∫2mcosxdx
= e2msinx。

则有

∫dz ( x )

z2 ( x )
= ∫e2msinx dx + c，（c是积分常数），

1

z ( x )
=− ∫e2msinx dx + c，（c是积分常数），

z ( x ) = ( − ∫e2msinx dx + c )− 1，（c是积分常数）。

于是，

y = (
αG ( x )

P ( x )
) z ( x ) + y0 ( x ) = e2msinx ( − ∫e2msinx dx +

c )− 1 + mcosx，（c是积分常数）。

即
p

ω
y = e2msinωt ( − ω ∫e2msinωt dt + c )− 1 + mcosωt，

（c是积分常数）。

y =
1

p
[ e2msinωt ( − ∫e2msinωt dt + c )− 1 + mωcosωt ]，

（32）
其中 c是积分常数，pabω ≠ 0。

当 t = 0，y ( 0 ) = y0 时，则有
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y0 =
1

p
[ (

|
|
|− ∫e2msinωt dt + c )− 1

t = 0

+ ωm ]，

（pabω ≠ 0）。

于是，c =
1

py0 − ωm
+

|
|
|∫e2msinωt dt

t = 0

，（pabω ≠ 0）。

y =
1

p
[ e2sinωt ( − ∫e2msinωt dt +

1

py0 − ωm
+

|
|
|∫e2msinωt dt )− 1

t = 0

+ mωcosωt ]，（pabω ≠ 0）。（33）
当 t = 1，y1 = y (1) 时，则有

y1 =
1

p
[ e2msinω ( − |

|
|∫e2msinωt dt

t = 1

+
1

py0 − ωm
+

|
|
|∫e2msinωt dt

t = 0

)− 1 + mωcosω ]，（pabω ≠ 0）。（34）
由求解过程可见，本题不仅反映出微分方程求解的

艰难性，更反映出代数方程的复杂性，是值得探讨

的问题。

4 结束语

本文给出了方程（6）的通解（32）、初值问题解

（33）和初值问题解在 t=1 时的值（34），其中 m 由式

（28）、（29）确定。

由此可见 Riccati 方程（6）的求解，是一个艰难

的过程。Riccati 方程（1）的精确解研究仍然是一个

永远很有趣的问题。利用 Riccati 方程的不变量研

究其可积性，是一条可行的探寻之路。
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