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摘要 随机图极限理论是一个十分活跃且充满挑战性的研究领域, 关于单模随机网络有限逼近的

Aldous-Lyons 猜想是该领域的一个核心重大问题, 本论文是关于它的一个综述.
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1 引言

随机图 (概率组合)的开创者是 Erdös和 Rényi. 目前 Bollobás、Alon、Lovász、Wigderson、Janson、

Rödl 和 Frieze 等 10 多位国际数学家大会 1 小时和 45 分钟报告人都在从事这方面的研究. 最近 4 届

国际数学家大会, 每届均有 2 人作关于随机图的邀请报告, 其中包括 1 个 1 小时报告.

随机图极限一方面诞生于 Schramm (参见文献 [1, 2]、[3, 第 4 节] 和 [4]) 和 Aldous 等 (参见文

献 [5,6]) 的研究中; 关于随机图的极限亦可参见文献 [7,8]. 另一方面诞生于顶尖组合图论学者 Lovász

和 Bollobás 等最近的研究中 (参见文献 [9–21] 和脚注 1)). 注意在信息与计算机科学、统计物理和生

物等学科中存在着大量各种各样的巨型离散结构 (图结构); 而 (随机) 图极限可以用来研究这些巨型

离散结构的渐近行为、各种巨型离散结构间的 “相似性” 与 “接近度”、极限离散结构上的随机过程与

概率模型 (随机游走、渗流等其他统计物理/力学模型). 图极限对概率论、图论组合和统计物理均具

有十分重大的理论意义及应用价值, 例如, 对诸多统计物理模型 (离散结构上的概率模型) 而言, 归一

化的配分函数的对数的极限, 即它们的热力学极限, 实际上是一种关于赋权图的图极限.

(随机) 图极限理论是一个充满挑战的极具发展前景的研究领域 (参见文献 [17]). 由 Lovász 等

发起, 2014 和 2017 年匈牙利布达佩斯的 Renyi 研究所两次举办了名为 Graph Limits, Groups and

Stochastic Processes 的暑期学校 2) . 这两个暑期学校的专题反映出图极限具有强劲的生命力.

1) Lovász L. Graph homomorphisms: Open problems. Preprint, 2008

2) 见 http://www.renyi.hu/conferences/grgrst/ 和 http://www.renyi.hu/conferences/grgrst17/
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图极限有两种重要的极端情形: 稠密图极限和极端稀疏图极限. 前者主要为图论组合学者所感兴

趣, 稀疏图极限 (现实网络往往是稀疏图) 则同时为概率、图论组合学者所感兴趣 (这方面的研究还比

较欠缺); 概率学者尤其对极端稀疏图极限感兴趣. 通常人们误以为稀疏图极限会比稠密图极限简单,

但事实证明并非如此. (极端)稀疏图极限主要由 Benjamini和 Schramm [1] (也可参见文献 [8])、Aldous

和 Steele [5]、Aldous 和 Lyons [6]、Bollobás 和 Riordan [9, 10] (也可参见文献 [22]) 所发展. Aldous 和

Schramm等 [1, 2, 4–6] 研究的是极端稀疏图极限;其中有十分重要的 Aldous-Lyons猜想 (参见文献 [6,第

1500 页的问题 10.1]):

任一单模随机图 (网络) 均是某有限图 (网络) 序列的随机弱极限 (即局部极限),

其中网络是指顶点与边具有标记的图, 是图的一种推广. 此猜想在一定意义上由 Lovász [18] 命名, 参

见文献 [18, 猜想 7.2] 和 [17, 猜想 19.8]. 对此猜想的理解, 参见文献 [6, 第 1458–1501 页]、[18, 第 7.2.1

小节]、[17, 第 357–359 页]、[10, 第 3 和 7 节]、[22, 第 2574 页] 和 [23, 第 14 章] 等.

基于如下事实, Aldous-Lyons 猜想是随机图极限理论中十分基本且相当重要的问题. (i) 与稠密图

相比, 稀疏图极限理论发展得不够完善. 原因在于还不清楚相关的极限对象如何刻画 (这诞生了所论

猜想),以及相关的收敛是一种局部性质、不保持图的某些整体性质. (ii)注意在稀疏图极限理论中,图

(网络) 序列的收敛往往是前述随机弱极限 (即局部极限) 的加强. (iii) 诸多无穷图上的统计物理模型

通过有限图序列上相应模型取局部极限来定义. (iv) Aldous-Lyons 猜想的解决能推出任一可数群都是

可图 (sofic) 的, 这能导致几个重要猜想的解决; 而 “每一可数群是可图群 (sofic group)?” 是可数群论

中的核心问题.

Aldous-Lyons 猜想已出现在众多的文献 (论文、ICM 报告、书) 之中 (参见文献 [24, 第 4 段], [17,

第 19.1.3小节], [6, 第 1458页], [4, 第 1节], [25, 第 2页], [10, 第 7节], [26, 第 4页], [23, 第 14.1小节],

[27, 第 636 页], [28, 第 1.2 和 2.2 小节]).

注意单模随机网络的研究与保测测度化等价关系 (measured equivalence relation, MER)的研究有

着紧密联系. 单模随机网络起源于图上群 (作用) 不变渗流 [29] 和有限图的渐近分析等, 侧重于图极限

(graphing) 的概率方面; 而保测 MER 起源于群作用的遍历论 (参见文献 [30–34] 等), 侧重于等价关系

的遍历方面. 关于不变渗流和 MER, 亦可参见文献 [35, 36].

关于另一类型的随机图极限 (随机平面地图的尺度 (scaling) 极限) 见 Le Gall 等的文献 [37–42],

及 Sheffield的文献 [43–45]. 注意 Le Gall是因此方面的成就而在 ICM2014作大会报告 (关于随机图极

限的论文可以发表在Ann Math, J AMS, Acta Math, Invent Math上 (参见文献 [15,16,38,39,41,43,46]),

这反映出这方面研究的质量相当高).

Aldous-Lyons猜想对概率论和图论组合的意义不言而喻.它的解决可以对群论起重大的推动作用,

即可推出 “任一有限生成群是可图的”,进一步, “任一可数群是可图的”. 可图群由 Gromov [47] 1999年

引进; 诞生于他对符号动力系统中的 Gottschalk 满射 (surjunctivity) 猜想 (由 Gottschalk [48] 提出) 的

研究; 名字 “可图” 由 Weiss [49] 所取. 在可数群理论中, 有如下两个重要的未决问题 [50]: 任一可数群

都是可图群? 都是超线性 (hyperlinear) 群? 注意可图群是超线性群. 这两个问题的肯定答案分别推

出 Gottschalk 满射猜想对任一可数群成立, 算子理论中有 30 多年历史的 Connes 嵌入猜想对群 von

Neumann 代数成立 (弱形式的 Connes 嵌入猜想成立) [50]. Connes 嵌入猜想 [51] 是算子理论中最重要

的猜想之一, 与算子代数版本的 Hilbert 第 17 问题等价; 关于它的研究近况参见文献 [52–55]. 因此,

Aldous-Lyons 猜想的成立可以推出任一可数群是可图群; 从而, 自动推出 Gottschalk 满射猜想对任一

可数群成立, Connes 嵌入猜想对群 von Neumann 代数成立. Aldous-Lyons 猜想不仅引起了概率学者
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的关注, 也吸引了诸如 Lovász 和 Bollobás 等 (参见文献 [10, 18]) 顶尖组合图论学者的极大兴趣.

Aldous-Lyons 猜想十分的扑朔迷离.

Aldous 和 Lyons 曾在一 2004 年预印本中对此猜想给出了证明, 而后发现该证明是错误的, 参见

文献 [56, 第 494 页第 8–10 行]. Aldous 和 Lyons 认为此猜想的答案不明朗. 一个重要的原因是此猜

想正面的答案与群论中的一个信念, 存在非可图可数群, 相冲突; 尽管到目前为止还没发现任一非可

图可数群 (参见文献 [34,50]). Lovász 和 Bollobás 认为对度有界的单模随机图 (网络), 此猜想成立 (参

见文献 [10,17,18]); 此情形下的 Aldous-Lyons猜想仍可推出 “任一可数群是可图群”、Gottschalk满射

猜想和弱形式的 Connes 嵌入猜想. 由文献 [57, 定理 3.4] 知, 任给 d > 2, 对 d- 正则树上的不变网络,

Aldous-Lyons 猜想成立; 尽管在此文中 d 为偶数, 但其证明适用所有的 d. Elek [58] 借鉴文献 [57] 中一

个关于双曲平面的圆填充的想法, 证明了此猜想对任一度有界的单模随机树成立. Elek 和 Lippner [34]

将文献 [58] 的结论推广至网络. 最近 Benjamini 等 [59] 利用不变渗流重证了 Elek 的结论 (参见文

献 [34, 58]): Aldous-Lyons 猜想对支撑在树上的单模随机网络成立. 此外, Schramm [4] 证明了超有限

情形的 Aldous-Lyons 猜想成立 (注意, 文献 [6, 定理 8.5(iv)] 推出此猜想对稍强的超有限 (即顺从的

(amenable)) 单模概率成立). Angel 等 [28] 证明了 Aldous-Lyons 猜想对单连通单模地图成立.

关于可数群, Gromov 有一句著名的论断:

“Any statement on the class of countable groups is either trivial or false.”

此论断可解读为: 对所有可数群成立的结论是平凡的. 注意 Aldous-Lyons 猜想、Gottschalk 满射猜想

和弱形式的 Connes嵌入猜想任一成立都将驳斥 Gromov的上述论断; 文献 [60,61]在一定程度上已驳

斥了它. 从概率论角度, 如下的结论及猜想在一定意义上不支持 Gromov 的论断:

(1) 无穷 Cayley 图上的简单随机游走是超扩散的 (参见文献 [23, 62]);

(2) 每个无穷 Cayley 图均有一个不变的随机完美匹配 (参见文献 [63]);

(3) 猜想: 设 Γ 是一个有限生成的无穷群且不是整数群 Z1 的有限扩张, 则 Γ 的任一 Cayley 图上

的临界 Bernoulli 渗流不存在无穷连通分支.

回顾 Hilbert 第 17 问题有肯定答案, 而 Connes 嵌入猜想是算子代数版本的 Hilbert 第 17 问题.

综上所述, Aldous-Lyons 猜想应成立.

Aldous-Lyons 猜想的成立将解决 Gottschalk 满射猜想与弱形式的 Connes 嵌入猜想, 以及可数群

理论中的 10多个重要问题 (参见文献 [50]),对稀疏图极限理论能做出重大贡献 (参见文献 [9,10,17,18]),

改进与单模随机网络相关的大量概率结论 (参见文献 [5, 6, 56, 64] 等). 这是这个猜想散发出的巨大魅

力. Aldous-Lyons 猜想的扑朔迷离性昭示着它的神秘魅力, 吸引着有志者去征服它.

2 Aldous-Lyons 猜想 [6]: 单模随机网络 (图) 的有限逼近

2.1 网络 (Network)

令 Ξ 是 Polish 空间, G = (V,E) 是重边图 (multi-graph). 令

φV : V → Ξ, φE : E → Ξ2 (2.1)

为两个映射. 称具有标记 (mark) 空间 Ξ 及标记映射 φV 和 φE 的图 G = (V,E) 为一网络, 其中

(i) ∀ v ∈ V, φV (v) ∈ Ξ 为 v 的标记;
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(ii) ∀ e ∈ E, φE(e) = (S, T ) ∈ Ξ2 为 e 的标记.

注意在许多情形下可自然地视每条边 e被赋予了两个标记 S 和 T ,一个端点一个标记;通常 Ξ可选为

Baire 空间 NN (N : 自然数集), 因为任一不可数 Polish 空间 Borel 同构于 Baire 空间 NN (Kuratowski

定理). 除非需要它们, 通常略去标记映射 φV 和 φE . 视图为网络的特殊情形: 所有的标记均为某一给

定的标记.

注 2.1 (i) 边标记映射 φE 可作如下理解: ∀x, y ∈ V, x ∼ y, 视 {x, y} 是从 x 到 y 的有向边,

{y, x} 是从 y 到 x 的有向边. 有向边全体记为
−→
E . 通过适当的方式, 可将 φE 视为映射 φ−→

E
:
−→
E → Ξ.

反之, 亦可由 φ−→
E
很自然地得到 φE .

(ii) 通过选取适当的标记空间 Ξ′, 可将 (2.1) 中的映射换为

φV : V → Ξ′, φE : E → Ξ′. (2.2)

反之, 可将 (2.2) 中的映射换为 (2.1) 中的形式:

φV : V → Ξ′, φE = (φE , φE) : E → Ξ′2.

因此, 用 (2.1) 或 (2.2) 来定义网络, 本质上是同一回事.

2.2 单模图 (Unimodular graph)

(i) 令 G 是一个图, H 是它的一个子图. 令

∂VH = {v ∈ H : v 与 H 之外的某顶点相邻} : (内部) 顶点边界.

称 G 为 (顶点) 顺从的, 若存在 {Hn}∞n=1 ⊆ V (G) 满足 limn→∞
|∂V Hn|
|V (Hn)| = 0, 其中 | · | 表示集合的势,

称 {Hn}∞n=1 为 Følner序列. 若不存在 Følner序列, 则称 G为非顺从的. 称一个有限生成群为顺从的,

若它的某一 (等价地, 所有的) Cayley 图是顺从的. 注意任一有限生成 Abel 群为顺从的.

回顾: 称一个有限生成群 Γ 是 von Neumann 顺从的, 若存在 L∞(Γ) 上的一个不变均值, 即存在

一线性映射 m : L∞(Γ)→ R1 使得对任意的 f ∈ L∞(Γ), 有

m(f) ∈ [inf(f), sup(f)], m(fγ) = m(f), ∀ γ ∈ Γ, 其中 fγ(·) = f(γ·).

Γ 是 von Neumann 顺从的当且仅当存在其上的一个有限可加不变概率. 很有意思的是 von Neumann

顺从的与顺从的是同一回事. Kesten [65] 证明了有限生成群 Γ 是顺从的当且仅当其任一 Cayley 图的

谱半径等于 1.

(ii) G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) 两个图.

• 同态 ϕ : G1 → G2 是指这样的一对映射 ϕV : V1 → V2 和 ϕE : E1 → E2, 它们满足: ∀ e ∈ E1, ϕV

将 e 的端点映成 ϕE(e) 的端点.

• 当 ϕV 和 ϕE 均为双射时, 同态 ϕ 称为同构. 特别地, 当 G1 = G2 时, 它称为自同构. 图 G 的自

同构全体在复合运算下构成一个群 Aut(G) (G 的自同构群).

(iii) 设 Γ ⊆ Aut(G). Γ 在 G 上的作用是可迁的是指在 V (G) 中只有一条 Γ- 轨道. Γ 在 G 上的作

用是拟可迁的是指在 V (G) 中有有限条 Γ- 轨道. 称 G 为可迁的 (拟可迁的), 若 Aut(G) 在 G 上的作

用是可迁的 (拟可迁的). 注意 Cayley 图是可迁图.

(iv) 上述 (ii) 和 (iii) 中的概念可自然地延拓至网络, 此时需要求映射保持顶点和边的标记.
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(v) 回顾: 一局部紧群是单模的 (unimodular) 是指它的左不变 Haar 测度也是右不变的. 特别地,

任一离散可数群是单模的. 设 G 是一图, 赋予 Aut(G) 如下的弱拓扑: Aut(G) 在 G 上的作用所生成

的拓扑;即此拓扑为使 Aut(G)在 G上的作用是连续的最小的此类型拓扑.称 G是单模的,若 Aut(G)

是单模的. 注意 Cayley 图和拟可迁的顺从的图是单模图. 但并不是所有的可迁图都是单模图, 如祖母

图 (grandmother graph, 如文献 [17, 第 341 页]) 和 Diestel-Leader 图 (由文献 [66] 引入, 参见文献 [67,

第 7 章的例 7.2]). 由文献 [68] 知 Diestel-Leader 图不拟等距同构于任一 Cayley 图.

2.3 带根网络 (Rooted network)

(i)称具有一显著顶点 o的网络 G为带根网络, o称为根.两个带根网络之间的带根同构是指保持

网络同构且将一网络的根变为另一网络的根的网络同构. 一般不区分带根网络与它的同构类.

G :图; G :具有底图 (underlying graph) G 的网络;

[G, o] :与 (G, o) 带根同构的带根同构类.

(ii) 令

G∗ = {带根连通局部有限网络的带根同构类}.

在 G∗ 上定义如下的度量 dist:

dist((G1, o1), (G2, o2)) =
1

1 + α
,

其中

α = sup

{
r > 0 : ∃BG1(o1, ⌊r⌋) 到 BG2(o2, ⌊r⌋) 之间的一底图带根同构,

使得每对相应的标记之间的距离 6 1

r

}
,

BGi(oi, ⌊r⌋) 是 Gi 中以 oi 为心的半径为 ⌊r⌋ 的球, ⌊r⌋ 表示 r 的整数部分.

关于此距离, G∗ 是完备可分的. 对 G∗ 上的概率 µ 和 µn, 当 µn 弱收敛到 µ 时, 记 µn ⇒ µ. 易知

此收敛不依赖拓扑空间 Ξ 上相容距离的选取. 任给 G∗ 上的概率 µ, 令

deg(µ) =根的度关于 µ 的期望. (2.3)

任给 t ∈ N, 令
G∗t = {[G, o] ∈ G∗ : G 的每个顶点到 o 的距离 6 t}.

用 Q 表示有理数集. 任给 r ∈ Q ∩ (0, 1] 和 α ∈ G∗t, 令

Tr(G∗, α) =
{
[G, o] ∈ G∗ : dist((G, o), α) < r ∧ 1

1 + t

}
.

显然, Tr(G∗, α) 是 G∗ 中的开集. 易知任给 G∗ 上的概率序列 {µn}n>1 和概率 µ, 有

µn ⇒ µ 当且仅当 lim inf
n→∞

µn(Tr(G∗, α)) > µ(Tr(G∗, α)), ∀Tr(G∗, α). (2.4)

若标记空间 Ξ 是离散的且赋予其离散距离, 任给 α ∈ G∗t, 记

T (G∗, α) = {[G, o] ∈ G∗ : BG(o, t) 带根同构于 α},
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则 T (G∗, α) 是 G∗ 中的开 - 闭集, 从而,

µn ⇒ µ 当且仅当 lim
n→∞

µn(T (G∗, α)) = µ(T (G∗, α)), ∀T (G∗, α), (2.5)

这与文献 [10, 18] 中的关于极端稀疏图的局部极限一致.

注意类似文献 [59, 定理 3.1] 可证, 当标记空间有限时, G∗ 上的单模概率族 {µi}i∈I 在如下条件下

是胎紧的: 随机变量族 {degGi
(oi)}i∈I 一致可积, 其中 {[Gi, oi]}i∈I 是相应的随机带根网络族.

(iii) 令 GN 表示所有以 1 为根以 NN 为标记空间的 N 上的网络, 则 G∗ 中的任一元素均有一典型
表示, 即存在一连续映射 f : G∗ → GN. 为给出此连续映射, 赋予 GN 如下的全序 ≼:

(a) 赋予 N× N 和 NN 字典顺序, 使它们均成为全序空间.

(b) 为使边与 N × N 中的元素等同, 视网络的边为有向边, 视 i 与 j 之间的边在 i 处的标记为有

向边 (i, j) 的标记.

(c) 任给两个不同网络 G1, G2 ∈ GN.
• 若 E(G1) ̸= E(G2), 则 G1 和 G2 中含 E(G1)∆E(G2) 中最小边的网络为小的网络.

• 若 E(G1) = E(G2), 但 V (G1) 与 V (G2) 的标记不全一样, G1 和 G2 中在标记不同的最小顶点

处具有小标记的网络为小的网络.

• 若 E(G1) = E(G2), V (G1) 与 V (G2) 的标记一样, 但 E(G1) 与 E(G2) 的标记不全一样, 则在标

记不同的最小有向边上具有小标记的网络为小的网络.

任给 G ∈ G∗ : 存在唯一 Gsmallest ∈ GN, 使 Gsmallest 与 G 同构且满足

∀G′ ∈ GN, G′ 与 G 同构,则 Gsmallest ≼ G
′.

典型表示如下: f : G ∈ G∗ → Gsmallest ∈ GN.
(iv) ∀ 网络 G (可能不连通), ∀x ∈ V (G), 令

Gx = {x 在 G 中的连通分支}.

若 µ 是 V (G) 上的概率, 则 µ 自然地诱出 G∗ 上的一个概率, 仍记之为 µ:

µ([Gx, x]) =
∑

y∈V (G)

µ(y)I{(Gy,y)∈[Gx,x]}.

• 对有限网络 G, 令 U(G) 表示按上述方式得到的 G∗ 上的概率, 此时 µ 为 V (G) 上的均匀分布.

•设 Gn 是有限网络, µ是 G∗ 上的一个概率.称 Gn 的随机弱极限 (random weak limit) [6] 是 µ,若

U(Gn)⇒ µ.

此时若存在一个固定的可迁网络 G 使得 µ({[G, o]}) = 1 对某 o ∈ V (G) 成立, 则称 Gn 的随机弱极限

是 G.

回顾随机弱极限亦称为分布极限 (distributional limit) [1]、局部 (弱)极限 (local (weak) limit) [5] 和

Benjamini-Schramm 极限 [17], 甚至左收敛 (left-convergence) [11]. 称为局部极限原因如下: 若 (Gn) 具

有局部极限 µ, 则由 Gn 的两个不交版本构成的图 Hn 亦具有局部极限 µ. 再例如, 对 d > 3, 随机 d-

正则图序列与随机 d- 正则二部图序列的局部极限均为 d- 正则树. 这没有反应出图的整体结构.

在图 (网络)序列的各种收敛中,随机弱极限是最基本的一种收敛,若干其他收敛往往是它的强化,

参见文献 [69].
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2.4 G∗G∗G∗ 上的单模概率

类似于 G∗, 定义 G∗∗ 为具有显著有序顶点对的局部有限连通网络的同构类, 赋予 G∗∗ 和 G∗ 类似
的拓扑. 记 G∗∗ 上的函数 f 为 f(G, x, y).

令 µ 是 G∗ 上的概率. 称 µ 是单模的 (参见文献 [6]), 若它满足质量运输原则 (mass-transport

principle): 任给 Borel 函数 f : G∗∗ → [0,∞),∫
G∗

∑
x∈V (G)

f(G, o, x)dµ([G, o]) =

∫
G∗

∑
x∈V (G)

f(G, x, o)dµ([G, o]). (2.6)

令 U 表示 G∗ 上的单模 Borel 概率测度全体. 注意 f(G, x, y) 可称为 x 送给 y 的质量. 名字取为单模

有两个原因:

(i) 网络单模自同构群的推广.

(ii) 质量运输原则表示赋予 G∗∗ 的两个测度相等:

左测度 µL :

∫
G∗∗

fdµL =

∫
G∗

∑
x∈V (G)

f(G, o, x)dµ([G, o]),

右测度 µR :

∫
G∗∗

fdµR =

∫
G∗

∑
x∈V (G)

f(G, x, o)dµ([G, o]),

µ 是单模的当且仅当 µL = µR.

图的质量运输原则由 Häggström[70]引入,在文献 [71]中得以大力发展及运用; Benjamini和 Schramm[1]

引入了一般形式的质量运输原则.而后 Aldous和 Steele [5] 用不同的术语—对合不变 (involution invari-

ant) 考虑了质量运输原则的特殊形式: (2.6) 对支撑在

{(G, x, y) : x ∼ y}

上的 f 成立. Aldous 和 Lyons [6] 证明了单模性与对合不变性是等价的, 见下面的命题 2.1.

命题 2.1 [6] G∗ 上的概率 µ 是对合不变的 ⇔ µ 是单模的.

命题 2.2 设 µ 是 G∗ 上的概率, 随机带根网络 [G, o] 具有分布 µ. 令 w 是 o 的等可能选取的随

机邻居,

dµ̃([G, o]) = deg(o)dµ([G, o]). (2.7)

(i) 则 µ 是单模的当且仅当在 P 下, [G, o,w] 和 [G,w, o] 在 G∗∗ 上具有相同的分布即像测度 (注意

此分布不一定是概率测度),其中 P是测度,在 P下, [G, o]具有分布 µ̃; 给定 [G, o], w 是 o的等可能选

取的随机邻居. 显然, [G, o, w] 与 [G,w, o] 在 G∗∗ 上具有相同的分布 ⇒ [G,w] 具有分布 µ̃.

(ii) 若 0 < deg(µ) = µ[deg(o)] <∞, 则令

µ̃1 =
µ̃

deg(µ)
, (2.8)

于是, µ 是单模的当且仅当在 P1 下, [G, o, w] 与 [G,w, o] 在 G∗∗ 上具有相同的分布 (此时分布是概率

测度), 这里 P1 是概率, 在 P1 下, [G, o] 具有分布 µ̃1; 给定 [G, o], w 是 o 的等可能选取的随机邻居. 显

然, [G, o, w] 与 [G,w, o] 在 G∗∗ 上具有相同的分布 ⇒ [G,w] 具有分布 µ̃1.
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注 2.2 (i) 设 [G, o] 是随机带根网络, (Xn)
∞
n=0 是 G 上从 o 出发的简单随机游走. 称 [G, o] 是平

稳的, 若对任意的 n ∈ N, [G, o] 与 [G,Xn] 同分布. 称 [G, o] 是可逆转的 (reversible), 若

对任意的 n ∈ N, [G,X0, X1] 与 [G,X1, X0] 同分布.

注意可逆转性可推出平稳性. 命题 2.2(ii) 中的 µ̃1 实际上是可逆转的随机带根网络, 从而更是平稳随

机带根网络, 参见文献 [72].

(ii) MER. 设 X 为拓扑空间, µ 是其上的概率, R 是 X2 中的可测子集且定义 X 上的一个使等价

类数目有限或可数的等价关系.称 (X,µ,R)为 MER. ∀x ∈ X,用 [x]表示 x的 R-等价类. 称 R保测,

如果 ∫
X

∑
y∈[x]

f(x, y)dµ(x) =

∫
X

∑
y∈[x]

f(y, x)dµ(x), ∀ f : X2 → [0,∞] 可测.

称 Φ 为 R 的图极限, 若 Φ 为 X2 中的可测子集且包含 Φ 的最小等价关系是 R. 图极限 Φ 可诱导 X

上的一个图结构:

x, y ∈ X, x ∼ y 当且仅当 (x, y) ∈ Φ 或 (y, x) ∈ Φ.

用 Φ(x) 表示由图极限 Φ 在 [x] 上诱导出的以 x 为根的子图. 任给可测映射 ψ : X → Ξ, ϕ : X2 → Ξ,

视 ψ(x) 为 x 的标记, ϕ(x, y) 为边 xy 在 x 处的标记, 则 Φ(x) 是随机带根网络, 其分布是单模的当且

仅当 R 是保测的.

反之, 设 µ 是 G∗ 上的概率, (G, o) 具有分布 µ. 将 G 的所有标记增加一相互独立的 [0, 1] 上的均

匀标记作为每个标记的第二个坐标, 则可得 G∗ 上的概率 ν. 令 G# ⊂ G∗ 表示所有标记均不同的带根
网络, 则 ν 集中在 G# 上. 定义

R ⊂ G2#, R := {同构但不带根同构的带根网络对};

Φ ⊂ R, Φ = {同构 (非带根) 的带根网络对, 在 (唯一的) 同构映射下它们的根是邻居},

则 (G#, ν, R) 是 MER, Φ 是 R 的图极限. R 是保测的当且仅当 µ 是单模的. 若用 Prj 表示忘记标记的

第二个坐标的映射, 则 µ = ν ◦ Prj−1.

可见单模随机网络的研究与保测 MER 的研究有着实质性的交叠. 单模随机网络起源于图上群

(作用) 不变渗流 [29] 和有限图的渐近分析等, 侧重于图极限的概率方面; 而保测 MER 起源于群作用

的遍历论 (参见文献 [30–34] 等), 侧重于等价关系的遍历方面. 关于不变渗流和 MER, 亦可参见文

献 [35, 36].

图极限由群论学者所发明, 如同单模概率, 它可用来描述有限图 (网络) 序列的局部极限. 正如文

献 [17, 第 23 页] 所言: “一个漂亮的事实是, 用此种方式表示群的图极限正好用于描述度有界收敛图

序列的极限.”从某种角度来说,图极限可能比单模概率更复杂或更简单. 但图极限有一个重大的优势:

它能表示更丰富的结构: 有限图序列的局部 - 整体极限, 参见文献 [17, 第 19.2.2 小节].

设 R ⊆ Ξ×Ξ是闭集. 任给两个单模概率 µ1, µ2 ∈ U . 称 µ1 是 R-相关于 µ2 的, 若存在支撑在标

记空间为 Ξ×Ξ的带根网络集上的概率测度 ν,称为 µ1 关于 µ2 的 R-耦合,满足 ν 对应的随机带根网

络的标记是 R 值的且 ν 的第 i 个边际分布 (取标记的第 i 个坐标) 恰是 µi, i = 1, 2. 特别地, µ1 与 µ2

可耦合得具有相同的底带根图. 如下问题具有重大意义 (参见文献 [6, 第 1457、1458、1463、1465 页]):

问题 2.1 (单模耦合) 设 R ⊆ Ξ× Ξ 是闭集, 单模概率 µ1 R- 相关于单模概率 µ2. 是否存在 µ1

关于 µ2 的单模 R- 耦合?
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当诸 µi 是顺从的时, 问题 2.1 有肯定答案, 参见文献 [6, 命题 8.6]. 然而即使诸 µi- 随机网络的

底图是同一固定的非顺从的 Cayley 图且标记空间只有两个点, 前述问题仍是开的, 参见文献 [6, 问

题 2.5].

文献 [73] 提出了关于绑定 (wired) 均匀展开森林与自由均匀展开森林的单调耦合问题, 文献 [74]

给出了部分答案; 这是关于图包含关系的一个很有意思的耦合个例, 但还有如下的很有意思的网络包

含关系 (单调关系) 耦合问题.

回到带根网络情形. 对映射 ψ : Ξ→ Ξ和网络 G,令 Ψ(G)表示将 G的每个标记用它在 ψ 下的象

代替后得到的网络. 任给 Ξ 的 Borel 子集 Ξ0 及网络 G, 称所有边标记属于 Ξ0 的边构成的子网络为

G 的 Ξ0- 开子网络. 设 µ 和 µ′ 是 G∗ 上的两个概率. 称 µ 被 µ′ 边控制, 若存在 G∗ 上的概率 ν、Ξ 的

Borel 子集 Ξ0, 及 Borel 映射 ψ,ψ′ : Ξ→ Ξ 满足: 设网络 (G′, o) 具有分布 ν, 记 o 在其 Ξ0- 开子网络

的连通分支为 (G, o), 则 (Ψ(G), o) 具有分布 µ 而 (Ψ′(G′), o) 具有分布 µ′. 进一步, 若 ν 是单模的, 则

称 µ 被 µ′ 单模边控制. 对两个单模概率 µ 和 µ′, 当 µ 被 µ′ 边控制时, 是否存在它们的单模边控制?

此外, 设 Ξ 是半序集, µ 和 µ′ 是两个单模概率, 且存在如下的 Ξ× Ξ- 耦合: 第二个网络的标记高

于第一个网络的标记; 是否存在如此的单模单调耦合?

2.5 Aldous-Lyons 猜想

网络的单模性类似随机序列 (过程) 的平稳性 (参见文献 [6, 8]). 用 Z 表示整数集. 任给自然数 n

和随机序列 (Yn,i)16i6n, 令 Un ∈ {1, 2, . . . , n} 是独立于 (Yn,i)16i6n 的均匀随机指标. 若当 n→∞ 时,

随机序列 (Yn,Un+i)i∈Z (约定 Yn,j = 0,若 j /∈ {1, . . . , n})具有一个极限分布,则此分布是平稳的; 反之,

任意的平稳序列可平凡地用此种方式得到.

类似地, 显然有限网络序列的随机弱极限是单模的. Aldous-Lyons 猜想 (参见文献 [6, 第 1500 页

的问题 10.1]): G∗ 上的单模概率均是某有限网络序列的随机弱极限. 具体地:

猜想 2.1 (Aldous-Lyons 猜想) 设 µ 是 G∗ 上的单模概率测度, 则存在有限网络序列 {Gn}∞n=1

满足

U(Gn)⇒ µ.

文献亦称使 Aldous-Lyons 猜想成立的单模概率 (随机网络) 为可图的, 如文献 [6, 59]. 此猜想

等价于每个单模概率都是可图的. 注意动力系统中的可图概率测度与此处的可图是不同的, 参见文

献 [75].

与随机弱极限 (局部极限) 相关的问题和猜想很多. 例如, (i) 文献 [8, 第 2179 页的问题 4]: 若 G

是有限平面图的随机弱极限 (局部极限), 则其上位置渗流的临界概率 pc(G, site) > 1/2 a.s. 且此临界

位置渗流不存在无穷连通分支; (ii) 关于渗流临界概率局部性的 Schramm 猜想 (参见文献 [23,76,77]):

记 pc(G)为无穷连通图 G上的 Bernoulli边渗流的临界概率,若无穷可迁图序列 {Gn}n>1 局部收敛于

无穷可迁图 G 且 supn pc(Gn) < 1, 则 pc(Gn)→ pc(G).

3 Aldous-Lyons 猜想的进展

3.1 Aldous-Lyons 猜想对度有界的单模带根树成立 [58]

固定 2 6 d ∈ N. 令 Graph = {简单图 G 的同构类 : ∀x ∈ V (G),deg(x) 6 d}. 对图 G, 用 dG(x, y)

表示 x, y ∈ V (G)之间的距离. 一带根 r-球是一图 G ∈ Graph,它具有根 x ∈ V (G),且 dG(x, y) 6 r 对
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任意的 y ∈ V (G) 成立. 记 Ur = {带根 r- 球}. 任给 G ∈ Graph, x ∈ V (G), 令 BG(x, r) ∈ Ur 表示以 x

为根的带根 r- 球. 任给 α ∈ Ur, G ∈ Graph, 定义

T (G,α) = {x ∈ V (G) : BG(x, r) ∼= α},

pG(α) =
|T (G,α)|
|V (G)|

.

称图序列 {Gn}∞n=1 ⊂ Graph 是随机弱收敛的, 若

lim
n→∞

|V (Gn)| =∞, lim
n→∞

pGn(α) 存在, ∀ r ∈ N, α ∈ Ur.

令

Gr := {可数连通带根图 (G, x) 的带根同构类 [G, x] : G ∈ Graph, x ∈ V (G)}.

在 Gr 上定义距离 dist(·, ·) : ∀ [G1, o1], [G2, o2] ∈ Gr,

dist([G1, o1], [G2, o2]) =
1

1 + r
, r := max{s : BG2(o2, s)

∼= BG2(o2, s)}, (3.1)

则 (Gr,dist(·, ·)) 是紧度量空间. 令

T (Gr, α) = {[G, o] ∈ Gr : BG(o, r) ∼= α}, ∀ r ∈ N, α ∈ Ur,

则 T (Gr, α) 既是开集也是闭集. 因此, Gr 上的概率 µ 是 (Gn)n 的随机弱极限当且仅当

µ(T (Gr, α)) = lim
n→∞

pGn(α), ∀ r ∈ N, α ∈ Ur.

文献 [58] 借鉴文献 [57] 中研究双曲平面的圆堆积 (circle packing) 的一个想法, 证明了如下定理:

定理 3.1 集中在树上的 Gr 上的单模概率 µ 是有限图序列的随机弱极限.

注 3.1 (i) 沿着定理 3.1 的证明思路可证: Aldous-Lyons 猜想对带标记的度有界的单模随机树

仍然成立. 此结论在特殊标记时的证明, 参见文献 [34]. 注意可将 Aldous-Lyons 猜想的证明归结为度

有界情形此猜想的证明. 因此, Aldous-Lyons 猜想对带标记的单模随机树成立.

(ii) 如前所述证明定理 3.1 的方法来自文献 [57, 定理 3.4] 的证明. 下面叙述文献 [57, 定理 3.4].

设 F 是离散群, K 是紧拓扑空间. 令 X = X(F,K) 表示全体映射 ϕ : F → K, 并赋予 X 逐点收

敛拓扑, 则 X 是紧度量空间, F 在其上有如下的作用: ∀ f ∈ F,

f : ϕ ∈ X → fϕ(·) = ϕ(f−1·) ∈ X.

令 M =M(F,K)是 X 上在 F 作用下不变的概率全体,赋予其弱收敛拓扑.称 µ ∈M 是周期的, 若其

支撑是有限的. 如下的问题具有内在意义: 设 2 6 |K| < ∞. 刻画使周期概率全体在 M(F,K) 中稠密

的离散群 F . 文献 [57] 证明了如下的结论 (参见文献 [57, 定理 3.4]):

令 F 是有限生成自由群且 2 6 |K| < ∞. (i) 周期概率全体在 M(F,K) 中稠密. (ii) 设 E ⊂ F 有

限, ψ1, . . . , ψm ∈ X, Y := {ϕ ∈ X : ∃ i使得 ϕ |E = ψi |E}. 若 µ ∈M(F,K) 支撑在 Y 上, 则存在周期概

率序列 {λj}j>1 使得 λj → µ.

562



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 3 期

3.2 利用不变渗流重证 Aldous-Lyons 猜想对单模随机树网络成立 [59]

单模随机树 (unimodular random tree, URT) 网络是支撑在树上的单模随机网络. 文献 [59] 证明

了度有界的 URT 与正则树上的不变渗流的根的连通分支同分布, 从而重证了 Aldous-Lyons 猜想对

URT 成立, 即文献 [34, 58] 的结果. 关于不变渗流, 参见文献 [35, 70,71,78].

现开始证明前述结论. 为此, 先给出如下由定义直接可证的引理.

引理 3.1 设 µ 是 G∗ 上的单模概率, Ξ 是相关的标记空间. 再设 Ξ̂ 是 Polish 空间, ϕ : G∗ → Ξ

是可测映射. 令 Φ 是 G∗ 到 G∗ 的映射, 它将网络 [G, o] 变成另一个网络: 此网络与 [G, o] 具有相同的

底图与根,但顶点 x ∈ V (G)的标记被 ϕ([G, x])所代替,则 Φ∗µ是单模概率.再者, 若给分布为 µ的单

模随机网络的所有顶点标记增加第二个独立同分布 (i.i.d.) Ξ̂ 值的标记, 则得到的随机网络仍然是单

模的.

回顾图 G 上的带标记 (labeled) 渗流是如下的随机网络: 它的底图是 G, 顶点和边被赋予了有两

个坐标的标记, 标记的第二个坐标要么为 0 要么为 1. 称第二个坐标为颜色 (color). 染 0 或 1 的边分

别称为闭边或开边.

引理 3.2 令 µ 是底图是度至多为 d 的树的带根网络上的概率测度, 则 µ 是单模的当且仅当 µ

是 d- 正则树 Td 上在自同构群作用下不变的带标记渗流的根的开分支的分布.

定理 3.2 每个 URT 是可图的.

证明 由文献 [57,定理 3.4]知, Td 上的任一不变网络是可图的,尽管只对偶数 d给出了证明,但

对所有的 d 证明仍有效.

任给 URT µ, 若其顶点的度至多为 d, 则由引理 3.2, 令 ρ 是 Td 上的不变带标记渗流, 其根的开

分支具有分布 µ. 令 (Gn)n 是随机弱极限为 ρ 的有限网络序列. 这里亦可假设诸 Gn 的边被染成开或

闭. 去掉诸 Gn 的闭边, 得 G′
n. 则显然 (G′

n)n 具有随机弱极限 µ.

若顶点的度不 µ-a.s. 有界,则对每个 d,删掉 T 中所有其某端点的度大于 d的边,令 µd 是 o在删

边后的连通分支的分布, 其中 (T, o) ∼ µ, 则 µd 是单模的; 由刚证的结论知, 它是可图的. 注意可图测

度全体是闭集, µd → µ (d ↑ ∞). 因此, µ 是可图的.

注 3.2 (i) 文献 [34] 利用一个比定理 3.2 稍弱一点的可图逼近证明了每个可树化 (treeable) 群

是可图的. 称群 Γ 是可树化的, 若存在一个支撑在以 Γ 为顶点集的树上的在 Γ 的自然作用下不变的

概率; 称此概率为 Γ 的树化 (treeing). 参见附录 C.

(ii) 注意, 并不是每个单模随机网络都是某不变渗流的根的连通分支; 从而用不变渗流的想法不

能证明一般情形下的 Aldous-Lyons猜想.例如,考虑无穷离散 Sierpiński地毯 (参见文献 [79,引理 2.3]

和 [59]). 它是 Sierpiński地毯第 n 步构造的自然边界图在 n→∞ 时的随机弱极限. 在此情形, 极限测

度 µ 具有不可数的支撑, 尽管在支撑中的图是平面上三角形格点的子图. 不存在三角形格点上的不变

渗流使其在根处的连通分支具有分布 µ; 因为 µ 的支撑中的子图具有密度 0, 且由它们的拓扑知三角

形格点上的任一渗流只能有一个连通分支是 Sierpiński 地毯 (除去具有 µ 零测度的退化连通分支).

3.3 超有限情形的 Aldous-Lyons 猜想成立 [4]

与顺从群的 Følner 序列相关的一个概念是度有界图族的 “超有限性”; 此概念可以自然地延拓至

图极限. “超有限” (在不同情形) 由文献 [4,36,80] 引入. 注意, 超有限度有界图族与超有限度有界图极

限的关系就像稠密图序列与图测度 (graphon) 的关系一样美妙; 特别地, Schramm [4] 证明了超有限情

形的 Aldous-Lyons 猜想成立, 参见文献 [17].

563



向开南: 单模随机网络的有限逼近

定义 3.1 (超有限图族 (hyperfinite graph family)) 令 G 表示顶点度至多为 D 的有限图全体. 任

给 ϵ ∈ (0, 1), k ∈ N, 称图 G ∈ G 是 (ϵ, k)- 超有限的, 若能删掉 G 的 ϵ|V (G)| 条边使得到的图的任一连
通分支至多有 k 个顶点. 设 H ⊆ G 是有限图族, 称其为超有限的, 若 ∀ ϵ ∈ (0, 1), ∃ k = k(ϵ) ∈ N 使 H
中的任一图都是 (ϵ, k)- 超有限的.

上述定义中,删边可换成删顶点. 实际上,设删掉的边集为 S,去掉 S 中每条边的一个端点可使所

得图的连通分支变小. 反之, 若删掉顶点集 T 使所得图的连通分支变小, 令 S 表示所有与 T 相邻的

边, 则删掉边集 S 亦可使所得图的连通分支变小且 |S| 6 D|T |.
注意, 展开子 (expander) 无穷族不超有限, 随机 D- 正则图族在 D > 3 时以概率 1 不超有限.

例 3.1 (i) G 中的树全体是超有限的.

(ii) 任给 f : N→ N, 称图族 H 具有 f - 有界增长, 若

|BG(v,m)| 6 f(m), ∀G ∈ H, v ∈ V (G), m ∈ N.

若进一步, (log f(m))/m→ 0 (m→∞), 则称 H 具有次指数增长. 次指数增长的图族 H 是超有限的.

(iii) Benjamini 等 [81] 证明了如下结论: G 的每个子式封闭的非空真子集是超有限的. 特别地, G
中的全体平面图是超有限的.

定义 3.2 (超有限图极限) 回顾图极限是一个四元组 G = (Ω,B, λ, E): 其中 V (G) = Ω 是集合,

B = B(G) 是 Ω 上的 Borel σ- 代数, λ = λG 是 (Ω,B) 上的概率测度, E(G) = E ∈ B × B 是满足如下
的条件的 Borel 集:

η(A×B) = η(B ×A), ∀A,B ∈ B,

其中图极限的度有上界 D, η = ηG 是 (Ω× Ω,B × B) 上的有限测度, 记 y ∼ x, 若 (x, y) ∈ E,

η(A×B) =

∫
A

∑
y∼x

IB(y)λ(dx), ∀A,B ∈ B.

称图极限 G 为 (ϵ, k)- 超有限, 若存在 Borel 集 S ⊆ E 满足 η(S) 6 ϵ 且 G \ S 的每个连通分支至
多有 k 个顶点. 称图极限 G 为超有限, 若任给 ϵ ∈ (0, 1), 存在 k ∈ N 使 G 为 (ϵ, k)- 超有限. 注意若将

“G \ S 的每个连通分支至多有 k 个顶点”换为 “G \ S 的每个连通分支有限”,则并不会改变超有限的

定义.

类似图情形, 亦可通过删顶点集来定义图极限的超有限.

注 3.3 (i) 若 G 和 G′ 是两个局部 - 整体等价的图极限, G 为 (ϵ, k)- 超有限, 则 ∀ ϵ′ > ϵ, G′ 是

(ϵ′, k)- 超有限.

(ii)若 G和 G′ 是两个局部等价的图极限, G是超有限的, 则 G′ 亦然. 但 (ϵ, k)-超有限在局部等

价下不被保持.

设 G 是图极限. 令 R = {Y ⊆ V = V (G) : |Y | 6 k, G |Y 连通}. R 是 U = V ∪ V 2 ∪ · · · ∪ V k

的子集, 且若赋予 U 从 V 继承的自然 σ- 代数, 则 R 是 Borel 子集. 称 R 上的概率 τ 是一分数剖分

(fractional partition), 若按 τ 来选取 Y ∈ R, 然后均匀选取 y ∈ Y, 得 y 具有分布 λ. 定义 τ 的边界

值为

∂(τ) = E
(
∂(Y)

|Y|

)
, ∂(Y) 表示 Y 与其外部的连边数.

称 G是分数 (ϵ, k)-超有限,若存在分数剖分 τ 使得 ∂(τ) 6 ϵ. 注意 (ϵ, k)-超有限可推出分数 (ϵ, k)-超

有限; 反之不然. 但分数 (ϵ, k)- 超有限可推出 (ϵ log(8D/ϵ), k)- 超有限.
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命题 3.1 令 φ : G1 → G2 是图极限 G1 与 G2 之间的局部同构, 则

(i) G2 是 (ϵ, k) - 超有限 ⇒ G1 是 (ϵ, k) - 超有限;

(ii) G1 是分数 (ϵ, k) - 超有限 ⇒ G2 是分数 (ϵ, k) - 超有限.

如下的定理由 Schramm [4] 证明.

定理 3.3 设 (Gn)n ⊂ G 局部收敛到图极限 G, 则 G 是超有限的当且仅当 {Gn : n ∈ N} 是超有
限的.

下面叙述定理 3.3 在对偶意义下的如下定理, 可见 Aldous-Lyons 猜想对超有限图极限/单模图

成立.

定理 3.4 一个图极限是超有限的当且仅当它是超有限有限图序列的局部极限.

注 3.4 (i) Kaimanovich [82] 证明了超有限图的一个刻画 (其证明参见文献 [83]): 图极限 G 不是

超有限的当且仅当它有一子图极限 F 满足 ηG(E(F)) > 0 且 ∃ ϵ > 0 使

∂F(Y ) > ϵ|V (Y )|, ∀F 的有限连通子图 Y.

(ii) Hatami 等 [24] 和 Elek [83] 证明了, 任两个局部等价超有限无原子图极限是局部 - 整体等

价的.

(iii)令 G和 G′ 是两个超有限局部等价图极限, G是 (ϵ, k)-超有限的,则对 ∀ ϵ′ > ϵ, G′ 是 (ϵ′, k)-

超有限的.

(iv) 每个局部收敛超有限图序列是局部 - 整体收敛的.

(v) 定理 3.4 可推广至带标记情形, 即 Aldous-Lyons 猜想对带标记的超有限图极限和超有限的单

模随机网络成立.

3.4 Aldous-Lyons 猜想对单连通单模地图成立 [28]

Angel 等 [28] 证明了 Aldous-Lyons 猜想对单连通单模地图成立.

任给 (允许环和重边的) 连通图 G = (V,E), 它在曲面 S 中的嵌入是指把它在 S 中能以边不相交

的方式画出的画法. 对一个嵌入而言, 称 G 在 S 中的象的补的连通分支为面 (face). 称一个嵌入是适

当的 (proper), 若

(i) 它是局部有限的 (S 中的每个紧集只与有限条边相交);

(ii) 每个面同构于一个开圆盘;

(iii) 任意面 f, 给与 f 相邻的边赋予使 f 位于其右边的方向, 则这些有向边首尾相接构成一个有

向圈或路径.

注意对单连通或紧的 S, 满足 (i) 和 (ii) 的嵌入自动满足 (iii).

定义一个地图 M 为一个局部有限连通图 G及其在定向曲面中的适当嵌入的等价类,其中两个嵌

入 φi : G → Si (i ∈ {1, 2}) 等价是指存在保定向的同构 ϕ : S1 → S2 使 ϕ ◦ φ1 = φ2. 称一个地图是平

面的, 若其嵌入的曲面同构于 2 维球面的一个开子集. 若嵌入的曲面是单连通的 (即此曲面同构于 2

维球面或平面), 则称所论地图是单连通的.

定理 3.5 (参见文献 [28, 定理 2]) 每个单连通单模随机带根地图是可图的.

上述定理的证明依赖于树的相应结果 (参见文献 [57–59]). Elek 和 Lippner [34] 观察到可树化单模

图是可图的, 因此证明上述定理的关键步骤是证明自由均匀展开森林的连通性.
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4 Aldous-Lyons 猜想: 一些理解

4.1 难度

(1) 无穷带根 3- 正则树 (T3, o). 若 Gn 是 n 顶点 3- 正则图, 则 Gn 的随机弱极限是 (T3, o). 亦

可用 Z2 ∗ Z2 ∗ Z2 的商群来构造逼近序列. 这些构造无法推广至一般情形. 但 (T3, o) 不是有限树的随

机弱极限. 特别地, 固定 x ∈ V (T3), 令 Bn = BT3(x, n), n ∈ N, 则 (Bn)n 的随机弱极限不是 (T3, o),

而是如下的单模概率 µ : 令 Tn 是互不相交的深度为 n 的二分支树, n > 0. 给诸 Tn 加一与其根相邻

的新顶点 xn. 添加一孤立顶点 x−1. 然后在 xn 与 xn+1 之间连一条边, n > −1, 则所得的树 T 被文

献 [84] 称为华盖 (canopy) 树. 令

µ(T, xn) = 2−n−2, n > −1.

显然, µ 支撑在 T3 的一棵真子树上. 注意, 可将 T3 换为无穷 d- 正则树 Td (d > 3). 此时诸 Tn 是互不

相交的深度为 n 的 d− 1 分支树,

µ(T, xn) =
d− 2

(d− 1)n+2
, n > −1.

一般地可证, 无穷可迁图 G 有有限子图序列随机弱逼近于它当且仅当 G 是顺从的.

(2) Elek [58] 借鉴 Bowen [57] 研究双曲平面的圆填充 (circle packing) 的一个想法, 证明了此猜想对

任一度有界的单模随机树成立. Elek 和 Lippner [34] 将文献 [58] 的结论推广至网络. 最近, Benjamini

等 [59] 利用不变渗流重证了 Elek 的结论 (参见文献 [34, 58]): Aldous-Lyons 猜想对支撑在树上的单模

随机网络成立. 注意, 树是连边方式最简单的图, 以及并不是每个单模随机网络都是某不变渗流的根

的连通分支. 前述证明方法均有其天然的局限性. 虽然 Angel 等 [28] 证明了 Aldous-Lyons 猜想对单连

通单模地图成立, 但其证明依赖于树的相应结果.

Schramm [4] 证明了超有限情形的 Aldous-Lyons 猜想成立. 注意 “超有限” 与顺从图的 Følner 序

列密切相关. 此时 Aldous-Lyons 猜想成立是情理之中的事情.

证明 Aldous-Lyons 猜想的思路必须是构造性的, 已有方法难以适用, 挑战性巨大.

(3) 无标记和有标记. 设有限图序列 (Gn) 的随机弱极限为某固定的可迁图 G, 任意支撑在 G 上

的单模概率 (网络) 是否是 (Gn) 上的某网络序列的随机弱极限?

一般来说, 不是!

(i) 若 G 是 3- 正则树, 则几乎所有增长的 3- 正则图序列以 G 为其随机弱极限. 然而 G 上有自

同构不变的密度为 1
2 的 (随机) 独立集 (这来自随机 3- 正则二部图序列的随机弱极限是 G), 但由文

献 [85]随机 3-正则图的独立集的密度偏离 1
2 . 若 Aldous-Lyons猜想成立, 则必须存在有限图序列, 它

的独立集序列密度可以趋于 1
2 .

(ii)此外,另一个例子来自 Timár [27]: 存在一个收敛到 (Z ∗Z2)×Z4 的 Cayley图 G的图序列 Gn,

但无法给 E(Gn) 定向和标记以使所得的箭图局部收敛到 G 的 Cayley 箭图. 但此例子在一定程度上

利用了 (i). Elek注意到某些 Burger-Mozes群以两棵正则树的直积为 Cayley图, 从而存在有限图序列

的随机弱逼近; 但并不知晓这些单群是否是可图的. 关于 Burger-Mozes 群, 参见文献 [86, 第 IV.9 节].

回顾文献 [27,定理 2]: “存在满足如下条件的两个收敛到同一 Cayley图 G的序列 Gn 和 Kn: Kn

包含一个 Hamilton 圈 Cn 且 (Kn, Cn) 收敛到 (G,F ), 其中 F 是 G 的单模随机子图; 但 Gn 不包含子

图 Dn 满足 (Gn, Dn) 收敛到 (G,F ).” 构造的例子亦在一定程度上利用了 (i). 注意, (Kn, Cn) 可视为

Kn 上的示意图: 对 Cn 的边染一种颜色, 而对 Cn 外的边染另一种颜色.
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(iii) 一个潜在原因在于, (Gn) 本身只是局部收敛于 G, 而不是类似 “局部 - 整体 (染色邻域) 收

敛”; 从而导致给 G 加标记后不存在 Gn 上的网络局部收敛于 G 上的网络. 关于局部 - 整体 (染色邻

域) 收敛, 参见文献 [10, 17,24].

4.2 单模 Galton-Watson 测度

设 (pk, k > 0) 为 Z+ = {0, 1, . . .} 上的概率分布, T1 和 T2 是两棵独立的具有后代分布 (pk) 的

Galton-Watson 树, o1 和 o2 分别是它们的根; 在 o1 与 o2 之间连一条边, 得一棵新的树 T , 令 o1 为 T

的根. (T, o1) : 增广 (augmented) Galton-Watson 树, 其分布叫增广 Galton-Watson 测度, 记为 AGW

(若 p0 ̸= 0, 则考虑条件概率 P[T ∈ · | T1 与 T2不灭绝] 或 P[T ∈ · | T1 与 T2 灭绝]).

定义单模 Galton-Watson 测度 (UGW) 如下:

UGW(B) =
AGW(IB

1
deg(o) )∑

k>0
pk

k+1

.

可以验证:

UGW(deg(o) = ℓ+ 1) =
1

ℓ+1pℓ∑
k>0

pk

k+1

, ℓ > 0,

deg(UGW) =

(∑
k>0

pk
k + 1

)−1

.

往证 UGW 是有限网络的随机弱极限, 从而是单模的. 为此, 考虑固定度分布网络: 设 (γk) 是 Z+ 上

的概率分布.给定 n个顶点,独立地以概率 γk 给每个顶点 k 个球; 然后随机地对这些不同顶点的球配

对, 在不同顶点的球对之间连一条边 (若有 1 个球没被配对, 则略掉它). 令 m0 =
∑∞

k=0 kγk < ∞. 取
极限, 则得一棵树 (T, o): 其根 o 具有度 k 的概率为 γk, 根的邻居 (若存在) 度为 k 的概率为 kγk

m0
. 实

际上, 我们得到了具有后代分布 k → (k + 1)γk+1/m0 的 UGW. 故若希望后代分布为 (pk), 则只需令

γ0 = 0, γk = c−1 pk−1

k
(k > 1), c =

∑
k>0

pk
k + 1

.

4.3 Cayley 示意图

设群 Γ 具有有限生成集 S, o 为其单位元. 定义 Γ 的 Cayley 示意图为如下的网络 (G, o):

V (G) = Γ, E(G) = {(x, xs) : x ∈ Γ, s ∈ S};

边 (x, xs) 在 x 处的标记为 s, 在 xs 处的标记为 s−1 (对顶点不作标记, 或作相同的标记).

Weiss [49]定义了 Γ是可图的,若 (G, o)是边标记集为 S∪S−1的有限网络序列的随机弱极限.将 S∪S−1

嵌入 Ξ, Aldous-Lyons 猜想 ⇒ Cayley 示意图是某网络序列的随机弱极限. 将有限网络上的标记改成

S ∪S−1 中离它最近的点, 则可以得每个 Cayley示意图是边标记集为 S ∪S−1 的有限网络序列的随机

弱极限, 即每个有限生成群是可图的.

注意可图群的定义独立于 Cayley示意图, 即生成元集. 回顾群 Γ 是可图的, 若其有一个有限置换

群上的几乎忠实几乎作用 (almost-faithful almost-action) 的序列 {σi}∞i=1: σi : Γ → Sym(ni), ni → ∞,
使得

lim
i→∞

1

ni
|{1 6 p 6 ni : p

σi(f)σi(g) = pσi(fg)}| = 1, ∀ f, g ∈ Γ, (4.1)
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lim
i→∞

1

ni
|{1 6 p 6 ni : p

σi(f) ̸= pσi(g)}| = 1, ∀ f ̸= g ∈ Γ. (4.2)

关于可图群的其他等价定义见附录 A; 关于可图群的综述参见文献 [50, 52]. 可证: Γ 是 (4.1) 和 (4.2)

意义下的可图当且仅当它的一个或任一 Cayley 示意图是局部 (随机弱极限) 逼近的.

在第 4.1 小节 (3)(ii) 中已见到 Cayley 示意图的局部逼近与相应的 Cayley 图的局部逼近的关系:

通过忘记边定向与边标记即知前者推后者; 但不能通过对局部逼近 Cayley 图的有限图序列进行边定

向与加边标记来推出相应的 Cayley 示意图的局部逼近. 见下面构造的例子 [27]:

令 G = T3 × C4, C4 表示长为 4 的圈, 则 G 是有限生成群

⟨a, b, c, d | b2, c2, d2, cdcd, ada−1c, aca−1d, bcbd⟩ ∼= (Z ∗ Z2)× Z4

的 Cayley 图. 记前述有限生成群的 Cayley 示意图为 G̃. 令 (Hn)n 是围长 (girth) 趋于无穷的独立比

率小于 1/2 − ϵ < 1/2 的 3- 正则有限图序列. 关于此类序列的构造, 参见文献 [87] (ϵ = 1/26). 定义

Gn = Hn × C4. 显然局部地 Gn → G. 往证: 不存在 Gn 上的示意图 (网络) G̃n 使 G̃n 局部逼近 G̃.

先对 G 和 G̃ 作如下的理解. (i) 设 T1、T2、T3 和 T4 是 4 个不交 T3- 版本, 称为纤维 (fibre). 令

ϕ1 : T1 → T2, ϕ2 : T2 → T3, ϕ3 : T3 → T4, ϕ4 : T4 → T1

是 4 个同构映射, 且 ϕ−1
4 = ϕ3 ◦ ϕ2 ◦ ϕ1, 则

G = T1 ∪ T2 ∪ T3 ∪ T4 ∪K,

其中 K 表示所有如下形式的边: {v, ϕi(v)}, v ∈ Ti, i ∈ {1, 2, 3, 4}, 特别地, K 由不交的长度为 4 的圈

构成. (ii) 设 Z ∗ Z2 = ⟨a, b | b2⟩ 的 Cayley 示意图是 T̃ . 对诸 Ti 的边定向并作标记使之成为与 T̃ 标

记 - 同构的 Cayley 示意图, 且使诸 ϕi 成为标记 - 同构. 用 c 和 d 标记 K 的元素: 对 K 中每个 4-

圈, 将它的边交替染 c 与 d; 且使得如下性质成立: 若边 {v, ϕi(v)} 染颜色 c 或 d 之一, 如 c, 则对 v

在 Ti 中的任一邻居 w, 边 {w, ϕi(w)} 染另一颜色 d. 对 G 作如此处理后得到的示意图恰好是 G̃.

现反设存在 Gn 上的示意图 G̃n 使 G̃n 局部逼近 G̃. 令 H1
n、H

2
n、H

3
n 和 H4

n 是 G̃n 中的 H̃n 的 4

个不交版本, 称为 G̃n 的纤维, 其中 H̃n 是 Hn 的示意图. 固定 G 的顶点 o ∈ V (T1). 称 x ∈ V (G̃n) 是

R- 好的, 若

BG̃n
(x,R) ∼= BG̃(o,R).

对 R > 4, BG̃(o,R)具有唯一的带根标记 -同构: 恒等映射. 这是因为每个带根标记 -同构必须保

持 T1 ∪T2 ∪T3 ∪T4 中的边,仅有的两个能保持 T1、T2、T3 和 T4 上的标记与定向的带根标记 -同构是

恒等映射以及交换 T2 与 T4 的映射. 但后者将交换标记 c 和 d, 不是 BG̃(o,R) 上的带根标记 - 同构.

因此, 若示意图 (网络) 带根标记 - 同构于 BG̃(o,R), 则此类带根标记 - 同构唯一. 实际上, 对任意的 i

和 R- 好的 x, 从 BG̃n
(x,R) 到 BG̃(o,R) 的带根标记 - 同构 ℓ, 由于保标记性, 将把 BG̃n

(x,R) ∩Hi
n 中

的顶点映到某 T̃j (Tj 的示意图). 但此类带根标记 - 同构 ℓ 至多只有一个, 否则与 BG̃(o,R) 具有唯一

的带根标记 -同构矛盾. 对 R-好的 x,用 ℓx 表示唯一的从 BG̃n
(x,R)到 BG̃(o,R)的带根标记 -同构;

它以双射的方式把纤维映成纤维.

由于同构 ℓx 保持纤维, 它要么改变 H1
n、H

2
n、H

3
n 和 H4

n 的圈顺序:

ℓx(H
1
n ∩BG̃n

(x,R)) = BG̃(o,R) ∩ T̃j , ℓx(H
2
n ∩BG̃n

(x,R)) = BG̃(o,R) ∩ T̃j−1, . . . ,
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要么保持圈顺序. 令

−→
S n = {R- 好的 x : ℓx 保持圈顺序},
←−
S n = {R- 好的 x : ℓx 逆转圈顺序}.

断言: 若 x 与 y 是 R- 好的且在 G̃n 中相邻, 则 ℓx 与 ℓy 给出相反的圈顺序 (定向). 实际上, 设 {x, x′}
与 {y, y′} 是 G̃n 中分别与 x 和 y 相邻的 c- 边, 则 ℓx(x

′) 与 ℓx(y
′) 在不同的纤维, 从而, x′ 与 y′ 在不

同的纤维. 另一方面, ℓx(x
′) 与 ℓy(y

′) 在同一个纤维. 因此 ℓx 与 ℓy 给出相反的圈顺序: 一个保持圈顺

序, 另一个逆转圈顺序. 由此可知,
−→
S n 和

←−
S n 均是独立集.

由 Hn 的选取知, 任给 i, 有 |
−→
S n ∩Hi

n|/|Hi
n| 6 1

2 − ϵ, |
←−
S n ∩Hi

n|/|Hi
n| 6 1

2 − ϵ. 因此,

|−→S n ∪
←−
S n|

|V (Gn)|
=

4∑
i=1

1

4|Hn|
{|−→S n ∩Hi

n|+ |
←−
S n ∩Hi

n|} 6 1− 2ϵ.

此与假设 |−→S n ∪
←−
S n|/|V (Gn)| 收敛于 1 相矛盾. 2

4.4 极值性

令 I 为在不带根同构下不变的 G∗ 中的可测子集全体. 任给 µ ∈ U , A ∈ I, µ(A) > 0, 则

µ(· | A) ∈ U , U 是凸集.

称 µ ∈ U 是极端的 (extremal), 若它不能写成 U 中其他元素的凸组合.

定理 4.1 µ ∈ U 是极端的当且仅当 I 是 µ- 平凡的, 即 µ(A) ∈ {0, 1}, ∀A ∈ I.
为证 Aldous-Lyons猜想成立,只需证其对极端单模概率测度成立. 注意有限连通网络序列的局部

极限不一定是极端单模概率测度,以及极端单模概率测度的定义.一个自然的问题是,极端单模概率测

度是否是某有限连通网络序列的局部极限? 答案应是肯定的.

4.5 化归为有限标记空间 + 有界度情形

只需证 Aldous-Lyons 猜想对具有有限标记空间和有界度的单模概率 (随机带根网络) 成立.

设 d ∈ N, [G, o] 是带根网络. 对 G, 删掉所有与度大于 d 的顶点相邻的边; 令 G′ 是如此所得网

络的含 o 的连通分支. 定义映射 ϕd : [G, o] ∈ G∗ → [G′, o] ∈ G∗, 则 ϕd 连续. 因此, 任给单模概率 µ,

(ϕd)∗µ 是度有界的单模随机带根网络, 且当 d ↑ ∞ 时, (ϕd)∗µ 弱收敛于 µ.

回顾 G∗ 是标记空间为 Ξ的带根连通网络的同构类构成的空间. 当标记空间为 Ξ′ 时,相应的空间

记为 G′∗. 设 ψ : Ξ→ Ξ′ 可测. 定义如下的映射:

Ψ : [G, o] ∈ G∗ → [G′, o] ∈ G′∗,

其中 G′ 与 G 具有相同的底图, 但将 G 的顶点标记和边标记通过 ψ 换成了 Ξ′ 中的点, 则 Ψ 可测.

事实上,当 ψ 连续时, Ψ连续.注意 Ξ和 Ξ′ 均是 Polish空间. 对一般的可测 ψ,可选取从 Ξ到 Ξ′

的连续映射序列 {ψn}∞n=1 使得

∀x ∈ Ξ, 在 Ξ′ 中, lim
n→∞

ψn(x) = ψ(x);

如前类似地定义 Ψn, 则当 n→∞ 时, Ψn 逐点地收敛于 Ψ. 因此, 此时 Ψ 亦可测.
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不失一般性, 设 Ξ = ZZ+

+ , 其中 Z+ 表示所有非负整数, Ξ 上的距离如下:

ρ({xi}∞i=0, {yi}∞i=0) =
∞∑
i=0

|xi − yi|
2i(1 + |xi − yi|)

, ∀ {xi}∞i=0, {yi}∞i=0 ∈ ZZ+

+ .

任给 ϵ ∈ (0, 1), 选取充分大的 m ∈ N 使得 1
2m < ϵ. 定义连续映射

ψ := ψϵ,m : x⃗ = {xi}∞i=1 ∈ ZZ+

+ → x⃗∗ = {xiI{i6m}}∞i=1 ∈ ZZ+

+ ,

则 ∀ x⃗ ∈ ZZ+

+ , ρ(ψ(x⃗), x⃗) < 1
2m < ϵ.从而, dist(Ψ([G, o]), [G, o]) < ϵ, ∀ [G, o] ∈ G∗.因此, 任给单模概率 µ,

Ψ∗µ 是具有可数离散标记空间的单模随机带根网络; 且当 ϵ ↓ 0 时, Ψ∗µ 弱收敛于 µ.

对固定的 ϵ 和 m, 任给 n ∈ N, 定义连续映射

ψn := ψϵ,m,n : x⃗ = {xi}∞i=1 ∈ ZZ+

+ → x⃗∧ = {(xi ∧ n)I{i6m}}∞i=1 ∈ ZZ+

+ ,

则相应的映射 Ψn : G∗ → G∗ 连续且

Ψn([G, o])→ Ψ([G, o]), n→∞, ∀ [G, o] ∈ G∗.

特别地,

Ψn ◦Ψ([G, o])→ Ψ ◦Ψ([G, o]) = Ψ([G, o]), n→∞, ∀ [G, o] ∈ G∗.

因此, 对单模概率 µ, (Ψn ◦Ψ)∗µ 是具有有限标记空间的单模随机带根网络, 且

当 n ↑ ∞ 时, (Ψn ◦Ψ)∗ µ 弱收敛于 Ψ∗µ.

综上知, 可用具有有限标记空间的单模概率逼近任一单模概率; 可用度有界的单模随机带根网络逼近

任一单模随机带根网络. 可见, 为证 Aldous-Lyons 猜想成立, 只需证 Aldous-Lyons 猜想对具有有限标

记空间和有界度的单模概率 (随机带根网络) 成立.

4.6 局部 - 整体收敛 [10, 17,24]

染色邻域收敛由文献 [10]引入;而后为强调此概念包含了收敛图序列的局部和整体信息,文献 [24]

称之为 “局部 - 整体收敛” 并进一步研究了它, 参见文献 [17, 第 19.2 小节]. “局部 - 整体收敛” 这个

名字在一定程度上有点不妥, 因为大偏差收敛 (由文献 [69] 引入) 亦包含了图序列的局部和整体信息,

而且目前并不知晓染色邻域收敛与大偏差收敛之间的强弱关系 (参见文献 [69]). 尽管如此, 在此小节,

局部 - 整体收敛指的是染色邻域收敛.

称有限图序列 (Gn)n 是局部 - 整体收敛的, 若任给 r, k ∈ N 和 ϵ > 0, 存在 ℓ ∈ N 使得当 n,m > ℓ

时, 对 V (Gn) 的每一个 k- 染色, 均存在 V (Gm) 的一个 k- 染色满足: Gn 与 Gm 的 k- 染色 r- 邻域距

离至多为 ϵ. 此收敛严格强于局部收敛. 局部 - 整体收敛可以自然地延拓至图极限. 文献 [24] 证明了

如下的结论:

定理 4.2 对每个局部 - 整体收敛的有限图序列, 均存在一个图极限为其局部 - 整体收敛

极限.

如下的问题强于 Aldous-Lyons 猜想:

问题 4.1 是否每个图极限都是某局部 - 整体收敛的有限图序列的局部 - 整体收敛极限?
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上述问题的答案有可能是否定的, 此方面的讨论, 参见文献 [24, 第 12 节]. 令 µ 是支撑在无标记

带根连通图集上的单模概率测度, ν 是对 µ- 随机图的顶点独立地加 [0, 1] 上的均匀标记所得的单模概

率测度. 称对应于 ν 的概率空间为 Bernoulli 图极限, 记为 Bµ. 称有限图序列是 Bernoulli 的, 若其局

部 - 整体收敛于某 Bernoulli 图极限. 如下的猜想由 Szegedy 提出, 近几年受到了关注, 但要解决它却

需要实质性的创新思想. 如下三个猜想, 参见文献 [24], 其中后两个猜想比第一个猜想弱.

猜想 4.1 令 3 6 d ∈ N, Gi 是具有 i个顶点的随机 d-正则图 (当 d奇时,只考虑偶 i),则 (Gi)
∞
i=1

以渐近概率 1 是 Bernoulli 序列.

猜想 4.2 猜想 4.1 中的 (Gi)
∞
i=1 以渐近概率 1 局部 - 整体收敛.

猜想 4.3 令 3 6 d ∈ N, 则存在 Bernoulli 图序列 (Gi)
∞
i=1 使其局部极限是 d- 正则树 Td.

致谢 衷心感谢审稿人的审稿.
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附录 A 可图群、Connes 嵌入猜想和 Gottschalk 满射猜想

为介绍可图群和 Connes嵌入猜想,须先引入概念 “超滤子” (ultrafilter)和 “超积” (ultraproduct).

此附录取自文献 [50, 53,88,89], 亦可参见文献 [52].

定义 A.1 (超滤子) 令 X 是一个非空集合, U 是 X 的一个子集族. 称 U 是一个超滤子, 若

(i) ∅ ̸∈ U;

(ii) A,B ∈ U⇒ A ∩B ∈ U;

(iii) A ∈ U⇒ B ∈ U, ∀B ⊇ A;
(iv) ∀A ⊆ X, A ∈ U 或 X \A ∈ U.

作为网 (net) 的对偶概念, 超滤子在拓扑中十分有用, 如定义相当一般情形的收敛.

定义 A.2 (极限) 令 {xa}a∈A 是一个实数族, U 是 A 上的超滤子. 若存在 x ∈ R1 满足

{a ∈ A : |xa − x| < ϵ} ∈ U, ∀ ϵ > 0,

则定义 limU xa = x.

注 A.1 (i) 任给收敛序列 {xn}∞n=1 ⊂ R1, 往证其沿任意的超滤子 U 收敛.

考虑两种情形: (1) U 是主超滤子 (principal ultrafilter), 即存在 B ⊆ N 使 U = {A ⊆ N : A ⊇ B},
称 B 是 U的基. (2) U是非主的 (自由的). 回顾如下结论:任给非空集合 X 及其上的超滤子 U,则当 U

是主的时, 它的基是单点; 当 U 是非主的时, 它不含有限集.

回到前述例子. 若 U 是主的且基为 n0, 则对任意的 ϵ > 0, 有

Aϵ = {n ∈ N : |xn − xn0 | < ϵ} ∋ n0, Aϵ ∈ U,
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向开南: 单模随机网络的有限逼近

从而,

lim
U
xn = xn0 .

若 U 是自由的, 记 x = limn→∞ xn, 则对任给 ϵ > 0, 要么 Aϵ = {n : |xn − x| < ϵ} ∈ U, 要么 N \Aϵ ∈ U;

但 N \Aϵ 有限, 因此, Aϵ ∈ U 且 limU xn = x.

(ii) 每个有界网沿任一超滤子 U 收敛. 实际上, 可用 Bolzano-Weierstrass 方法证明该结论. 设

{xa}a∈A ⊆ [−M,M ], 令

R1 = [−M, 0], R2 = (0,M ], Fi = {a ∈ A : xa ∈ Ri}, i = 1, 2,

则 F1 和 F2 中有仅有一个属于 U. 若是 F2, 则用 R2 = [0,M ] 替换 R2,

{a ∈ A : xa ∈ R2} ⊇ F2,

从而,

{a ∈ A : xa ∈ R2} ∈ U.

重复上述推导, 则得一个满足如下条件的闭区间序列 {Rn}∞n=1: {a ∈ A : xa ∈ Rn} ∈ U, 每个 Rn+1 的

直径是 Rn 的直径的一半. 于是,
∩

n>1Rn 是一个单点集 {x} 且 limU xa = x.

超积依赖空间的代数结构. 下面引入度量群的超积和 II1 型因子的超积.

定义 A.3 令 G 是一个群且 d 是其上的双不变度量, 即

d(gx, gy) = d(x, y) = d(xg, yg), ∀x, y, g ∈ G.

称 (G, d) 为度量群.

设 {(Ga, da)}a∈A 是一族度量群且每个 ea 是 Ga 的单位元, U 是 A 上的超滤子. 令

G =

{
x = (xa)a∈A ∈

∏
a∈A

Ga : sup
a∈A

da(xa, ea) <∞
}
.

注意任给 x ∈ G, limU da(xa, ea) ∈ R1 存在. 令

N =
{
x ∈ G : lim

U
da(xa, ea) = 0

}
,

则 G 是
∏

a∈AGa 的子群, 且 N 是 G 的正规子群. 定义商群 G/N 上如下的度量:

d(xN, yN) = lim
U

da(xa, ya), (x, y) ∈ G,

则 d 是 G/N 上的双不变度量, (G/N,d) 是度量群.

定义 A.4 称度量群 G/N 为度量群族 (Ga)a∈A 的 (度量) 超积, 记为 (
∏

a∈AGa)U = G/N.

回顾 von Neumann 代数或 W ∗- 代数是满足如下条件的某 Hilbert 空间上有界算子的 ∗-
代数: 此 ∗- 代数在弱算子拓扑下闭且包含单位算子; 而 von Neumann 代数 M 上的有限迹是一个

满足

τ(xy) = τ(yx), ∀x, y ∈M

的线性映射 τ : M → C. 若对任意的正算子 x ∈ M , τ(x) > 0, 则称 τ 是正的. 称正迹 τ 是忠实的

(faithful), 若 τ(x∗x) = 0⇒ x = 0; 称正迹 τ 是正规的, 若它在 M 的单位球上是弱连续的.
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注意 II1 因子是一个具有平凡中心的不同构于任一矩阵代数 Mn(C) 且允许一个非零有限正迹的
von Neumann 代数. 归一化 τ 使 τ(1) = 1, 则迹 τ 唯一, 自动地 τ 是正规的. 记 ∥x∥2 =

√
τ(x∗x) 是对

应于 τ 的 L2- 范数. 用数量积 ⟨x, y⟩ = τ(x∗y) 来完备化 M , 则得 Hilbert 空间 L2(M), 此空间是一个

在 M 上的左乘和右乘作用下的 M -M - 双模.

例 A.1 (群 von Neumann代数) 设 Γ是一个可数群. 注意群 von Neumann代数 VN(Γ)由 ℓ2(Γ)

上所有左推移不变酉算子生成. 此外, VN(Γ) 是唯一的由酉算子族 (ug)g∈Γ 生成的具有如下性质的迹

von Neumann 代数: uguh = ugh, ∀ g, h ∈ Γ, 且 τ(ug) = 0, ∀ g ̸= e. VN(Γ) 可用如下的另一种方式来定

义: 记 (δg)g∈Γ 是 ℓ2(Γ) 的标准正交基, 用 ugδh = δgh 来定义推移酉算子 ug, 则 VN(Γ) 是 {ug : g ∈ Γ}
生成的迹 τ 由 τ(x) = ⟨δe, xδe⟩ (x ∈ VN(Γ)) 给出的 von Neumann 代数.

定义 A.5 (II1- 型因子的超积) 令 {(Ma, τa)}a∈A 是一族具有归一化迹族 {τa}a∈A 的 II1- 因子,

而 U 是 A 上的超滤子. 置

M =

{
x = (xa)a∈A ∈

∏
a∈A

Ma : sup
a∈A

√
τa(x∗axa) <∞

}
,

J =
{
x ∈M : lim

U

√
τa(x∗axa) = 0

}
,

则商 M/J 是一个具有如下迹的 II1- 因子:

τ(x+ J) = lim
U
τa(xa), ∀x ∈M,

称为 (Ma)a∈A 的超积, 且当所有的 Ma = N 时称为超幂.

称 von Neumann 代数 M 是有限维逼近的 (approximately finite dimensional, AFD), 若其包含

一个上升的满足如下条件的有限维子代数序列: 此子代数序列的并在 M 中强稠密. 注意存在 (von

Neumann 代数同构意义下) 唯一的 II1- 型 AFD 因子, 记为 R; 且称 R 为超有限 (hyperfinite) 因子和

最小的 II1 型因子. 令 U 是 N 上的一个非主超滤子, 则 Connes 嵌入猜想可以叙述如下:

猜想 A.1 (Connes 嵌入猜想 [51]) 任一个可分的 II1 因子可嵌入一个适当的 R 的迹超幂 Rω

= (RN)U. 弱形式的 Connes 嵌入猜想: 对每个可数群 Γ, 其群 von Neumann 代数 VN(Γ) 可嵌入一个

适当的超幂 Rω.

此猜想是算子代数中最重要和最著名的公开问题之一. 它的重要性来自它的一些出人意料的等

价结论贯穿了算子代数的几乎全部子方向. 最引人注目的是 Connes 嵌入猜想等价于算子代数版本的

Hilbert 第 17 问题, 参见文献 [52–55,90,91].

现引入可图群 [47,49] 和超有限 (hyperfinite) 群.

定义 A.6 称群 G 是可图的, 若存在一个集合 A 和其上的超滤子 U, 以及一个映射 a ∈ A

→ n(a) ∈ N, 使得

G <

( ∏
a∈A

(Sn(a), dhamm)

)
U

,

其中 Sk 表示度为 k 的对称群, dhamm 是其上归一化的 Hamming度量. 称群 G是超有限的, 若存在一

个集合 A 和其上的超滤子 U, 以及一个映射 a ∈ A→ n(a) ∈ N 使

G <

( ∏
a∈A

(Un(a), dHS)

)
U

,

其中 Uk 是度为 k 的酉群, dHS 是其上归一化的 Hilbert-Schmidt 度量.
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定理 A.1 群 G 是可图的当且仅当如下的条件成立: 任意有限的 F ⊆ G, ∀ ϵ > 0, 存在 n ∈ N 和
映射 θ : F → Sn 使

(i) dhamm(θ(g)θ(h), θ(gh)) < ϵ, ∀ g, h ∈ F 满足 gh ∈ F ;
(ii) 若 e ∈ F, 则 dhamm(θ(e), Id) < ϵ;

(iii) dhamm(θ(x), θ(y)) > 1/4, ∀x, y ∈ F, x ̸= y.

群 G 是超有限的当且仅当如下条件成立: 任意有限的 F ⊆ G, ∀ ϵ > 0, 存在 n ∈ N 和映射 θ : F → Un

使得

(i) ∥θ(g)θ(h)− θ(gh)∥2 < ϵ (∀ g, h ∈ F ) 满足 gh ∈ F ;
(ii) 若 e ∈ F, 则 ∥θ(e)− Id∥2 < ϵ;

(iii) ∥θ(x)− θ(y)∥2 > 1/4, ∀x, y ∈ F, x ̸= y.

每个可图群是超有限的.

什么群是可图的? 剩余有限 (residually finite) 群和顺从群都是可图的. 可图群的直积、子群、自

由积、可逆和直接极限仍是可图的. 若 N � Γ, N 是可图的且 Γ/N 是顺从的, 则 Γ 亦是可图的. 注意,

存在有限生成的非剩余有限群和非顺从群. 专家猜测存在非可图群, 但还没发现例子. 是否每个可数

群都是可图的? 是否每个可数群都是超有限的? 这两个问题是可数群理论中的两个核心公开问题, 参

见文献 [50, 52].

注意 Connes 嵌入猜想对任意的群 von Neumann 代数 VN(Γ) 成立当且仅当可数群 Γ 是超有限

的. 对有限生成群, 文献 [49] 定义的 “可图” 与定义 A.6 是一致的. 可数群 G 是超有限的当且仅当它

所有的有限生成子群是超有限的. 对一个有限生成群而言, Aldous-Lyons 猜想对它的某一 Cayley 箭

图成立等价其是可图的.

猜想 A.2 (Gottschalk 满射猜想 [48]) 任给可数群 G 和有限集 A, 推移系统 AG 不包含同构于

AG 的闭 G- 不变真子空间 X.

Gromov [47] 证明了 Gottschalk 满射猜想对每个可图群成立. 如果每个可数群都是可图的, 那么

Gottschalk 满射猜想和弱形式的 Connes 嵌入成立.

附录 B Hilbert 第 17 问题

令 R[x1, . . . , xn] 是 n 元实系数多项式环, R(x1, . . . , xn) 是 R[x1, . . . , xn] 的商域.

Hilbert 第 17 问题 任给满足

f(x1, . . . , xn) > 0, ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Rn

的多项式 f ∈ R[x1, . . . , xn]. f 是否能够写成 R(x1, . . . , xn) 中的一些元素的平方之和?

Artin 在 1927 年给出了该问题的肯定答案, 更多的信息见脚注 3) 的网址.

回顾猜想 A.1. Rădulescu [91] 证明了 Connes 嵌入猜想等价于算子代数版本的 Hilbert 第 17 问题.

附录 C 可图等价关系

此附录取自文献 [34]. 先回顾概念: 可数 Borel 等价关系. 设 X 是标准 Borel 空间. 可数 Borel 等

价关系是 Borel子空间 E ⊂ X×X,其中 E 是等价关系且每个等价类是可数的. 令 Γ是可数群, Γ y X

是 Γ 在 X 上的 Borel 作用, 则此作用定义了 X 的一个可数 Borel 等价关系. 注意由 Feldman-Moore

3) Https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s seventeenth problem
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定理知, 任一可数 Borel等价关系均可由前述方式得到. 称 X 上的概率是 E 不变的, 若其在相关的可

数群作用下不变.

从现在开始, 设 X = {0, 1}N, µ 是其上的标准乘积概率测度. 任给词 w ∈ {0, 1}k, 记 Aw 是 X 中

从 w 出发的点全体. 注意 Aw 是 X 中的闭 - 开集 (开 - 闭集). 令 F∞ = ⟨γ1, γ2, . . .⟩ 是具有无穷可数
生成元的自由群. 任给 r ∈ N, 令 Wr ⊂ F∞ 表示全体由 γ1, γ

−1
1 , . . . , γr, γ

−1
r 生成的长度至多为 r 的既

约字. 显然,

W0 ⊂W1 ⊂W2 ⊂ · · · ,
∞∪
r=0

Wr = F∞.

设 θ : F∞ y X 是 Borel 群作用 (不必自由), 则 θ 产生了有向图极限 (有向 Borel 图) G ⊂ X ×X :

(x, y) ∈ G ⇔ ∃ i, θ(γi, x) = y.

此外, 群作用也自然诱导了 G 的可数边染色: 颜色为 γ1, γ
−1
1 , γ2, γ

−1
2 , . . . ; 每个顶点恰有任一颜色的一

条出边和一条进边. 注意 G 可以有重边及环边, 若 xy 染 γi 色, 则 yx 染 γ−1
i .

定义 C.1 一个 r- 邻域是指如下形式的 r- 边染色有向重边图. 每个顶点的出边用 γ1, γ
−1
1 , . . . ,

γr, γ
−1
r 中的不同颜色来染色; 且若 xy 染 γi, 则 yx 染 γ−1

i . 此外, 有一根顶点使得其他的顶点到它的

距离至多为 r. 显然在同构意义下, r- 邻域的数目有限; 用 Ur 表示同构意义下的 r- 邻域全体.

对群作用 θ 和点 x ∈ X, 定义 x 的 r- 邻域 Br(x) 为 G 在 θ(Wr, x) 上的诱导边染色子图, x 为根.

定义 C.2 一个 r- 标记 r- 邻域是指顶点用 {0, 1}r 标记的 r- 邻域. 此种邻域在同构意义下只有

有限个, 用 Ur,r 表这些邻域全体.

对群作用 θ 和点 x ∈ X, 定义 x 的 r- 标记 r- 邻域 Br
r (x) 为按如下方式标记的 Br(x): 每个顶点

y ∈ Br(x) 对应一个点 y′ ∈ X, y 的标记是唯一满足 y′ ∈ Aw ⊂ X 的词 w ∈ {0, 1}r.
给定群作用 θ. 任给 α ∈ Ur,r, 易知

T (θ, α) = {x ∈ X : Br
r (x)

∼= α} 是 X 的 Borel 子集.

令 pα(θ) = µ(T (θ, α)).

对用 X 中的元素来标记的有限集 Y (称为 X- 集) 和 θ : F∞ y Y , 定义

pα(θ) =
|T (θ, α)|
|Y |

.

定义 C.3 称 Borel 作用 θ 是可图的, 如果存在有限 X- 集序列 {Yn}n 和群作用序列 {θn : F∞

y Yn}n 使得
lim

n→∞
pα(θn) = pα(θ), r > 1, α ∈ Ur,r.

注 C.1 θ 是可图的 ⇔ θr = θ |γ1,...,γr
(θ 在前 r 个生成元上的限制) 是可图的, ∀ r > 1.

回顾称等价关系 E ⊂ X ×X 为可树化, 若它具有一个由保测对合变换 S1, S2, . . . 生成的 L- 树化.

自由群的自由作用产生可树化等价关系. 可证所有可树化等价关系是可图的.

定理 C.1 Γ = ⟨γ1, γ2, . . . | γ2i = 1 (i ∈ N)⟩ 在 X 上的作用 θ 是可图的, 其中 θ(γi, x) = Si(x), Si

是 X 上的对合变换.

类似于 Aldous和 Lyons [6] 关于单模随机网络的问题 10.1, Elek和 Lippner [34] 提出了如下的问题:

问题 C.1 (参见文献 [34, 问题 8.1]) 是否存在非可图的可测等价关系?
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附录 D 结束语

文献 [92–159] 及脚注 4) 和 5) 对完成本文起到了重要的参考作用, 特别地, 它们中的大部分对理

解 Aldous-Lyons 猜想及相关专题十分有价值.

Finite approximation for unimodular random networks
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Abstract Random graph limit theory is a very active and challenging research area, and Aldous-Lyons conjec-
ture on finite approximation for unimodular random networks is an important central problem in this area. This
paper is a survey on the conjecture.
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