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摘要 本文建立了 R1 中临界版的离散加权型 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
6 Cαλ

α
N∥a∥2∥b∥2,

其中 α > 0, a = (a−N , . . . , aN ), b = (b−N , . . . , bN ). 当 α > 1 时, 我们得到了最佳常数 λα
N 为 Nα−1/2,

即 ∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s ̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
6 CαN

α−1/2∥a∥2∥b∥2.
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1 引言

本文主要目的为建立一维空间中临界加权型 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式以及找到对应的最

佳常数. 为清楚阐述我们的研究内容, 首先引入一些必要的相关背景知识. 经典的 Hardy-Littlewood-

Sobolev (HLS) 不等式 [1, 2] 叙述如下,∣∣∣∣∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−λdxdy

∣∣∣∣ 6 C(λ, s, n)∥f∥Lr(Rn)∥g∥Ls(Rn), (1.1)

其中 1 < r, s < ∞, 0 < λ < n 且满足 1
r + 1

s + λ
n = 2.

Lieb 在文献 [3] 中证明了 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式最佳常数 C(λ, s, n) 与对应极大函数

对 (f, g) 的存在性. 并且, 在某些特殊的条件下, 即当 f = g 且 r = s 时, 作者利用球极投影以及对应

Euler-Lagrange 方程的共形不变性得到了 C(λ, s, n) 与 f 的具体形式.
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在 20 世纪 50 年代末, Stein 与 Weiss 在文献 [4] 中将不等式 (1.1) 自然地推广到下列加权形式:∣∣∣∣∫
Rn

∫
Rn

|x|−αf(x) g(y)|x− y|−λ|y|−βdxdy

∣∣∣∣ 6 C(λ, α, β, n)∥f∥Lr(Rn)∥g∥Ls(Rn), (1.2)

其中 1 < r, s < ∞, 0 < λ < n, α + β > 0, 1 − 1
r − λ

n 6 α
n < 1 − 1

r 且满足
1
r + 1

s + λ+α+β
n

= 2. 不等式 (1.2) 中的最佳常数 C(λ, α, β, n) 与对应极大函数对 (f, g) 的存在性的证明由 Lieb

给出.

类似于连续型加权 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式,这离散版的加权 HLS不等式 [5] 也宣称: 若

p, q > 1, 0 < λ < n, α+ β > 0 且 1
p + 1

q + λ+α+β
n = 2, 则对任意的 a ∈ lp, b ∈ lq 有∑

r ̸=s

1

|r|α
ar bs

|r − s|λ
1

|s|β
6 C(α, λ, β, p, q)∥a∥p∥b∥q. (1.3)

上面所提到的 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式, 不管是连续型还是离散型都要求参数 λ 满足约

束条件 0 < λ < n, 那么一个问题自然地产生了: 当 λ = n 时, 对应的 Hardy-Littlewood-Sobolev 不

等式右端将如何变化? 同样, 对于加权型 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式又将如何? 对连续型 HLS

不等式而言, 这个问题是很复杂, 因为 HLS 系统 (包括加权形式) 左端积分表达式在泛函空间 Lp(Ω)

(Ω ⊂ Rn) 上是不适定的. 因此, 本文我们仅考虑临界离散加权型 HLS 不等式.

当 n = 1 且 α = β = 0 时, 不等式 (1.3) 也被称为 Hardy-Littlewood-Pólya 不等式. 此时, 当 λ 取

临界值时, 即 λ = n = 1, 不等式 (1.3) 右端的正确估计是什么? 这是丁夏畦先生提的一个猜想. 此问

题, 当 p = q = 2 时, 已被 Li 和 Villavert 在文献 [6] 中解决, 即他们证明了在一个正锥区域 Z+ 内, 下

列估计成立: ∑
r ̸=s

16r6N,16s6N

ar bs
|r − s|

6 (2LnN + 1)∥a∥2∥b∥2. (1.4)

事实上, 不等式 (1.4) 中的参数 r, s 取遍所有整数时, 其右端估计不会有本质的变化. 确实, 用他

们的方法, 我们容易推出区域 Z 上的临界 Hardy-Littlewood-Póya 不等式.

命题 1.1 设 N > 1为一个正整数且 a = (a−N , . . . , a−1, 0, a1, . . . , aN ), b = (b−N , . . . , b−1, 0, b1, . . . ,

bN ) ∈ R2N+1, 则 ∑
r,s∈Z,r ̸=s,

−N6r, s6N.

arbs
|r − s|

6 CλN∥a∥2∥b∥2, (1.5)

其中 ∥a∥2 =
√
a2−N + · · ·+ a2N , C 是一个独立于 N 的绝对常数, λN = LnN 为不等式的最佳常数, 即

λN ≈ max
∥a∥2=∥b∥2=1

{ ∑
r, s∈Z, r ̸=s,
−N6r, s6N ;

arbs
|r − s|

}
. (1.6)

本文主要的兴趣在于建立临界离散加权型 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式以及找到对应的最佳

常数. 文献 [6–9]中的方法对于我们的问题是失效的. 这里我们通过对矩阵迹的估计,得到了对应不等

式的最佳常数. 具体而言, 我们有如下结论.

定理 1.2 设 p = q = 2, λ = 1 且 α > 0. 若 a = (a−N , . . . , aN ), b = (b−N , . . . , bN ) ∈ R2N+1, 则∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
6 Cαλ

α
N∥a∥2∥b∥2, (1.7)
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其中 Cα > 0 是一个独立于 N 的绝对常数. λα
N 为一个关于 N 的单调递增参数且满足下列估计有界

性估计:

当 0 6 α 6 1
2 时, 有

LnN 6 λα
N 6 NLnN ; (1.8)

而当 α > 1
2 时, 有

Nα−1/2 6 λα
N 6 Nα, α > 1/2. (1.9)

并且, 当 α > 1 时, 这不等式 (1.7) 的最佳常数 λα
N 是 Nα−1/2, 即

∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s ̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
6 CαN

α−1/2∥a∥2∥b∥2. (1.10)

注 1.3 当 α > 1 时, 这临界离散加权型 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的最佳常数 λ
α

N 能得

到,原因在于矩阵 C(α) = AAT (详见 (2.35)与 (2.37))特征值的重数是一个独立于 N 的一个参数. 然

而对于 0 6 α < 1, 通过估计矩阵迹的方法去得到最佳常数的技巧失效. 主要的原因在于此时对应矩

阵其最大特征值的重数是一个关于 N 的函数. 因此, 当 0 < α < 1 时, 不等式 (1.10) 的最佳常数 λ
α

N

为多少是一个有趣的问题, 我们将在以后的研究中给以关注.

2 定理 1.2 的证明

定理 1.2 的证明将分 4 步完成. 在第 1 步中, 我们将证明下列估计成立,

S ,
∑

−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
|s|α

|r − s|
w

 C1NLnN, 0 6 α 6 1;

C2(α)N
α, α > 1,

(2.1)

其中 C1 是一个与 α 无关的常数.

第 2 步, 我们将致力于不等式 (1.7) 的下界估计. 具体而言, 我们将利用 (2.1) 去构造特殊的向量

来估计不等式 (1.7) 的下界. 为得到不等式 (1.7) 的最佳常数, 在第 3 步中，我们将建立一些最佳常数

λα
N 的先验估计,即我们将证明 (λα

N )2 为半正定矩阵 AAT 的一个特征值.最后,通过对矩阵 AAT 迹的

估计, 我们得到当 α > 1 时, 不等式 (1.7) 的最佳常数, 即 (1.10).

现在, 我们转向第 1 步的证明.

第 1 步 首先, 我们将级数和 S 分成如下 6 个部分.

S =
∑

−N6r,s6N ;
r ̸=0,

√
s ̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
|s|α

|r − s|
=

{ ∑
16r6N

∑
−N6s6−1

+
∑

26r6N

∑
16s6r−1

+
∑

26s6N

∑
16r6s−1

+
∑

−N6r6−1

∑
16s6N

+
∑

−N6r6−2,

∑
r+16s6−1

+
∑

−N6s6−2,

∑
s+16r6−1

}
1

|r|α
|s|α

|r − s|
, Iα1 + Iα2 + Iα3 + Iα4 + Iα5 + Iα6 . (2.2)
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由对称性, 我们容易推出

Iα1 = Iα4 , Iα2 = Iα5 , Iα3 = Iα6 . (2.3)

因此, 为得到 (2.1), 我们只需要分别估计 Iα1 , Iα2 以及 Iα3 .
对于一般的 α ∈ [0,∞), 要直接求出 Iαi (i = 1, 2, 3) 十分困难. 因此, 首先我们讨论 Iα1 中两种特殊

情形: α = 0 和 α = 1.

注意到

I01 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

r + s
=

N∑
r=1

{
1

r + 1
+ · · ·+ 1

r +N

}
,

因此

I01 6
N∑

k=1

Ln(k +N)− Lnk 6
∫ N+1

0

Ln(N + x)dx−
∫ N

1

Lnxdx 6 2N Ln2, N > 2. (2.4)

同时也注意到,

I01 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

r + s
>

∑
16r6N

∑
16s6r

1

2r
> N

2
. (2.5)

这结合 (2.4), 蕴含着

I01 ≃ N. (2.6)

接下来, 我们将讨论 α = 1 的情形. 首先分解 I11 如下:

I11 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

r

s

r + s
=

∑
16r6N ;
16s6N

1

r
− 1

r + s
, I111 + I112. (2.7)

注意到

Ln(m+ 1) 6
m∑

k=1

1

k
6 1 + Lnm, m ∈ Z+, (2.8)

以及 m > 0, ∫ N

0

Ln(m+ x)dx 6
N∑

k=1

Ln(m+ k) 6
∫ N+1

1

Ln(m+ x)dx,

因此,

NLn(N + 1) 6 I111 6 N +NLnN, (2.9)

这结合 I112 = −I01、(2.6) 以及 (2.7) 容易推出当 N 充分大时, 如下估计成立:

I11 w NLnN. (2.10)

因此, 当 0 < α < 1 时, 我们有

Iα1 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

rα
sα

r + s

=

{ ∑
16r6N

∑
16s6r

+
∑

16r6N

∑
r<s6N

}(
s

r

)α
1

s+ r
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6
∑

16r6N

∑
16s6r

(
1

s+ r

)
+

∑
16r6N

∑
r<s6N

s

r

1

s+ r

6 I01 + I11 6 NLnN +N + 2Ln2 N. (2.11)

下面, 我们继续估计 Iα1 (α > 1). 由基本的计算, 推出

Iα1 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

rα
sα

r + s
>

∑
16r6N

∑
16s6N

1

rα
sα

2N

> 1

2N

(∫ N

0

xα dx

) ∑
16r6N

1

rα
> Nα

2(α+ 1)
, (2.12)

以及

Iα1 =
∑

16r6N

∑
16s6N

1

rα
sα

r + s
6

∑
16r6N

∑
16s6N

1

rα
sα

s

6
∑

16r6N

1

rα

(∫ N+1

0

sα−1ds

)
6 (N + 1)α

α

{∫ ∞

1

(
1

r

)α

dr + 1

}

6
(
1 +

1

α− 1

)
(N + 1)α

α
6

(
1 +

1

α− 1

)
2α+1

α
Nα. (2.13)

因此,

Iα1 w Nα, α > 1. (2.14)

现在, 我们讨论 Iα2 的估计. 当 α = 0 时, 重写 I02 如下:

I02 =
∑

26r6N

∑
16s6r−1

1

r − s
=

∑
26r6N

{
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

r − 1

}
.

这结合 (2.8) 可知 ∑
26r6N

Ln(r + 1) 6 I02 6
∑

26r6N

(1 + Ln[r − 1]). (2.15)

同时注意到当 α > 0 时, 我们有

Iα2 =
∑

26r6N

∑
16s6r−1

1

|r|α
|s|α

|r − s|
6

∑
26r6N

∑
16s6r−1

1

|r − s|
= I02. (2.16)

因此, 上式结合 (2.15) 蕴含着

NLnN + LnN −N 6 I02 6 NLnN + 1, (2.17)

以及当 α ∈ (0,∞) 时, 有

Iα2 6 NLnN + 1 6 2NLnN, N > 3. (2.18)

最后, 我们来检验 Iα3 的估计. 当 α > 1 时, 有

Iα3 =
∑

26s6N

∑
16r6s−1

1

rα
sα

s− r
>

∑
16r6N−1

∑
r+16s6N

1

rα
sα

s+ r
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>
∑

16r6N−1

∑
r+16s6N

1

rα
sα

2s
> 1

2

∑
16r6N−1

1

rα

∫ N

r

sα−1ds

=
1

2α

∑
16r6N−1

1

rα
(Nα − rα)

= − 1

2α
(N − 1) +

1

2α
Nα

( ∑
16r6N−1

1

rα

)
, N > 2. (2.19)

接下来, 我们来估计 Iα3 的上界. 注意到当 s > t 且 α > 1 时, 有

sα − tα 6 αsα−1(s− t). (2.20)

因此

Iα3 =
∑

26s6N

∑
16r6s−1

1

rα
sα − rα + rα

s− r

6 α
∑

26s6N

∑
16r6s−1

sα−1

rα
+

∑
26s6N

∑
16r6s−1

1

s− r
, Iα3,1 + Iα3,2. (2.21)

显然,

Iα3,2 = I02 6 NLnN + 1 6 2NLnN, N > 3, (2.22)

因此, 为得到 Iα3 的上界估计, 只需要估计 Iα3,1 的上界. 由 (2.20), 我们容易推出

Iα3,1 6 α
∑

26s6N

∑
16r6s−1

sα−1

rα

6
(

α

α− 1
+ α

) ∑
26s6N

sα−1 6
(

1

α− 1
+ 1

)
2α+1Nα. (2.23)

上式结合 (2.19)–(2.23) 可知

Iα3 w Nα, α > 1. (2.24)

下面,我们来讨论 α属于区间 [0, 1]情况. 类似于 Iα1 估计,我们首先考虑端点的情况,即 α = 0与

α = 1 时的估计. 注意到 I02 = I03 以及 I03 6 I13, 因此

NLnN + LnN −N 6 I03 6 I13 =
∑

26s6N

∑
16r6s−1

1

r

s

s− r
, (2.25)

以及

I13 =
∑

26s6N

∑
16r6s−1

(
1

r
+

1

s− r

)

= I02 +
∑

26s6N

∑
16r6s−1

(
1

r

)

6 I02 +N − 1 +

∫ N

1

Ln(s+ 1)d(s+ 1)

6 NLnN + 1 + (N + 1)Ln(N + 1). (2.26)

134



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 2 期

同时, 注意到当 α ∈ (0, 1) 时, 我们有

I03 6 Iα3 =
∑

26s6N

∑
16r6s−1

1

rα
sα

s− r
6 I13. (2.27)

上式结合 (2.25) 以及 (2.26) 可知

Iα3 w NLnN. (2.28)

因此, 当 0 6 α 6 1 时, (2.1) 的证明容易由 (2.6), (2.10), (2.11), (2.17), (2.18) 以及 (2.25)–(2.28)

推出.而当 α > 1时,此时 (2.1)的证明来源于 (2.14), (2.18)以及 (2.24). 同时,显然 (2.1)隐含着 (1.8)

以及 (1.9) 的第二个不等式成立.

第 2 步 为得到不等式的最佳常数, 在这一步中我们首先建立最佳常数 λα
N 的一些下界估计. 设

ξ =

(
1

Nα
,

1

(N − 1)α
, . . . , 1, 0, 1,

1

2α
, . . . ,

1

Nα

)
, η = (Nα, (N − 1)α, . . . , 1, 0, 1, 2α, . . . , Nα),

则

|ξ|2 = 2
∑

16k6N

(
1

|k|α

)2

w


2

1− 2α
N1−2α, 0 < α <

1

2
;

2LnN, α =
1

2
;

C0 > 0, α >
1

2
,

(2.29)

以及

|η|2 = 2
∑

16k6N

k2α ≃ 2

2α+ 1
N2α+1. (2.30)

现记 a = ξ
|ξ| , b =

η
|η| . 由 (2.1), 可得

∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s ̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
=

1

|ξ| · |η|
∑

−N6r,s6N ;
r ̸=0,s ̸=0;

r ̸=s

1

|r|2α
|s|2α

|r − s|
,

以及

∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
w


LnN, 0 < α <

1

2
;

√
LnN, α =

1

2
;

Nα− 1
2 , α >

1

2
.

(2.31)

当 α = 1
2 时, 此时不等式对应的最佳常数 λα

N 大于等于 LnN . 事实上, 设

a = b = (
√
1/(2N),

√
1/(2N), . . . ,

√
1/(2N)︸ ︷︷ ︸

N

, 0,
√
1/(2N), . . . ,

√
1/(2N)︸ ︷︷ ︸

N

),

由 (2.1), 可得 ∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r| 12
arbs|s|

1
2

|r − s|
=

1

2N

∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s ̸=0;

r ̸=s

1

|r| 12
|s| 12

|r − s|
≃ LnN.

(2.32)

因此, 不等式 (1.8) 与 (1.9) 中的第一个不等式可由 (2.31) 与 (2.32) 直接推出.
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第 3 步 在这一步中, 我们将推出 λα
N 的一些重要先验估计. 首先, 设

JN (a, b) =
∑

−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s|
.

显然, 不等式 (1.7)–(1.10) 的证明等价于泛函 JN (a, b) 在下列集合 M 上的最大值问题

M = (a, b) ∈ R2N+1 × R2N+1{|}∥a∥2 = ∥b∥2 = 1.

我们容易计算出其 Euler-Lagrange 方程:

2λ1ar =
∑

−N6s6N ;
s ̸=0;
r ̸=s

(
|s|
|r|

)α
bs

|r − s|
;

2λ2bs =
∑

−N6r6N ;
r ̸=0;
r ̸=s

(
|s|
|r|

)α
ar

|r − s|
.

(2.33)

重写 (2.33) 如下:  2λ1a = Ab,

2λ2b
T = aTA,

(2.34)

其中 bT = (b−N , . . . , bN ) 为向量 b 的倒置, A 定义如下:

A = ai,j =


∣∣∣∣ji

∣∣∣∣α 1

|i− j|
, i ̸= j, j ̸= 0 且 i ̸= 0, i, j ∈ {−N, . . . , N};

0, 其他.

(2.35)

由紧致理论, 可推得存在向量 (ā, b̄) ∈ R2N+1 × R2N+1 使得 ∥ā∥2 = ∥b̄∥2 = 1 且

max
(a,b)∈M

JN (a, b) , λ̄α
N =

∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
ār b̄s|s|α

|r − s|
. (2.36)

首先在 (2.33)第一个方程和第二个方程两边分别乘以 ār, b̄s,然后从 −N 到 N 求和,则结合 ∥ā∥2
= ∥b̄∥2 = 1 与 (2.33) 可得

2λ1∥ā∥2 =
∑

−N6s,r6N ;
s ̸=0,r ̸=0;;

r ̸=s

(
|s|
|r|

)α
b̄s ār
|r − s|

= λ̄α
N = 2λ2∥b∥2.

另一方面, 由 (2.34), 可得

ATAb̄ = 4λ1λ2b̄ = (λ̄α
N )2b̄, AATā = 4λ1λ2ā = (λ̄α

N )2ā. (2.37)

这结合 (2.31) 与 (2.32), 蕴含着当 0 6 α 6 1
2 时, 有

(λ̄α
N )2 > (LnN)2, (2.38)
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同时, 当 α > 1
2 时, 有

(λ̄α
N )2 > N2α−1. (2.39)

第 4 步 在这一步中, 我们将建立不等式 (1.7) 在 α > 1 时的最佳常数. 首先, 我们引入一些必

要的记号,

C(α) = A ·AT, Ci,j(α) =
∑

−N6k6N ;

ai,kaj,k,

其中 ai,k 由 (2.35) 给出. 下面, 我们将估计矩阵 C(α) 的迹.

Gα(i) , Ci,i(α)=
∑

−N6k6N ;
k ̸=i,i ̸=0

(
|k|
|i|

)2α(
1

|i− k|

)2

=
∑

16k6N ;
k ̸=i,i ̸=0

(
k

i

)2α(
1

k − i

)2

+
∑

16k6N ;
k ̸=i,i ̸=0

(
k

i

)2α(
1

k + i

)2

.

显然, Gα(i) = Gα(−i), 因此,

Sα ,
∑

−N6i6N

Ci,i(α) = 2
∑

16i6N

Gα(i)

= 2

{ ∑
16i6N

∑
16k6N

(
k

i

)2α
1

(i+ k)2
+

∑
16i6N

∑
16k6N

(
k

i

)2α
1

(i− k)2

}
, 2 (S1

α + S2
α), (2.40)

其中 S1
α, S

2
α 分别定义如下:

S1
α =

∑
16i6N

∑
16k6N

(
k

i

)2α
1

(i+ k)2

=

{ ∑
16i6N

∑
16k6i

+
∑

16i6N

∑
1+i6k6N

}(
k

i

)2α
1

(i+ k)2
, S1

α,1 + S1
α,2,

和

S2
α =

∑
16i6N

∑
16k6N

(
k

i

)2α
1

(i− k)2

=
∑

16i6N

( ∑
16k6i−1

+
∑

1+i6k6N

)(
k

i

)2α
1

(i− k)2
, S2

α,1 + S2
α,2.

对于 α > 0, 我们易推出

S1
α,1 =

∑
16i6N

∑
16k6i

(
k

i

)2α
1

(i+ k)2
6

∑
16i6N

∑
16k6i

1

(i+ k)2

6
∑

16i6N

∫ i

0

1

(i+ k)2
dk =

1

2

∑
16i6N

1

i
6 LnN + 1

2
, (2.41)

以及当 α > 1
2 时, 有

S1
α,2 =

∑
16i6N

∑
1+i6k6N

(
k

i

)2α
1

(i+ k)2
<

∑
16i6N

∑
1+i6k6N

(
k

i

)2α
1

k2

6
∑

16i6N

(
1

i

)2α ∑
1+i6k6N

(k2α−2) 6 C(α)N2α−1, N > 3. (2.42)
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类似地, 当 0 6 α 6 1
2 时, 我们可得

S1
α,2 6 S1

1
2 ,2

=
∑

16i6N

∑
1+i6k6N

(
k

i

)
1

(i+ k)2

6
∑

16i6N

∑
16k6N

(
k

i

)
1

k2
6 4(LnN)2, N > 3.

接下来, 我们来估计 S2
α. 当 α > 0 时, 由基本的计算, 有

S2
α,1 6 S2

0,1 =
∑

26i6N

∑
16k6i−1

1

(i− k)2

=
∑

26i6N

{
1 +

1

22
+ · · ·+

(
1

i− 1

)2}

6
∑

26i6N

(
2− 1

i

)
6 2N. (2.43)

注意到当 i+ 1 6 k 6 N (i > 2) 时, 有 0 < k
k−i 6 2i. 因此, 当 α > 3

2 时, 我们推出 2α− 2 > 1 以及

S2
α,2 =

∑
26i6N−1

∑
1+i6k6N

(
k

i

)2α
k2

(k − i)2
1

k2

6
∑

26i6N

4 i2−2α
∑

1+i6k6N

k2α−2

6
∑

26i6N

4

i2α−2

∫ N+1

0

k2α−2dk

6 C(α)N2α−1. (2.44)

现在, 我们讨论 1
2 < α 6 3

2 . 首先, 重写 S2
α,2 如下:

S2
α,2 =

∑
26i6N−1

∑
1+i6k6N

(
k

i

)2α
1

(k − i)2
=

∑
36k6N

∑
26i6k−1

(
k

i

)2α
1

(k − i)2

=
∑

36k699

∑
26i6k−1

(
k

i

)2α
1

(k − i)2
+

∑
1006k6N

∑
26i6k−1

(
k

i

)2α
1

(k − i)2

, S2
α,2,1 + S2

α,2,2. (2.45)

显然为得到 S2
α,2 的上界, 我们只需要估计 S2

α,2,2 的上界. 为此, 我们分解 S2
α,2,2 如下,

S2
α,2,2 =

∑
1006k6N

∑
26i6k−1

(
k

i

)2α
1

(k − i)2

=

{ ∑
1006k6N

∑
26i6 k

2

+
∑

1006k6N

∑
k
26i6k−1

}(
k

i

)2α
1

(k − i)2

, F1 + F2. (2.46)

注意到当 2 6 i 6 k
2 时, 有 1

(k−2)2 6 1
(k−i)2 6 4

k2 . 因此, 当 1
2 < α 6 3

2 时,

F1 =
∑

1006k6N

∑
26i6 k

2

(
k

i

)2α
1

(k − i)2
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6 4
∑

1006k6N

∑
26i6 k

2

k2α−2

(
1

i

)2α

6 4

2α− 1

∑
1006k6N

k2α−2

6 4

(2α− 1)2
N2α−1. (2.47)

同时, 对于 0 6 α 6 1
2 , 我们有

F1 6 16(LnN)2. (2.48)

下面, 我们来估计 F2. 首先容易推出当
k
2 6 i 6 k − 1 6 k 时, 有 1 6 k

i 6 2, 因此

F2 =
∑

1006k6N

∑
k
26i6k−1

(
k

i

)2α
1

(k − i)2

6
∑

1006k6N

∑
k
26i6k−1

22α
1

(k − i)2

6 22α
∑

1006k6N

4

{
1 +

1

22
+ · · ·+ 1

k2

}
6 22α+4N. (2.49)

设 Λα = λα
i ∈ R1, i ∈ {−N,−N + 1, . . . , N} 为矩阵 C(α) 的特征值所组成的集合. 由矩阵的基本

性质, 我们容易推出 λα
i > 0 以及

N∑
k=−N

λα
i = Sα.

对于 α > 1 时, 由 (2.37) 以及 (2.41)–(2.49), 我们可得

(λ̄α
N )2 6 Sα 6 CαN

2α−1. (2.50)

上式结合 (2.39) 可得

λ̄α
N w Nα− 1

2 , α > 1.

至此, 我们完成了定理 1.2 的证明.

.
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An extension of discrete weighted Hardy-Littlewood-Sobolev in-
equality in space dimension one

XU JianKai, CHENG Ze & FANG YanQin

Abstract In this paper, we establish the critical version of discrete weighted Hardy-Littlewood-Sobolev inequal-

ity with p = q = 2, λ = 1 and α+ β = 0 in R1:∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s| 6 Cαλ
α
N∥a∥2∥b∥2,

where a = (a−N , . . . , aN ) and b = (b−N , . . . , bN ). When α > 1, we obtain that the sharp estimate λα
N is Nα−1/2.

Namely, ∑
−N6r,s6N ;
r ̸=0,s̸=0;

r ̸=s

1

|r|α
arbs|s|α

|r − s| 6 CαN
α−1/2∥a∥2∥b∥2.
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