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摘要　　超图是离散数学中最一般最复杂的结构.无圈超图已被证明在数据库设计

中非常有用.从关系数据的结构出发 ,建立了关于超图的路 、连通性和圈的新的公理

系统.该系统与特殊情形 ———图是符合的.引入了虚圈和实圈的概念 ,这是一对相

关联的概念.虚圈在特殊情形 ———图中不存在 ,退化掉了.定义了超图圈的相关性

和独立性 ,给出了超图中最大独立实圈数目的计数公式 ,对特殊情形 ———图 ,这个公

式就是 Euler公式.

关键词　　超图　路　圈　虚圈　实圈

超图是集合系统 ,是最具一般性的离散结构 ,在组合论中许多有限集合系统与超图有关 ,

如 Ramsey理论 ,有限几何 ,拟阵等.

近年来 ,计算机科学家引入了无圈超图的概念 ,它在关系数据库设计中非常有用[ 1 ～ 3] .

设 V ={v 1 , v 2 , … , vn}是一个有限集合 , V 的一族子集合 H ={E 1 , E2 , …, Em}称为 V

上的一个超图 ,如果 E i≠ (i=1 ,2 , … , m)且 ∪
m

i=1
E i=V .V 中的元素称为顶点 , H 中的元素

称为边.一个顶点 v 称为孤立的 ,如它仅属于一条边.一条边 E 称为 H 的一个耳朵 ,如果存

在 E′,使得 E  E′中的每个顶点是孤立的.设 E 是一个耳朵 ,称从 H 除去 E 为耳朵移除.

作为特殊情形 ,仅有一条边 ,可以使用“耳朵移除”除去它.

重复耳朵移除直到不能再移除为止 ,所得到的超图称为原超图的 Graham约化.一个等

价的定义为:重复使用下面两种运算 ,直到不能进行为止:

(GR1)去掉 x ,如果它是孤立的;

(GR2)去掉 E i ,如果 E i E j , i≠j .

一个超图称为是无圈的 ,如果它的 Graham约化是空的.

文献[ 4 ,5]引进半格研究超图 ,利用半格的结构给出了超图圈族数的 Euler 公式[ 5] .

什么是超图的圈呢? 传统的定义显然不适用于数据库.本文将建立关于超图的路 、连通

性和圈的新的公理系统 ,这个系统适用于关系数据库 ,并且对特殊情形 ———图也是适合的.

路 、连通性和圈是基础图论的主要构成.它们在超图中地位也如同在图论中一样.本文主要

研究超图的圈结构.
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1　基本概念

1.1　路和连通性

定义 1　设 H 是集合 V 上的一个超图 , P =(E0 , E 1 , …, Ek-1)是 H 中的一个边序列 ,

S i=E i ∩E i+1称为关节.称 P 为H 的具有关节序列S =(S 0 , S 1 , …, S k-2)的一条路 ,如果

(P1)当 i≠j 时 , E i≠E j;

(P2)S i≠ , i=0 , 1 , … , k-2;

(P3)当 i≠j 时 , S i S j≠ .

P 称为 t-维路 ,简称(t)-路 ,如果 t=min S i :i=0 ,1 , … , k -2 .称 P 是连接边E 0

和 Ek-1的(t)-路或E 0 和 Ek-1之间的一条(t)-路.

一个关节 S i 称为(t)-关节 ,如果 S i =t.

设 P 是 H 的一条路 , d(P)表示 P 的维数.E , E′是 H 的一对边 , P(E , E′)表示 E 和 E′

之间的所有路的集合 , m(E , E′)=max{d(p):p ∈P(E , E′)}.

定义 2　一个超图 H 称为 t-维连通的 ,简称(t)-连通的 ,如果 t=min{m(E , E′):E ,

E′∈H}.H 的一个极大(t)-连通子超图称为 H 的(t)-分支.

例 1　H ={ABC , ABD , AED , AEF , BCE , BEP , KEI , KEJ , EJI}.

边序列(AED , ABD , ABC , BCE)是一条(2)-路 ,其关节序列为(AD , AB , BC),边序列

(ABD , AED , KEI)是一条(1)-路 ,其关节序列为(AD , E).H 是(1)-连通的.它有 2个(2)-

分支:G1={ABC , ABD , AED , AEF , BCE , BEP}, G2={KEI , KEJ , EJ I}.

1.2　圈

定义 3　设 Q=(E0 , E 1 , … , Ek-1)是 H 中一个边序列 , S i=E i ∩E i+1 , i=0 ,1 , …, k -1 ,

下标运算取 modk.Q 称为具有关节序列S =(S 0 , S 1 , … , Sk-1)的一个圈 ,如果

(q1)当 i≠j 时 , E i≠E j;

(q2)S i≠ , i=0 ,1 , … , k -1;

(q3)当 i≠j 时 , S i S j≠ ;

(q4)对任意 i ∈{0 ,1 , … , k -1}, H 中不存在边E 使得

E  ∪
2

j=0
S i+j.

　　显然(q3)意味着(q2),但为了强调圈的每个关节是非空的 ,还是保留(q2).在路的意义中

也一样.

这个定义与特殊情形 ———图的相应定义是相容的.

一个圈 Q=(E0 , E1 , … , Ek-1)称为 t-维圈 ,简称(t)-圈 ,如果

t =min S i :i =0 ,1 , …, k -1 ,

其中 S i是 Q 的关节.

定义 4　设 C=(E0 , E1 , … , Ek-1)是超图 H 中的一个圈 ,其关节序列为 S =(S 0 , S 1 , … ,

S k-1).称 C为第 1类虚圈 ,如果存在另一个同长圈 C′=(E′0 , E′1 , …, E′k-1),其关节序列为

S′=(S′0 , S′1 , … , S′k-1),使得对每个 i , S i S′i 且存在 i 0 满足 S i
0
 S′i

0
.C 称为第 2类虚

圈 ,如果存在一条路(E′1=E i , E′2 , … , E′j-1 , E′j=E i+1),使得
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C′=(E0 , E 1 , …, E i-1 , E′1 , E′2 , … , E′j , E i+2 , …, Ek-1)

是 H 的一个圈 ,并且对任意 α∈{1 ,2 , … , j},都有 E′α∩E′α+1 E i ∩ E i+1.

设圈 C=(E 0 , E1 , …, Ek-1)和 C′=(E′0 , …, E′, …, E′k-1),其关节序列分别为 S =(S 0 ,

S 1 , …, Sk-1)和 S′=(S′0 , S′2 , … , S′k-1).C 和C′称为等价的 ,如果 S =S′.等价于虚圈的

圈是虚圈.

定义 5　一个圈称为实圈 ,如果它不是虚圈.

注 1　对一组等价实圈 ,仅称其中一个圈为实圈 ,其余的称为第 3类虚圈.

虚圈和实圈是一对相关的概念.对特殊情形 ———图 ,特别是简单图 ,虚圈不存在 ,这是一

种退化的情形.这一对颇有哲理的概念表明超图的深刻性.有一个虚圈就一定存在一个对应

的实圈.因此 ,在下面 ,说存在一个实圈 ,只要找到一个圈就可以了.

例2　考虑超图 H ={ABC , ABD , AED , AEF , BCE , BED}, C1=(BCE , ABC , ABD ,

AED), S 1=(BC , AB , AD , E), C3=(ABC , AED , BCE), S3=(A , E , BC).C2 是第 1类虚

圈 , C3是第 2类虚圈 , C1是实圈.

1.3　超图的半格

文献[ 4 ,5]给出了超图的半格的定义 ,这里给出几个常用的术语和记号.设 H 是一个超

图 , L(H)表示 H 的交闭半格 , L(H)中的元素称为关节 ,对应 H 的元素称之为端关节.

FL(x)表示以 x 为顶的漏斗 ,即 FL(x)={y:y ∈ L(H), x ≤y}.C
+(x)表示 FL(x)-x

的分支的数目.设 G′是FL(x)-x 的一个分支 , A ={(x , y):y ∈ G′, x <y}, G=G′+A i+

x 称为FL(x)的一个分支.FL(x)∩ H 称为 H 的由 x 产生的子超图 ,记为 H(x).

不失一般性 ,假设 ∩
E ∈H

E = .L(H)的一个关节 x 称为(t)-关节 ,如果 x =t.

显然 H 的任意一条路或圈上的任意关节都是L(H)的一个关节.

H 的每条路对应 L(H)中一条路.H 的每个圈对应 L(H)的一个圈.反之不然.

例3　H ={ABC , ABD , ADE , AEF , BCE , BEG , BGH , GHI , HIE , IEJ , EJK , JK AB},

L(H)如图 1所示.

图 1

设 T t={x :x ∈ L(H), x =t}, L t=L(H)-T 0-T 1-…-T t-1.L(H)也表示Hasse
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图.L t的分支称为 L(H)的(t)-分支.

由定义直接可得

推论 1　如果 G是 L(H)的一个(t)-分支 ,则 G ∩ H 是H 的(l)-连通子超图 , l≥t.

推论 2　设 C 是H 的一个实(t)-圈 ,则在 L(H)的某个(t)-分支中存在一个圈包含对应

C 的边的L(H)的端关节.

例 4　C =(ABC , BCD , CDA)是超图 H 的一个(2)-圈 , 它对应 L(H)中的圈  C =

(ABC-BC-BCD -CD-CDA -AC-ABC).

2　超图的圈结构

定义 6　设 C0 , C1 , …, Ck-1是 k 个(t)-圈 ,它们的每一个都含有 x 作为一个(t)-关节.

令

Ci =(E
i
0 , E

i
1 , …, E

i
n
i
-1), i =0 , 1 , … , k -1.

假设 E
i
0∩ E

i
n
i
-1=x , i=0 ,1 , …, k -1.如果 E

i
n
i
-1=E

i+1
0 ,或存在一条具有下列性质的连接

E
i
n
i
-1和 E

i+1
0 的路 P i(加法取 modk):

(i)P i 的每个关节包含 x , i=0 , 1 , … , k-1;

(ii)当 i≠j时 , P i和P j 不交;

(iii)P i 和Cj 不相交 , i , j ∈{0 ,1 , …, k -1},

则边序列(E0
0 , E

0
1 , … , E

0
n
0
-1 , P0 , E

1
0 , …, E

1
n
i
-1 , P 1 , E

2
0 , …, E

k-2
n
k -2
-1 , Pk-2 , E

k-1
0 , …, Ek-1

n
k-1
-1 ,

Pk-1)形成一个不含关节 x 的圈.称这个圈是由 C0 ∪C1 ∪ …∪Ck-1生成的.

定义 7　设 C1=(E
1
0 , E

1
1 , … , E

1
k-1)和 C2=(E

2
0 , E

2
1 , …, E

2
k-1)是 2个圈.它们的 mod 2

和定义为

C1  C2 =(C1 ∪ C2) {(C1 ∩ C2) A},

其中 A={E :E ∈ C1 ∩C2 且 E 包含C1 ∪C2中 3个关节}.

可以递归地定义 C1  C2  …  Ck.

　　例 5　C1=(abclm , cdemn , efg , ghi , ijal), C2=(cdemn , efg , ghi , ijal , dnkj).C1

的关节序列为(cm , e , g , i , al), C2 的关节序列为(e , g , i , j , dm), C1 C2=(abclm , cdemn ,

dnkj , i jal),见图 2.

图 2

注 2　超图圈的 mod 2 和与图圈的 mod 2和有所不同.因为图的每条边仅含 2 个顶点 ,
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从而只可能含 2个关节.

由 C0 C1 C2 … Ck-1加上定义 6中所说的必要的某些路所形成的圈 ,称为由 C0 

C1 … Ck-1生成的圈.如例 3 中的超图 , C0 =(BGH , GHI , HIE), C1 =(EJK , JKAB ,

ABD , ADE), C2=(ADE , ABD , ABC , BCE)是 3个含 E 为(1)-关节的(1)-圈.C0  C1 

C2=(BEG , BGH , GHI , HIE , EJK , JK AB , ABC , BCE)不是一个圈 ,但加上路 P 0=(HIE ,

IEJ , EJK)和 P1 =(BCE , BEG)就形成一个(2)-圈 , C =(BEG , BGH , GHI , HIE , IEJ ,

JK AB , ABC ,BCE).

定义 8　设 C0 , C1 , …, Ck-1是 k 个(t)-圈.如果 C0 C1 … Ck-1生成一个或几个维

数大于 t的圈 ,或者  C0  C1 …  Ck-1= ,则称圈集{C0 , C1 , … , Ck-1}是相关的 ,否则称之

为独立的 ,其中  Ci 表示 L(H)中对应 Ci 的圈.

引理 1　设 H 是一个超图 , x 是L(H)的一个关节 ,如果 C
+
(x)=1 ,则不存在实圈含 x

作为一个关节.

证　假若不然 ,存在一个实圈 C含有 x 为一个关节.假设 x =E i ∩E i+1 ,则 E i 和E i+1都

属于 H(x).因为 C
+(x)=1 ,所以 H(x)是(t+1)-连通的 ,其中 t = x .故在 H(x)中存

在一条(l)-路P 连接 E i 和 E i+1 , l ≥t +1.设 P =(E′0 =E i , E′1 , …, E′α=E i+1),则 E′j ∩

E′j+1 x ,  j ∈{0 ,1 , …, α-1},故 C 是一个虚圈.矛盾.

引理 2　设 X 是 L(H)的一个(t)-关节 , C+(x)=2 , A 1 , A2 是 FL(x)的 2个分支 ,如果

(A 1 ∪ A 2)-x 包含在 L(H)的同一个(t +1)-分支 G 中 ,则存在一个(t)-实圈含 x 为唯一

(t)-关节.任意 2个这样的圈是相关的.

证　令  G =G ∩ H ,则  G 是 H 的(t+1)-连通子超图.取 E i ∈ A i ∩ H , i =1 ,2 ,则 E 1 ∩

E 2=x .因为(A 1 ∩H)∪(A 2 ∩H)在  G 中 ,所以存在一条(l)-路P 连接E 1 和 E 2 , l≥t+1.

设 P=(E′0=E1 , E′1 , …, E′k-2 , E′k-1=E 2).可以假设对 1≤i≤k -2 , E′i ∈  G {(A 1 ∩H)∪

(A 2 ∩H)}.故对 0≤i≤k -2 , E′i ∩ E′i+1 x .因此(E′0 , E′1 , … , E′k-1)形成一个(t)-圈 ,

它含 x 为唯一(t)-关节.

假设 C1=(E′0 , E′1 , …, E′k-1)和 C2=(E
2
0 , E

2
1 , … , E

2
n-1)是 2个(t)-圈.它们都含 x 为

唯一(t)-关节.可以假设 E′k-1 , E
2
0 ∈ A1 ∩ H , E 2

n-1 , E′0 ∈ A2 ∩ H , Ci  {E
i
0 , E

i
j-1}∈  G  

{(A1 ∩ H)∪(A2 ∩ H)}, j=k , n .

情形 1　E
2
0=E′k-1 , E

2
n-1=E′0.

如果

(C1 {E′0 , E′k-1})∩(C2 {E
2
0 , E

2
n-1})= , (1)

则(E′0 , E′1 , …, E′k-1 , E
2
1 , E

2
2 , …, E

2
n-2)形成一个(l)-圈 , l>t.C1和 C2 相关.如果(1)式不

成立 ,则 C1 C2 生成几个维数>t 的圈 ,或 C1 C2= .它们也相关.

情形 2　E′0≠E
2
n-1和 E′k-1≠E

2
0中至少有一个成立.仅考虑它们都成立的情形 ,其他情

形类似.

易见在 A 1 ∩H 中存在一条维数大于 t的路P1 连接 E′k-1和 E
2
0 ,在 A2 ∩ H 中存在一条维

数大于 t 的路P2 连接 E
2
n-1和 E′0.因此 C1 C2 生成一个或几个维数大于 t 的圈.故它们

是相关的 ,见图 3.
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图 3

引理 3 　设 x 是 L(H)的一个(t)-关节 , 如果

C
+
(x)≥2 , FL(x)-x 包含于L(H)的同一个(t+1)-

分支中 ,则含 x 为唯一(t)-关节的独立实(t)-圈的数目

不大于C
+(x)-1.

证　令 k =C
+(x), A0 , A1 , …, Ak-1是 FL(x)的

分支 , G 是L(H)的包含(A 0 ∪ A1 ∪ …∪ Ak-1)-x 的

(t+1)-分支 ,  G=G ∩H ,则  G-H(x)≠ .

情形 1　  G -H(x) =1.设 E = G-H(x),则对

任意 i ∈{0 , 1 , …, k -1},存在 E i ∈ A i ∩ H ,使得 E ∩

E i ≥t+1.令 yi=E ∩E i , i =0 ,1 , …, k -1.Gi=(E i ,

E , E i+1)是 H 的一个含 x 为唯一(t)-关节的(t)-圈.

 C i=(E i-y i-E -yi+1 -E i+1-x -E i)是 L(H)的

圈 ,它对应 Ci ,其中 E i-y i表示E i 和 yi 之间在L(H)中的路.以下记法相同.显然

 C0   C1   C2  …   Ck-1 = ,

故{C0 , C1 , … , Ck-1}是相关的.

情形 2　  G-H(x) ≥2.由引理 1 ,对任意 A i , A j(i≠j),存在一个实(t)-圈含 x 为唯

一(t)-关节且包含 A i ∩H 和 A j ∩ H 中各一条边 ,记这个圈为 Cij.总可以假设 Cij ∩(A i ∩

H) =1和 Cij ∩(A j ∩ H) =1.

令 Ci=Ci , i+1.如果对任意一对 i , j ∈{0 , 1 , …, k -1}, i≠j ,

(Ci -A i ∩ H -A i+1 ∩ H)∩ (Cj -A j ∩ H -A j+1 ∩ H)= , (2)

则易见 ∪
k -1

i=0
Ci生成一个维数大于 t 的圈 ,因此它们是相关的.

现在假设(2)式不成立 ,则 C0 C1  … Ck-1生成几个维数大于 t 的圈 ,因此它们是相

关的.

引理 4　假设同引理 3 ,则 H 有C
+(x)-1个独立的实(t)-圈.它们的每个都含 x 为唯

一(t)-关节.

证　由引理 1 ,对 A0 , A1 ,存在一个实(t)-圈 ,含 x 为唯一(t)-关节 ,用 C0 表示这个圈.

对 A 1 , A 2 ,存在一个实(t)-圈含 x 为唯一(t)-关节 ,记为 C′1.若

(C0 -A 0 ∩ H -A1 ∩ H)∩(C′1 -A 1 ∩ H -A2 ∩ H)= ,

则 C0 和 C′1 是独立的.若不然 ,设 E 是沿 C0 方向上 C0 和 C1 的第 1个公共边.设 C0 ∩

(A 0 ∩H)=E0 , C0 ∩(A 1 ∩H)=E1 , C′1 ∩(A 2 ∩H)=E2.令 C1=(E 1 C0E C′1E 2)是含 x 为

唯一(t)-关节的(t)-圈 ,其中 E 1 C0E 是C0上从 E 1 到 E 的一段 , E C′1E 2的意义类似 ,则 C0

和 C1 是独立的.继续使用这种方法 ,可以找到 k -1个含 x 为唯一(t)-关节的独立实(t)-

圈.

推论 3　假设同引理 3 ,则含 x 为唯一(t)-关节的独立实(t)-圈的最大数目是

C
+(x)-1.

　　引理 5　设 x 是 L(H)的一个(t)-关节 , α(x)表示含 x 为唯一(t)-关节的独立实(t)-圈

的最大数目.B(x)={G G 是L(H)的(t+1)-分支且G ∩FL(x)≠ }, β(x)= B(x) ,则
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α(x)+β(x)=C
+(x).

　　证　设 B(x)={G1 , G2 , … , Gβ(x)}, Q 是FL(x)-x 的一个分支.显然 , Q ∩ Gi≠ 意

味着 Q  Gi.令

n i ={Q:Q 是FL(x)- x 的一个分支且Q  Gi},

则

∑
β(x)

i=1
n i =C

+(x).

　　由引理的条件 , n i≥1 , i ∈{1 ,2 , … , β(x)}.根据推论 3 ,在 Gi+x 中含 x 为唯一(t)-关

节的独立实(t)-圈的最大数目是n i-1 ,于是

α(x)=∑
β(x)

i =1
(n i -1)=∑

β(x)

i=1
n i -β(x)=C

+
(x)-β(x).

因此 α(x)+β(x)=C
+(x).

引理 6　设 x 0 , x1 , …, xk-1是 L(H)的 k 个(t)-关节.∪
k-1

i=0
(FL(x i)-x i)包含在 L(H)的

一个(t+1)-分支G 中 ,对任何其他(t)-关节 y , G ∩(FL(y)-y)= ,则在  G=G ∩ H 中的

独立的实(t)-圈的最大数目等于

∑
k-1

i=0
(C+(x i)-1).

　　证　令 li=C
+
(xi),{A

i
0 , A

i
1 , …, A

i
l
i
-1}是 FL(xi)的全体分支的集合 , i=0 ,1 , … , k -

1.

令 C(xi)表示所有含 x i为唯一(t)-关节的独立实(t)-圈的集合.

由推论 3 , C(xi) =C
+(xi)-1.显然 ,对任意 x i , xj , i≠j ,{C(xi), C(x j)}是独立的.

图 4

现在 ,考虑含 2个(t)-关节的(t)-圈 ,其他情形类似.

设 C 是含有 2个(t)-关节 xi 和 xj 的实(t)-圈.因此 , C ∩H(xi) ≥2 , C ∩ H(xj) ≥

2.假设 C ∩H(xi) =2 , C∩ H(x j) =2 ,设它们是 E 1 , E 2 , E 3 , E 4 ,如图 4所示.C 是由连

接E1 和 E3 的一个路 P 1和连接 E 2 和 E4 的一条路 P2 组成 ,因为 C 恰含 2个(t)-关节.所

以 P 1和 P2 的维数都大于 t.

由引理 1 ,存在一个含 xj 为唯一(t)-关节的实(t)-圈C1 ,不失一般性 ,假设 C ∩ C1≠ .

令{E 5 ∪P3}=C1 ∩ C ,如图 4所示.

C2=(E 1 , P2 , E 5 , P 3 , E4 , P1 , E 2)是恰含一个(t)-

关节 xi 的(t)-圈 ,故

C =C1  C2 ,

{C , C1 , C2}是相关的.

因此 ,最大独立实(t)-圈的集合可以由仅含一个

(t)-关节的实(t)-圈组成.由推论 3 ,在  G 中独立实

(t)-圈的最大数目是

∑
k-1

i=0
(C

+
(x i)-1).
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　　引理 7　设 G1 , G2是 L(H)的 2个(t+1)-分支 , x 1 , x 2是 2个(t)-关节.Gi 含 FL(xj)-

x j的 1个分支 , i , j=1 ,2 ,则 H 有一个含 x1 和 x 2为 2个(t)-关节的实(t)-圈.

图 5

证　设 B ij表示FL(x j)-xj 在Gi 中的分支.

如图 5所示.

 Gi =Gi ∩ H , 　 B ij =B ij ∩ H , 　E ij ∈  B ij.

　　情形 1　E i 1≠E i 2 , i =1 , 2.这时存在维数大

于 t 的路 p i 连接 E i1 和 E i2 , E11 ∩ E 12 = x 1 ,

E21 ∩E 22=x 2.于是由 P 1 ∪P2 的边组成的序列

形成一个(t)-圈含 x 1 和 x2 为 2个(t)-关节.

情形 2　E 11=E 12和 E 21=E22之一成立.可

类似情形 1证明.

情形 3　E11=E 12和 E 21=E22.不可能.

图 6

引理 8　设 G0 , G1 , … , Gk-1是 L(H)的 k

个(t+1)-分支 , x 0 , x 1 , … , xk-1是 k 个(t)-关

节 , Gi 和 Gi+1各包含 FL(xi)-xi 的一个分支

(如图 6 所示),则存在一个实(t)-圈 ,它恰包含

x 0 , x 1 , …, x k-1为 k 个(t)-关节.

证　类似于引理 7.

引理 9　设 L(H)的(t)-分支数目为 βt , x 0 ,

x 1 , … , xk-1为 k 个(t)-关节 ,则独立的实(t)-圈的最大数目为

∑
k-1

i=0
(C+(xi)-1)-βt+1 +βt.

　　证　情形 1　βt=1 , L t 连通.令{Gi , i =0 ,1 , … , βt+1-1}是 L t+1的所有分支的集合 ,

 Gi=Gi ∩H ,则  Gi是(l)-连通的 ,其中 l≥t+1.

(i)当把每个 Gi 当成一个点时 , L t 是树.在这种情形 ,称 L t 为似树.可以调整下标 ,使

得包含 FL(x i)-x i的分支的(t+1)-分支的最小下标不大于包含FL(x i+1)-x i+1的分支的

(t+1)分支的最小下标 , i=0 ,1 , … , k -2.

设 G0 , G1 , … , Gm
0
-1是同 FL(x 0)的交不空的所有(t+1)-分支 , Gi 包含FL(x)-xi 的

n
0
i 个分支 , i=0 , 1 , … , m 0-1.

设 Gj
i
, Gm′

i
+1 , …, Gm′

i
+m

i
-1是同 FL(xi)-x i 的交不空的所有(t+1)-分支 , Gj

i
包含

FL(x i)-x i的n
i
0 个分支 , Gm′

i
+j包含FL(x i)-x i的 n

i
j 个分支 , j=1 ,2 , … , m i-1 ,其中

m′i = ∑
i-1

α=0
mα-i +1 , i ∈ {0 ,1 , …, m′i -1}, 　∑

m
i
-1

j=0
n
j
i =C

+(xi).

因为 L t 连通 , j i ∈{0 ,1 , … , m′i-1}.因为 Lt 是似树 ,所以 ,仅有一个同{FL(xj)-xj:j =0 ,

1 , … , i}的交不空的(t+1)-分支包含FL(xi+1)-x i+1的一个分支.于是有

∑
k-1

j=0
m j =βt+1 +k -1.

776　　 中　　国　　科　　学　　(A　辑) 第 28 卷



　　令 α(x i)表示具有 xi 为唯一(t)-关节的独立实(t)-圈的最大数目.由推论 3有

α(x i)=∑
m
i
-1

j=0
(n

i
j -1)=C

+
(x i)-m i , 　i =0 ,1 , … , k -1.

因此

α(t)=∑
k-1

i =0
α(x i)= ∑

k-1

i=0
(C+(xi)-mi)=∑

k-1

i=0
C
+(x i)-∑

k-1

i =0
mi =

∑
k-1

i =0
C
+(xi)-(βt+1 -t -1)=∑

k-1

i=0
(C+(x i)-1)-βt+1 +1 , (3)

其中 α(t)表示独立的实(t)-圈的最大数目.

(ii)L t 不是似树.把每个(t +1)-分支收缩成一个点 , L t 变成 L′t.L′t 不是树.设 T 是

它的支撑树.对应 T 的点的(t+1)-分支和FL(xi)-xi 的分支依(i)排序.称这样的序为正

常的.令 T′表示 Lt 的对应 T 的子图.由(i),(3)式对 T′成立.由引理 7和 8 ,当一个其他分

支加到 T′时 ,一个唯一含多于 1个(t)-关节的实(t)-圈将产生.易见这个圈与其他圈是独立

的.因此 ,(3)式仍然成立.

情形 2　βt>1.

设 H0 , H 1 , … , Hβ
t
-1是 L(H)的 βt 个(t)-分支 , G0 , G1 , … , Gβ

t+1
-1是 L(H)的(t +1)-

分支.

设 G0 , G1 , …, Gm
0
-1在 H 0 中 , Gm′

i
, Gm′

i
+1 , … , Gm′

i
+m

i
-1在 Hi 中 ,其中 m′i = ∑

i-1

j =0
m i ,

i =1 ,2 , … , βt -1 , x 0 , x 1 , …, x n
0
-1 ∈ H0 , xn′

i
, xn′

i
+1 , … , xn′

i
+n

i
-1 ∈ Hi , i=1 ,2 , …, βt-1 ,

其中

n′i =∑
i-1

j=0
n j , 　βt+1 =∑

β
t
-1

j=0
m j , 　k =∑

β
t
-1

j=0
n j.

令 αt(Hi)表示  Hi 中的独立实(t)-圈的最大数目 , αt 表示 H 中的独立实(t)-圈的最大数目 ,

则由情形 1 ,

αt(Hi)= ∑
n′
i
+n

i
-1

j=n′
i

(C
+
(x j)-1)-m i +1.

于是

αt =∑
β
t
-1

i=0
αt(Hi)=∑

k-1

j=0
(C+(x j)-1)-βt+1 +βt.

　　引理 10　设 Q(t)表示独立的实(t)-圈的一个集合 ,若 i≠j ,则 Q(i)∪Q(j)是独立的实圈

集合.

证　由定义即得.

定理 1　设 H 是一个超图 , α表示H 的独立的实圈的最大数目 ,则

α= ∑
x ∈L(H)

(C
+
(x)-1)+1.

　　证　令 m =max{ E :E ∈ H},可以假设 ∩
E ∈ H

E= .令 T t={x :x ∈ L(H), x =t},

L t =L(H)-T 0 -T 1 -…-T t-1.
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由引理 9 ,

αt = ∑
x ∈ T

t

(C+(x)-1)-βt+1 +βt.

由引理 10 ,

α=∑
m

t=0
αt =∑

m

t=0
∑
x ∈ T

t

(C+(x)-1)-βt+1 +βt =

∑
x ∈ L(H)

(C+(x)-1)+1.

　　定义 9　一个超图 H 称为 r-超图 ,如果对任意 E ∈ H , E =r.

定义 10　一个在 V 上的超图H 称为完全 r-超图 ,如果 H={E :E  V , E =r}.

推论 4　设 H 是在 V 上的完全 r-超图 , V =n , α表示H 的独立实圈的最大数目 ,则

α=
n(n -1)…(n -r +2)[ (r -1)(n -r)-1]

r !
+1.

　　证　易见

C
+(x)=

1 ,

n -r +1 ,

0 ,

　

|x |≤ r -2 ,

|x |= r -1 ,

|x |= r.

使得 x =r-1的关节 x 的数目是

n

r -1
=

n(n -1)…(n -r +2)
(r -1)!

,

使得 x =r 的关节 x 的数目是

n

r
=

n(n -1)…(n -r +1)
r !

.

　　由定理 1 ,

α= ∑
x ∈ L(H)

(C+(x)-1)+1 =

n(n -1)…(n -r +2)
(r -1)!

-
n(n -1)…(n -r +1)

r !
+1 =

n(n -1)…(n -r +2)[(r -1)(n -r)-1]
r !

+1.

当 r=2时 , α正好是 n 阶完全图的独立圈的最大数目.

定理 2　一个超图是无圈的当且仅当它没有圈.

证　由定理 1和文献[ 3]的定理 3立得.
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