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摘要    研究线性定常系统的特征建模问题, 证明了多输入多输出线性定常系统

的特征模型可以用二阶时变差分方程组描述, 并且刻画了特征模型的建模误差, 
在系统不含零实部极点的情形下, 在稳态和暂态时建模误差分别为 0 和 O(h), 一
般情形下, 分别为O(h2)和O(h). 该证明表明特征建模与一般模型降阶方法是本质

不同的, 特征模型是把高阶模型的有关信息压缩到几个特征参量之中, 并没有丢

失系统信息. 

关键词    特征模型  建模误差  最小实现  定点控制  自适应控制 

1  引言 
特征建模问题是基于特征模型的全系数自适应控制方法的关键问题之一 [1~8]. 该方法是吴

宏鑫提出的, 经过了 20 多年的研究, 在理论和应用上均取得了重要进展, 形成了一套完整的

实用性很强的自适应控制理论和方法. 该方法在航天和工业控制领域的 9类工程对象 400多个

系统中取得了成功应用. 特别是该方法的理论思想和工程要点创造性地应用于飞船返回再入

控制, 其开伞精度达到世界先进水平 [6].  
自从 20 世纪 50 年代末期由麻省理工学院提出第 1 个自适应控制系统以来 [9], 自适应控制

引起了广泛关注, 取得了丰硕成果和重要进展 [10~15]. 然而, 自适应控制在实际中并未得到广

泛应用, 其原因在于现有自适应控制理论在实际工程应用中存在如下问题: 暂态响应较差、需

要估计的参数个数较多、难以保证参数估计收敛以及需要人为调试的参数多等等 [8]. 上述问题

的一个重要原因是现有的建模和控制理论以精确动力学分析为基础, 建模与控制要求分开来

考虑. 这套建模控制方法产生的物质基础是电子线路和机电部件等硬件, 其前提是精确建模, 
如果模型不精确, 或者是时变的, 那么用硬件组成控制器是很困难的. 然而生产与科学技术的

发展, 尤其是计算机技术和数字技术的发展, 为此提供了新的物质基础和可行性. 特征建模与

全系数自适应控制方法以及多模型控制方法 [14,15]相结合, 在很大程度上解决了上述问题. 
基于特征模型的全系数自适应控制方法的基本思想是, 首先建立系统的特征模型, 然后

按照特征模型参数设计全系数自适应控制律 [8]. 所谓特征建模, 就是根据对象动力学特征和控
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制性能要求相结合进行建模, 而不是仅以对象精确的动力学分析来建模. 在文献 [3]中, 对于

如下形式的系统: 

2 2
1 1 1
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pm h
p i p iv i wi

i p i p ii i i i

kk k kkG s
s s ss s wλ λ λ

+ +
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作者证明其在位置保持控制要求下的特征模型为下述时变差分方程:  

1 2 0 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)y k f k y k f k y k g k u k g k u k+ = + − + + − .  

特征模型具有如下特点: 1)在同样输入控制作用下, 对象特征模型和实际对象在输出上是等价

的; 2)特征模型的形式和阶次除考虑对象特征外, 主要取决于控制性能要求; 3)特征模型的形

式比原对象动力学方程简单, 工程实现方便; 4)特征模型与降阶模型不同, 它是把高阶模型有

关信息压缩到几个特征参量之中, 并不丢失信息. 一般情形下, 特征模型用慢时变差分方程描

述. 但是, 从上面的讨论可知, 在文献 [3]中考虑的被控对象仅限于含有少于或等于 2个重极点

的单输入单输出系统. 在文献 [7]中, 上述结果被推广到多输入多输出系统, 然而对系统极点

的要求与文献 [3]相同. 
近一段时间, 我们对特征建模理论进行了进一步研究. 由于速度和加速度等被控输出或

者是可以量测的, 或者是可以通过系统的输出量计算得到, 因此, 可以将其定义为系统的广义

输出. 进而, 可把文献 [3]中所考虑的速度保持等不同控制问题统一归为位置保持控制问题, 
也即定点控制问题. 从而在速度保持等不同控制要求下系统可以用统一的二阶时变差分方程

描述. 本文给出了一般多输入多输出线性定常系统定点控制要求下特征模型的证明, 并且刻

画了特征建模的建模误差, 为黄金分割自适应控制的应用奠定了理论基础. 

2  问题描述 
本文中, 考虑如下 p个输出, q个输入的广义被控对象的特征建模问题: 

 ( )y G s u= ,  (1) 

其中, ×( ) p qG s ∈R 为一正则有理函数矩阵, 表示系统的传递函数, qu∈R 和 py∈R 分别表示

系统的输入和输出.  
为清楚起见, 我们首先详细论证如下单输入单输出系统的特征模型:  
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其中, ia ∈R , jb ∈R , 0 1 1i n= , , , −" , 0 1j m= , , ," ; n m≥ . 其特征多项式有如下分解:  
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其中, 
3

0,iη >  
2

0,iμ ≠  
2iμ , 

2iν , 
3iξ , 

3iη , 
3iυ , 1, 2, ,j ji γ= " , 2,3,j =  均为实数. 即系统(2)

含有γ 1 重零特征根, γ 2 个多重实特征值(μi 是 iν 重的, 21 2i γ= , , ," ), 以及 3γ 对多重共轭复根

( ±i iξ η 是 iυ 重的, 31 2i γ= , , ," ). 由(3)式可知, 系统(2)有如下分解:  
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其中, 
1

0lγ ≠ , 0
iivd ≠ , 21, 2, ,i γ= " , 1iipυ 和 0iipυ 不全为 0, 31, 2, ,i γ= " . 由(4)式可见, 系统
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(2)可看作 2 3 1γ γ+ + 个系统的并联. 定义 
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则有 
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由线性系统理论可知, 子系统(5)和(6)的最小实现分别为如下(8)和(9)式: 
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和 
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下面首先给出本文的几个关键引理, 其中引理 1, 3 和 4 的证明见附录 A. 
引理 1  子系统(7)的最小实现为 
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其中, 1 1 / 2ij ijpκ = , 2 0 1( ) / 2ij ij ij i ip pκ ξ η= − − , 31, 2, ,i γ= " , 1, 2, , ij υ= " . 

引理 2[16]  对于线性定常连续系统 ( )A B C, , , 以h为采样周期的时间离散化系统为(C, H, 

C), 其中 , eAhG = 和
 

 0
e d
h AtH tB= ∫ . 令 1λ , 2λ , " , μλ 为 A 的全部特征值 , 且当 i j≠ 时 , 

i jλ λ≠ , 则时间离散化系统 ( )G H C, , 保持能控(能观测)的一个充分条件是采样周期h的数值, 

对一切满足 
Re( ) 0,    , 1, 2, ,i j i jλ λ μ− = = "  

的特征值, 应成立 

 2 π ,   1, 2, .
Im( )i j

lh l
λ λ

≠ = ± ±
−

"  (11) 

引理 3  考虑单输出能观测系统 
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如果存在采样控制 ( ) ( )u t u kh= , 其中采样周期 h满足条件(11), 使得 lim ( )t ry t y→∞ = (常值), 且

有 lim ( )t ru t u→∞ = (常值), 则 lim ( )t rx t x→∞ = (常值), 并且 lim ( ) 0t x t→∞ =� . 

引理 4  记矩阵 
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则有 
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其中, 1
1 ,

i ii i iN M N Iυ υ
−

×= − [ ]2 2diag
i i

iP C C υ υ×= " , 
0 1
1 0

C
−⎡ ⎤
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. 

3  主要结果 
本部分, 我们给出多输入多输出线性定常系统定点控制下特征模型的证明, 并且刻画特

征模型的建模误差. 根据全系数自适应控制理论, 假设控制律 ( )u t 为采样控制. 

假设 1  系统是定点可控的, 也即存在控制律 ( )u t , 使得系统的输出 ( )y t 在稳态时为一常

值. 并且 ( ) ( )u t u kh= , lim ( )t ru t u→∞ = (常值), 其中 h为采样周期. 

显然, 子系统(8)~(10)组成系统(2)的一个最小实现. 如果采样周期 h满足条件(11), 也即

π / ih l η≠ , 1l = , 2 ," , 1i = , 2 ," , 3γ , 则由假设 1和引理 3可知在定点控制下, 子系统(8)~(10)

的状态的导数当 t → ∞ 时极限为 0. 进而可知 ( )y t� 有界, 记 ( )y t| |� 的上界为M . 

假设 2  采样周期 h满足 { }3min max 1, ,min ,  ,  max (π / , / )i ih Mγλ λ η ε=| | | | "� , 其中ε为充分

小的正数,  
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下面我们首先讨论单输入单输出系统的特征模型问题. 

3.1  单输入单输出线性定常系统的特征模型 

本节中, 我们给出单输入单输出系统(2)在定点控制要求下的特征模型. 首先证明系统没

有零实部极点的情形. 在下面的引理中, 我们给出子系统(9)和(10)的输出所满足的微分方程. 
引理 5  在假设 1 和 2 下, 子系统(9)的输出满足如下非线性时变微分方程:   

 2 2 2 22 ( ) ,   1,2, , ,i i i ii y G t g u i γy μ= + + =� "  (13) 

其中,  
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并且 2 ( )iG t 有界, 2lim ( ) 0t iG t→∞ = . 

证明  对于 21, 2, ,i γ= " , 当 1iv = 时, 2 12 .i i ii y d uy μ= +�  即 2 ( ) 0iG t = , 2 1i ig d= . 当 1iv >

时, 记矩阵 
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经过简单计算, 由(9)式可得 

 [ ]T0 0 1 ,i i iiD D uϕ ϕ= −� "  (15) 
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将(15)式代入上式, 并整理, 有 
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注意到(14)式, (13)式即可得证. 显然, 由上面的讨论以及 2 ( )iG t 的定义可知 2 ( )iG t 有界, 并且

2lim ( ) 0t iG t→+∞ = . 

下述引理证明子系统(10)有类似结果.  
引理 6  在假设 1 和 2 下, 子系统(10)的输出满足如下微分方程:  
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其中,  
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并且 3 ( )iG t 有界, 3lim ( ) 0t iG t→+∞ = . 

证明  由(10)式可得 

 T[2 0 0] ,i i iiM M uζ ζ= −� "  

其中 iM 的定义见引理 4. 结合上式和(10)式, 再由引理 4, 我们有 
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注意到 1 11 112 21 22 2[ ]
i ii i i ii i i iP P υ υκ κ κ κ κ κ= " , 以及 3iy 的定义, 可得 
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经整理, 我们有 
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1 ( ( )( ))

1 ( ) [2 0 0] 2 .

i
i i i i i i i i i i i ii i

i i

i
i i i i i

i

y P P N P My

P P M u

η
ξ ξ η ξ η η ζ

ξ ξ

η
η κ

ξ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

��

"

 

把(17)和(18)式带入上式, 即有(16)式. 类似于引理 5, 可证 3 ( )iG t 有界, 并且 3lim ( ) 0t iG t→+∞ = . 

联立(13)和(16)式可知子系统(6)和(7)的输出可由下述微分方程组描述:  

 
2 2 2 22

3

3 3 3 33
3

2 2 22

2

3 3 33

( ) ,

( ) ,

i i i ii

i
i i i ii

i

y G t g uy

y G t g uy

μ

η
ξ

ξ

= + +⎧
⎪⎪ ⎛ ⎞⎨

⎜ ⎟= + + +⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

�

�
 (19) 
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其中, 
22 ( )iG t 和

33 ( )iG t 分别在引理 5 和 6 中定义, 1, 2, ,j ji γ= " , 2 3j = , . 在下面的引理中, 我

们给出系统(2)的输出所满足的微分方程. 对假设 2 中给出的充分小的正数ε 以及时刻 t , 定义

集合 

 
{ }
{ }

1

2

( ) ( ) , 1, 2, , ,   2,3,

( ) ( ) , 1,2, , ,   2,3,

i ij i

i ij i

T t j y t j i

T t j y t j i

ε γ

ε γ

= | > = =

= | < − = =

"

"
 

以及函数 
 

1 2

1 2
( ), 2,3 ( ), 2,3

( ) ( ),   , ( ) ( ),   .
i i

t ij t ij
j T t i j T t i

y z y z z t y z y z z t, ,
∈ = ∈ =

= =∑ ∑≥ ≥  (20) 

引理 7  在假设 1 和 2 下, 对于 1 2r = , 和给定时刻 t , 我们有  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,r t r r rt r t t y P t R t uy σ ,, = + +�  (21) 

其 中 , min max( ) ,r tλ σ λ≤ ≤ ( ) 2 3( ) ( )
r

r ii T tP t G t
ττ τ

ττ∈ , = ,
= ∑ 有 界 , 在 稳 态 时 为 0, ( )rR t =  

τ( ) 2 3r
ii T t g

τ τ
ττ∈ , = ,∑ , ( )rR t 为 t的有界函数. 

证明  由(19)和(20)式易知, 对于 1 2r = , ,  

 

3

2 2 3 3
3

τ

2

2 3
( ), 2,3

( ), 2,3 ( ), 2,3

( ) ( ) ( )

( ),  [ , ].
r

r r

i
i i i it r

ii T t

i i
i T t i T t

z y z y zy

g u G z z t t h
τ τ

τ

τ τ τ τ

τ

τ τ
τ τ

η
μ ξ

ξ,
∈ =

∈ = ∈ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= + +

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
+ + ∈ +

∑

∑ ∑

�
 

(22)
 

定义  

 
2 2 3 3

2
3

2 3
3( ), 2,3

( ) ( )

( ) ,   [ , ].
( )

r

i
i i i i

ii T t
r

t r

y z y z

z z t t h
y z

τ τ τ

η
μ ξ

ξ
σ ∈ =

,

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠= ∈ +

∑
 

由于 /h Mε< , 所以 ( ) 0ijy z > ( 0)< , 1ij T∈ 2( )iT , [ , ]z t t h∈ + . 因此, 结合 ( )t ry z, 的定义, 我

们有 

min max( ) ,    1, 2,  [ , ].r z r z t t hλ σ λ = ∈ +≤ ≤  

通过简单计算可知 ( ) ( )r rt h tσ σ+ − 是 ( ) ( )ij ijy t h y t+ − ( 2 3,i = , ( ))irj T t∈ 的线性组合 , 因此

( ) ( )r rt h tσ σ+ − 有界, 并且在稳态时为 0. 由(22)式, 我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,r t r r rt r t t y t P t R t uy σ ,, = + +�  

其中 ( ), 2,3( ) ( )
r

r ii T tP t G t
ττ τ

ττ∈ =
= ∑ , ( ), 2,3( )

r
r ii T tR t g

ττ τ
ττ∈ =

= ∑ . 显然, ( )rR t 有界. 并且, 由引理 5

和 6 易知, ( )rP t 有界, 在稳态时为 0. 

定理 1  在假设 1 和 2 下, 如果系统(2)不含零实部极点, 则其特征模型可用如下二阶时变

差分方程描述:  
 1 2 3 4( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ),y k f k y k f k y k f k u k f k u k+ = + + + + + + +  (23) 

其中,  
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1 min 2 min min max

1 max 2 max max min

1 min max 2 max min

3

( ) [2 2 ,2],   ( ) [ 1, (1 2 )],       0    ;
( ) [2,2 2 ],   ( ) [ (1 2 ), 1],      0    ;
( ) [2 2 ,2 2 ],   ( ) [ (1 2 ), (1 2 )],

( )

f k h f k h
f k h f k h
f k h h f k h h

f k

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ

∈ + ∈ − − + < <
∈ + ∈ − + − > >
∈ + + ∈ − + − +

=

其他,
2

4 ( ) ( ) ( ),f k O h O h

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ − + =⎩

 (24) 

( )if k ( 1 2 3 4i = , , , )是慢时变的. 并且, 动态过程中建模误差为 ( )O h , 稳态时输出相同. 

证明  对于上述 0ε > 和时刻 t , 定义集合 

 { }3( ) ( ) ,   1,2, , ,   2,3.i ij iT t j y t j iε γ= | | = ="≤  

由于 ε 充分小, 因此, 对于 3( ) ( )ij iy t T t∈ , 我们认为 ( )ijy t 近似为 0, 则对于 3i Tτ τ∈ , 2,3τ = , 由

(19)式, 有 

 2 22

3 33

2 22

3 33

( ) ,

( ) .
i ii

i ii

G t g uy

G t g uy

= +⎧⎪
⎨ = +⎪⎩

�

�
 (25) 

对于该给定时刻 t , 我们有下述 3 种情形之一: 1) 2,3 1( )T tτ τ=∪ 和 2,3 2 ( )T tτ τ=∪ 均为非空集; 2) 

2,3 1( )T tτ τ=∪ 和 2,3 2 ( )T tτ τ=∪ 中一个为空集, 一个为非空集; 3) 2,3 1( )T tτ τ=∪ 和 2,3 2 ( )T tτ τ=∪ 均是空

集. 
首先考虑第 1 种情形. 若 2,3 3 ( )T tτ τ=∪ 为空集, 则 1 2( ) ( ) ( )t ty z y z y z, ,= + , z t≥ . 否则, 定义

3 1( ) ( ) ( )t t iy z y z y z
ττ, ,= + , 3 ( )i T tτ τ∈ , 2,3τ = , z t≥ . 由(21)和(25)式可得 

 3 3 3 33( ) ( ) ( ) ( ) ,tt t t y P t R t uy σ ,, = + +�  (26) 

其中 3 1( ) ( ),t tσ σ=  
3

3 1 ( ), 2,3( ) ( ) ( )ii T tP t P t G t
ττ τ

ττ∈ =
= + ∑ , 

3
3 1( ), 2,3( ) ( )ii T tR t g R t

ττ τ
ττ∈ =

= +∑ . 显然

3( )P t 和 3( )R t 均有界, 并且 3( )P t 在稳态时为 0. 由于(26)与(21)式有相同的形式,  因此可以把

2,3 3 ( )T tτ τ=∪ 为空集和非空集进行同样的处理, 下面仅论证 2,3 3 ( )T tτ τ=∪ 为非空集的情形. 应用

差商方法, 把(21)和(26)式离散化, 则有 
 ( 1) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),   2,3.k r r k r r ry k h k y k hP k hR k u k rσ, ,+ = + + + =  (27) 

利用文献 [3]中的方法, 把上述两式相加, 平移, 可得 

 
,2 ,3

2 ,2 3 ,3

2 3 2 3

( 2) ( 2)

     (1 ( 1)) ( 1) (1 ( 1)) ( 1)

          + ( 1) ( 1) ( ( 1) ( 1)) ( 1).

k k

k k

y k y k

h k y k h k y k

hP k hP k hR k hR k u k

σ σ

+ + +

= + + + + + + +

+ + + + + + + +

 

对(27)式中两式两端分别乘以 (1 ( 1)),rh kσ+ +  2,3,r =  与上式相加, 并注意到 3( ) ( )ty z y z,= +  

2 ( )ty z, , ,z t≥  可得 

 

2
2 3 2 3 2 3

2 3 3 2 2 3

1

( 2) (2 ( ( 1) ( 1))) ( 1) (1 ( ( ) ( )) ( ) ( )) ( )
  ( ( 1) ( 1)) ( 1) ( (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( )) ( )
  ( ),

y k h k k y k h k k h k k y k
hR k hR k u k h h k R k h h k R k u k
h k

σ σ σ σ σ σ
σ σ

δ

+ = + + + + + − + + +

+ + + + + − + + +
+

 
(28)

 

其中,  

当
当

时 
时 
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1 2 3 3 2 2 3

3 3 2 2 2 2 3 3

2 3 3 3 2 2

( ) ( 1) ( 1) (1 ( 1)) ( ) (1 ( 1)) ( )
 ( ( 1) ( ))(1 ( )) ( ) ( ( 1) ( ))(1 ( )) ( )
 ( ( )( ( 1) ( )) ( )( ( 1) ( ))) ( ).

k k

k P k P k h k P k h k P k
k k h k y k k k h k y k

hR k k k hR k k k u k

δ σ σ
σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
, ,

= + + + − + + − + +

− + − + − + − +

− + − + + −

 

显然 1( )kδ 有界, 并且, 由于 ( )rP k 和 ( 1) ( )r rk kσ σ+ − ( 2 3r = , ), 在稳态时为 0, 因此 1( )kδ 在稳

态时为 0. 记  

 

1 2 3
2

2 2 3 2 3

3 2 3

4 3 2 2 3

( ) 2 ( ( ) ( )),

( ) (1 ( ( ) ( )) ( ) ( )),
( ) ( ) ( ),
( ) ( (1 ( )) ( ) (1 ( )) ( )).

f k h k k

f k h k k h k k
f k hR k hR k
f k h h k R k h h k R k

σ σ

σ σ σ σ

σ σ

= + +

= − + + +

= +
= − + + +

 

(28)式即为 
 1 2 3 4 1( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ),y k f k y k f k y k f k u k f k u k h kδ+ = + + + + + + + +  

其中 ( ),if k  1, 2,3, 4,i =  满足(24)式. 并且由于 h充分小, 因此系统参数是慢时变的. 考虑到

1( )kδ 有界, 在稳态时为 0, 因此(23)式的输出与(2)式的输出相差 ( )O h , 在稳态时相同. 

下面考虑第 2 种情形, 仅考虑 2,3 1( )T tτ τ=∪ 非空, 2,3 2 ( )T tτ τ=∪ 是空集的情形, 2,3 2 ( )T tτ τ=∪ 非

空, 2,3 1( )T tτ τ=∪ 是空集的情形类似可证. 从上述讨论可知, 对于 2,3 3 ( )T tτ τ=∪ 为空集和非空集的

两种情形可统一处理, 下面仅考虑 2,3 3 ( )T tτ τ=∪ 为非空集的情形. 此时, 我们有 3( ) ( )ty z y z,= , 

z t≥ . 把(26)式离散化, 我们有 
 3 3 3( 1) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),y k h k y k hP k hR k u kσ+ = + + +  (29) 

对上式进行平移, 可得 
 3 3 3( 2) (1 ( 1)) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1),y k h k y k hP k hR k u kσ+ = + + + + + + + +  (30) 

把(29)和(30)式相加, 我们有 

 3 3 3

3 3 3

( 2) (2 ( 1)) ( 1) (1 ( )) ( ) ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( 1) ( ).

y k h k y k h k y k hR k u k
hR k u k hP k hP k

σ σ+ = + + + − + + + +

− + + −
 

通过记 1 3( ) 2 ( ),f k h kσ= +  2 3( ) (1 ( )),f k h kσ= − +  3 3( ) ( ),f k hR k=  4 3( ) ( ),f k hR k= −  上式即为 

 1 2 3 4 2( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ),y k f k y k f k y k f k u k f k u k h kδ+ = + + + + + + + +  

其中 2 3 3( ) ( 1) ( ),k P k P kδ = + −  ( ),if k  1, 2,3, 4,i =  满足(24)式. 并且由于 h充分小, 因此系统参

数是慢时变的. 考虑到 2 ( )kδ 有界, 在稳态时为 0, 因此(23)式的输出与(2)式的输出相差 ( )O h , 

在稳态时相同. 
若为第 3 种情形, 则子系统的输出的绝对值在时刻 t均小于ε, 由上面的讨论可知, 此时系

统由微分方程组(25)描述, 并且 2,3, 1,2, ,( ) ( )
i
iji jy z y zγ= =

= ∑ " , z t≥ . 由(25)式, 可得 

 ( ) ( ) ( ) ,y t P t R t u= +�  

其中 2,3, 1,2, ,( ) ( ),iiP t G t
ττ τ

ττ γ= =
= ∑ "  2,3, 1,2, ,( ) .iiR t g

ττ τ
ττ γ= =

= ∑ "  把上式离散化, 并且平移, 我们

有 
 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )y k y k hP k hR k u k+ = + +  

和 
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 ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1).y k y k hP k hR k u k+ = + + + + + +  

再把以上两式相加, 可得 
 ( 2) 2 ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ).y k y k y k hR k u k hR k u k hP k hP k+ = + − + + + − + + −  

通过记 1( ) 2f k = , 2 ( ) 1f k = − , 3 ( ) ( )f k hR k= , 4 ( ) ( )f k hR k= − , 上式即为 

 1 2 3 4 3( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ),y k f k y k f k y k f k u k f k u k h kδ+ = + + + + + + + +  

其中 3( ) ( 1) ( )k P k P kδ = + − , 显然 3( )kδ 有界, 在稳态时为 0, 并且满足(24)式. 

上面我们证明了在任意给定时刻 t , 定理成立. 由于 t的任意性, 利用解得延拓的方法即

完成定理证明． 
在下面的定理中, 我们给出含有零实部极点时系统的特征模型. 
定理 2  在假设 1 和 2 下, 系统(2)的特征模型可用二阶时变差分方程(23)描述. 并且, 在

动态过程中建模误差为 ( )O h , 稳态时建模误差为 2( )O h . 

证明  这里仅考虑定理 1 中的第 1 种情形, 其他情形类似可证. 由零极点输出所对应的最

小实现(8), 可得 
1

1 2 11
2

.i i
i
l x l uy

γ

γ − +
=

= +∑�  

对上式离散化, 并对所得结果进行平移, 有 

 
1

11 1 2 1
2

( 1) ( ) ( ) ( ),i i
i

y k y k h l x k hl u k
γ

γ − +
=

+ − = +∑  

和 

 
1

11 1 2 1
2

( 2) ( 1) ( 1) ( 1),i i
i

y k y k h l x k hl u k
γ

γ − +
=

+ − + = + + +∑  

进而再将以上两式相减, 可得 
 1 1 1 1 1 4( 2) 2 ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ),y k y k y k hl u k hl u k h kδ+ − + + = + − +  (31) 

其中 1

14 22( ) ( ( 1) ( ))i i iik l x k x kγ
γδ − +=

= + −∑ . 最后将(31)式与(28)式相加, 并记 1y y y= + , 可得 

1 2 3 1
2

4 1 5 6

( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ( 1) ) ( 1)

( ( ) ) ( ) ( ) ( ),

y k f k y k f k y k f k hl u k

f k hl u k h k h kδ δ

+ = + + + + + + +

+ − + +
 

其中,  
3

5 2 3 1 1 1 1 4
2

6 2 3 1

( ) ( ( ) ( ))( ( 1) ( )) ( 1) ( ( 1) ( )) ( ) + ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

i i
i

k k k y k y k y k k k k k

k k k y k

δ σ σ σ σ δ δ

δ σ σ
=

= − + + − − + + − +

=

∑  

类似于前面的论证可知 4 ( )kδ , 5 ( )kδ 和 6 ( )kδ 均有界, 且 4 ( )kδ 和 5 ( )kδ 在稳态时为 0. 因此, 

(23)式的输出与(2)式的输出相差 ( )O h , 在稳态时相差 2( )O h . 对于纯虚根的情形, 可以用与零

极点相同的方法进行论证. 
综合上面的讨论可知, 在系统含有零实部极点的情形下, 特征模型(23)的暂态建模误差为

( )O h , 稳态建模误差为 2( )O h . 定理其他部分的证明与定理 1 相同. 
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3.2  多输入多输出线性定常系统的特征模型 

在本节中, 我们考虑多输入多输出系统(1)的特征建模问题. 对于正则有理函数矩阵 ( )G s , 

其最小实现为 

 
,

,   1,2, , ,i i

x Ax Bu
y C x i p

= +⎧
⎨ = =⎩

�
"

 

其中, rx∈R , qu∈R , iy ∈R , 1, 2, ,i p= " , 分别表示系统的状态、输入和输出; ×r rA∈R , 
×r qB∈R , 1 r

iC
×∈R , 1, 2, ,i p= " , 分别表示系统矩阵、输入矩阵和输出矩阵 . 1 p r≤ ≤ , 

1 q r≤ ≤ . 不失一般性, 假设矩阵 A具有如下分块: 1 2 3diag[ , , ]A A A A= , 其中, 1A 表示零特征

根所对应的约当块, 1 1×
1

r rA ∈R , 2A 表示非零实根所对应的约当块, 2 2×
2

r rA ∈R , 3A 表示复根

所对应的约当块 , 3 3×
3

r rA ∈R . 把矩阵 B 和 iC 同样进行分块 : T T T T
1 2 3[ ] ,B B B B=  iC =  

1 2 3[ ],i i iC C C 1, 2, , ,i p= " 其中, 1×
1

r qB ∈R , 2×
2

r qB ∈R , 3×
3

r qB ∈R , 11
1

r
iC

×∈R , 21
2

r
iC

×∈R , 

31
3

r
iC

×∈R . 对于任意一维输出 iy , 平行于引理 5~7和定理 1及 2的论证, 我们可以得到系统(1)

的特征模型, 其各维输出通过控制互相耦合.  
定理 3  在假设 1 和 2 下, 系统(1)的特征模型可用如下二阶时变差分方程组描述:  

T T
1 2 3 4( 2) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ),   1, 2, , ,i i i i i i iy k f k y k f k y k f k u k f k u k i p+ = + + + + + + + = "  

其中, 1( ),if k  2 ( ) ,if k ∈R  3 ( ),if k  4 ( ) ,qif k ∈R ( ),ijf k  1,2,3,4,j =  满足(24)式, 是慢时变的. 

并且, 在系统不含零实部极点的情形下, 动态过程中建模误差为 ( )O h , 稳态时输出相同; 一般

情形下, 动态过程中建模误差为 ( )O h , 稳态时建模误差为 2( )O h . 

4  结论 
本文研究了一般线性定常系统在定点控制下的特征建模问题. 利用采样控制理论和线性

系统的最小实现理论, 证明了多输入多输出线性定常系统的特征模型可用二阶时变差分方程

组描述, 并且刻画了特征建模的建模误差, 在系统不含零实部极点的情形下, 建模误差在稳态

时为 0, 暂态时为 ( )O h ; 一般情形下, 在稳态时为 2( )O h , 暂态时为 ( )O h . 基于特征模型的全

系数自适应控制方法在工程上取得了非常成功的应用, 在理论研究上也取得了一定进展. 但
是由于实际工程问题的复杂性, 仍然有很多理论问题有待进一步提炼和研究, 其中时变系统

和非线性系统的特征建模问题就是亟待解决的问题之一. 
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附录 A 
引理 1 的证明  定义中间输出变量 
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通过简单计算可知,  

 3 3 3
1

,  1, , .
i

i ij
j

y y i
υ

γ
=

= =∑ "  (A3) 

定义状态变量 ijkζ , 31, ,i γ= " , 1, 2, , ij υ= " , 1,2.k =  利用线性系统理论, 可知系统(A1)和(A2)的最

小实现为 

http://dx.doi.org/10.1109/TSMCC.2006.887004
http://dx.doi.org/10.1109/9.85060
http://dx.doi.org/10.1137/S0363012992240758
http://dx.doi.org/10.1109/9.964701
http://dx.doi.org/10.1109/TAC.2003.819073


 
 
 
 

 
1270 中国科学 E 辑 信息科学 第 37 卷 

 

 

 

 

11 1211

11 1212

21 22 121

21 2222

1 2 11

1 22

3 1 1 2 2

2 ,
,

2 ,
,

          
2 ,

,

,   1,2, , ,

1
2

i i ii

i ii

i i i ii

i i i ii

i i i i ii

i i i ii

i i i i ii

i i i ii

ij ij ij ij ij i

ij

u

e

e

y j

e

υ υ υυ

υ υυ

ξ ζ η ζζ
η ζ ξ ζζ

ξ ζ η ζζ
η ζ ξ ζζ

ξ ζ η ζζ

η ζ ξ ζζ

κ ζ κ ζ υ

η

−

= + +
= − +
= + +
= − +

= + +

= − +

= + =

= −

�
�
�
�

"
�

�

"

3

2

1, 2, , ,

,   1,2, , 1,ij i
i

i

j

γ

ζ υ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ = −⎪⎩

"

"

 

其中, 1 1 / 2,ij ijpκ =  2 0 1( ) /(2 )ij ij ij i ip pκ ξ η= − − , 31, 2, ,i γ= " , 1, 2, , ij υ= " . 将上式中 ije 的表达

式代入上述方程和(A3)式中, 即可得到(10)式.  
引理 3 的证明  为了证明引理 3, 我们需要如下引理. 

引理  A1  如果函数 ( )f t 连续可微且有界 , lim ( )i f t r→∞ ′ = (常值 ), 则 0r = . 进而 , 如果

lim ( )k rf kh f→∞ = (常值), 其中 h为常数, 则 lim ( )t rf t f→∞ = . 

证明   由反证法易证 lim ( ) 0t f t→∞ ′ = . 下面证明引理的第 2 部分 . 对于任意 0ε > , 由

lim ( )k rf kh f→∞ = 可知 , 存在 1 0T > , 使得当 1t T> 时 , 1( )  2rf t f ε| − |< / , 其中 1 /t t h h= ⎢ ⎥⎣ ⎦ . 由

lim ( ) 0t f t→∞ ′ = 可知, 存在 2 0T > , 当 2t T> 时, ( )  2f t h ε′| | < / . 因此对任意 1 2max( )t T T> , , 存在

[0 1]tα ∈ , , 使得 
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因此对于任意 1 2max( )t T T> , , ( ) .rf t f ε| − |<  由 ε 的任意性, 引理得证. 

引理 3 的证明  首先证明 x有界并且当 k趋于无穷时, ( )x k 趋于常数. 由引理 2 可知, 以 h为采样

周期的时间离散化系统 ( )G H c, , 能观, 其中 eAhG = 和
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其 中 iα ( 1, 2, ,i n= " ) 为 G 的 特 征 多 项 式 的 系 数 . 记
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显然, 由 ( )u k 和 ( )y k 趋于常值, 可得 ( )x k 亦趋于常值, 记 lim ( )k rx k x→∞ = . 对于系统(12), 我们有 
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由上可知, 系统(12)的状态有界. 
下面证明 lim ( )t rx t x→∞ = , 并且 lim ( ) 0t x t→∞ =� . 由于 ( )A c, 能观, 则存在非奇异矩阵 P , 使得

1A P AP−= , c cP= , 1B P B−= , 1x P x−= . A 和 c 与 (A4) 式中 G 和 c 形式相同 , 其中 ,iα  

( 1, 2, , )i n= " 为 A的特征多项式的系数. 记 
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由 ny x= 和 lim ( )t ry t y→∞ = 可得 lim ( )nt rt yx→∞ = . 结合(A5)式的第  1 式以及 lim ( )t ru t u→∞ = , 有

11lim ( )t t rx→∞ =� (常值). 再由 x 有界 , 1 1lim ( ) rk khx x→∞ = , 和引理 A1, 可知 1 0r = 和 1lim ( )t tx→∞  

1rx= . 以此类推, 我们有 lim ( ) 0t i tx→∞ =� 和 lim ( )i irt tx x→∞ = , 2,3, , .i n= "  也即 lim ( ) 0,t x t→∞ =�  

lim ( ) .rt rx t P xx→∞ = =  

引理 4 的证明  对于 31, 2, , ,i γ= "  记  
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通过简单计算, 我们有  
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通过比较, 可知
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−= , 即 iM 可由上述递推关系求出. 记 1
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